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本 书 是 一 部 全 面 介 绍 生 物 医学 领域 仿真 建 模 和 数值 求解 方法 的 教科 书 ， 主 要 包括 4 部 分 
AR: 生物 医学 系统 的 特性 和 行为 ， 以 及 数学 建 模 的 基础 知识 ; 稳 态 系统 建 模 的 方法 和 常规 
求解 方法 ， 并 举例 说 明了 这 些 方法 在 分 子 、 细 胞 和 生理 各 个 不 同 层次 的 生物 医学 系统 中 的 应 
用 ; 动态 生物 系统 的 建 模 和 数值 求解 方法 ， 重点 分 析 了 含有 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 的 多 维 
和 持 物 医学 系统 的 动态 模型 ， 举 例 说 明 数 值 方法 在 复杂 生物 系统 仿真 建 模 中 的 综合 应 用 。 本 书 
的 内 上 容 上 分 广泛 和 人 全面， 所 介绍 的 数值 方法 不 仅 包 括 代 数 方程 、 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 
求解 方法 ， 达 包括 数值 解 的 稳定 性 分 析 和 统计 分 析 等 内 容 ， 以 及 MATLAB Simulink 编程 仿真 
工具 和 PHYSBE 等 仿真 系统 。 

书 中 列举 了 大 量 生物 医学 研究 领域 的 问题 求解 实例 ， 所 涉及 的 范围 非常 广泛 ， 并 且 都 给 
出 了 完整 的 仿真 计算 程序 ， 实 用 性 很 强 。 因 此 ， 本 书 不 仅 可 以 作为 国内 生物 医学 工程 专业 本 
科 生 或 研究 生 课 程 的 教材 ， 还 可 以 作为 生物 学 、 生 物 材 料 、 生 物化 党 、 生 物 物理 学 以 及 生理 
学 等 其 他 专业 开设 的 定量 生物 学 课程 的 教材 ， 另 外 ， 对 于 致力 于 生物 医学 系统 仿真 建 模 和 数 
值 分 析 的 其 他 技术 人 员 和 研究 人 员 也 是 一 本 很 好 的 和 参考 书 。 
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译 A F 


近年 来 生物 医学 工程 学 科 发 展 迅速 ， 国 内 许多 大 学 都 开设 了 生物 医学 工程 专 

业 。 但 是 ,正如 本 书 作 者 在 前 言 中 所 言 ， 针 对 该 专业 本 科 生 教学 的 教材 却 窗 窗 无 
几 ， 特 别 是 有 关 数 值 计 算 和 生物 医学 系统 仿真 建 模 的 教材 ， 本 书 是 第 一 本 。 作 为 
工程 专业 之 一 ， 数 值 计 算是 生物 医学 工程 本 科 生 教学 的 重要 内 容 ; 但 是 ， 目 前 国 
内 各 大 学 在 开设 该 专业 数值 计算 课程 时 ， 著 遍 采 用 工科 类 的 通用 教材 ， 内 容 与 生 
物 医学 领域 所 涉及 的 数值 问题 缺乏 紧密 的 联系 。 因 此 ， 本 书 的 翻译 、 出 版 将 给 生 
物 医学 工程 专业 的 本 科教 学 提供 一 本 合适 的 数值 计算 教材 。 
本 书 由 美国 Rutgers 大 学 的 3 位 教授 合作 完成 ，2006 年 由 Elsevier 出 版 公司 
出 版 ， 英 文 版 是 该 校生 物 医 学 工程 专业 的 本 科教 材 。 本 书 的 特色 是 : 深入 浅 出 并 
系统 全 面 地 介绍 了 数值 计算 的 基本 理论 和 各 种 方法 ， 以 及 MATLAB, Simulink 等 
计算 工具 的 使 用 方法 ; 大 量 列举 了 分 子 、 细 胞 和 生理 等 各 个 不 同 层次 生物 医学 系 
统 的 建 模 和 求解 实例 ， 所 涉及 的 研究 内 容 非常 广泛 ， 包 括 生 物力 学 、 组 织 工程 、 
信号 处 理 和 图 像 处 理 、 分 子 生物 学 、 生 物 医 学 仪器 、 药 物 代 谢 动力 学 等 ， 很 好 地 
反映 了 生物 医学 工程 交叉 学 科 的 特点 ; 无 论 是 对 于 数值 计算 的 基本 方法 ， 还 是 对 
于 生物 医学 系统 的 建 模 实例 ， 书 中 都 提供 了 完整 的 MATLAB 程序 ， 详 细 说 明了 
各 种 数值 解法 ; 各 章 最 后 附 有 练习 题 ， 适 合作 为 教材 使 用 。 另 外 ， 书 中 所 有 程序 
均 可 以 从 网 站 下 载 (http: //books. elsevier. com/companions/01218603 10 ) 

在 翻译 过 程 中 ， 对 原 书 茶 些 明显 的 笔 误 或 印刷 错误 已 作 了 更 正 ， 为 保持 译 著 
的 简洁 流畅 ， 没 有 加 以 标注 。 

本 书 的 翻译 得 到 了 国家 自然 科学 基金 项 目的 资助 (项目 编号 为 30570585 和 
30770548) 。 在 本 书 完 稿 之 际 ， 特 别 感谢 我 丈夫 徐 政 的 长 期 支持 和 鼓励 ， 以 及 对 
部 分 译 稿 的 仔细 校 读 和 修正 。 另 外 ， 郑 晓 静 和 徐 琼 环 同 学 参与 了 部 分 工作 ， 在 此 
深 表 谢意 。 

眼 于 译 者 水 平 ， 书 中 难免 存在 错误 和 不 受 之 处 ， 恩 请 广大 读者 批评 指正 。 译 
者 联系 方法 : hnfzy@ yahoo. com. cn。 
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生物 医学 工程 学 科 正 在 快速 发 展 ， 本 教科 书 的 目的 是 全 面 介 绍 该 领域 数值 
计算 问题 的 求解 工具 。 虽 然 生 物 医学 工程 已 经 成 为 广泛 普及 的 工程 专业 之 一 ， 
但 是 ， 针 对 这 个 专业 本 科 生 教学 的 教科 书 却 塞 密 无 几 ， 而 关于 数值 方法 在 生物 
医学 工程 中 应 用 的 教科 书 还 没有 。 因 此 ， 编 写本 书 的 目的 之 一 就 是 要 填补 这 个 
空白 。 

本 书 计划 用 作 生 物 医 学 工程 专业 本 科 生 课程 的 主要 教材 。 作 者 已 经 在 Rut- 
gers 大 学 生物 医学 工程 系 三 年 级 秋季 学 期 开设 的 数值 方法 课程 中 使 用 了 本 教材 ， 
该 课程 也 可 以 在 三 年 级 或 四 年 级 的 其 他 学 期 开设 。 如 果 隆 低 生物 医学 方面 的 要 求 
并 且 调 整 微 积分 方面 的 内 容 ， 该 书 也 可 以 作为 二 年 级 课程 的 教材 。 修 读本 书 之 
前 ， 学 生 需 要 预 修 的 课程 有 微 积 分 ( 工 ~ K ) 、 一 年 级 的 化 学 和 物理 学 、 普 通 生 
物 学 以 及 生物 医学 工程 导论 。 使 用 本 书 作为 教材 的 数值 方法 课程 可 以 与 三 年 级 的 
其 他 课程 ， 如 生物 医学 物质 运输 、 生 物 医学 热力 学 和 动力 学 、 生 物力 学 以 及 生物 
医学 仪器 学 等 同时 开设 。 本 书 讲述 了 各 种 生物 医学 系统 ， 很 适合 于 培训 对 于 生物 
医学 工程 各 个 主要 研究 领域 感 兴趣 的 人 员 。 本 书 还 可 以 作为 细胞 生物 学 、 生 物 材 
料 以 及 生物 化 学 等 生命 科学 专业 开设 的 定量 生物 学 课程 的 教材 。 
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图 1 数值 方法 是 工程 理论 与 生物 医学 应 用 之 间 相 互 沟通 的 桥梁 
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图 1 表示 了 我 们 所 理解 的 数值 计算 方法 在 培养 现代 生物 医学 工程 人 员 中 所 起 
的 作用 。 此 课程 安排 在 三 年 级 前 期 ， 作 为 多 门 课程 的 会 聚 点 ， 汇 集 了 基础 知识 和 
生物 医学 应 用 问题 的 求解 技能 。 课 程 满足 两 个 主要 目标 : 一 是 吸收 消化 学 生 们 已 
经 学 习 的 计算 机 工具 知识 ， 二 是 将 这 些 工 具 应 用 于 现代 生物 医学 工程 中 遇 到 的 各 
种 数学 模型 。 

生物 医学 工程 面临 的 主要 挑战 是 这 个 领域 所 涉及 的 问题 非常 广 ， 其 范围 几乎 
是 无 限 的 。 从 分 子 水 平 到 肉眼 可 见 的 宏观 层面 ， 形 成 了 许多 不 同 的 工程 分 支 ， 例 
如 : 化 学 工程 师 处 理 的 分 子 和 组 织 工程 方 面 的 问题 ;机 械 工程 师 可 以 解决 的 生物 
力学 方面 的 问题 ; 电子 工程 师 处 理 的 图 像 学 和 测量 方面 的 问题 等 。 我 们 希望 把 这 
些 通常 分 开 的 各 种 技术 统一 起 来 ， 全 面 地 归纳 和 总 结 生 物 医 学 领域 所 遇 到 的 主要 
问题 。 表 1 列 出 了 几 类 需要 应 用 数值 方法 求解 的 问题 。 

表 1 利用 本 书 讲述 的 数值 方法 和 建 模 技术 可 以 
有 效 处 理 的 各 种 不 同系 统 的 生物 医学 问题 
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本 书 的 安排 和 概要 
表 2 列 出 了 本 书 的 安排 ， 全 书 共 分 4 个 部 分 ,外 加 附录 ， 内 容 十 分 广泛 全 
面 。 
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第 1 部 分 ， 基础 知识 

介绍 生理 系统 的 特性 和 行为 ， 以 及 如 何 应 用 数学 模型 的 方法 建 模仿 真 生理 系 
统 的 行为 。 这 部 分 还 讲述 各 种 不 同 的 模型 及 其 相关 的 数值 求解 方法 ， 并 且 讲 解 如 
何 应 用 计算 机 语言 编程 求解 这 些 问 题 。 
第 2 部 分 : 系统 的 稳 态 行为 

分 析 各 种 系统 的 线性 和 非 线性 代数 模型 ， 导 出 求解 模型 所 需 的 数值 方法 。 并 
举例 说 明 数 值 方法 在 分 子 、 细 胞 和 生理 各 个 不 同 层次 系统 中 的 应 用 。 讲 述 用 于 线 
性 系统 的 高 斯 消 元 法 、 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 和 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 ， 以 及 用 于 非 线 
性 方程 组 的 线性 插值 、 牛 顿 - 拉 弗 森 法 、 牛 顿 法 等 经 典 数值 方法 及 其 应 用 。 
第 3 部 分 : 系统 的 动态 行为 

重点 分 析 含 有 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 的 多 维系 统 动态 模型 。 用 有 限 差分 法 
推导 积分 算法 和 微分 算法 。 讲 解 用 于 积分 求 积 和 牛顿 - 柯 特 斯 公式 、 用 于 常 微分 
方程 的 欧 拉 法 和 龙 格 - 库 塔 法 及 其 应 用 。 并 且 ， 分析 用 于 偏 微分 方程 求解 的 几 种 
有 限 差分 法 的 稳定 性 。 
第 4 部 分 : 建 模 工具 及 其 应 用 

结合 前 面 各 部 分 介绍 的 多 种 方法 ,求解 复杂 生物 医学 系统 的 数学 模型 。 
附录 

附录 A 是 MATLAB 入 门 教程 。 希 望 同 学 们 阅读 这 部 分 内 容 ， 复 习 MATLAB 
语言 及 其 功能 。 附 录 B 主要 介绍 MATLAB 的 Simulink 工具 箱 。 附 录 C 概述 线性 
代数 基础 知识 ， 第 4 章 和 第 6 章 所 讲述 的 数值 方法 将 用 到 这 部 分 知识 。 附 录 D 
介绍 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 的 解析 求解 方法 ， 有 助 于 学 和 后 和 教师 利用 这 些 方法 
验证 第 7 章 和 第 8 章 所 讲述 的 数值 方法 的 正确 性 。 附 录 玉 总结 数值 稳定 性 的 有 关 
问题 。 

表 2 《数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 》 概 况 
第 1 部 分 : 基础 知识 





























第 1 章 生物 医学 系统 建 模 第 2 章 计算 技术 入 门 $3335 数值 分 析 的 概念 

生物 医学 工程 引言 科学 计算 

生物 医学 工程 的 基本 特点 计算 机 在 生物 医学 工程 中 的 角 | ”数值 算法 及 其 误差 

创建 工程 模型 色 泰勒 级 数 展开 以 及 误 辩 

利用 计算 机 求解 生物 医学 模型 | ”程序 设计 语言 工具 及 方法 MATLAB 的 浮 点 数 表 达 
的 范例 MATLAB 的 数据 结构 基础 

本 书 概况 面向 对 象 系统 简介 

算法 分 析 和 程序 分 析 














前 言 Vl 
CX) 
第 2 部 分 : 系统 的 稳 态 行为 








第 4 章 生物 医学 系统 中 的 线性 模型 


线性 生物 医学 系统 举例 
线性 代数 方程 组 : 


高 斯 消 元 法 ， 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 ， 选 代 法 


线性 系统 求解 的 选 代 法 ; 
雅 可 比 法 和 高 斯 - 赛 德 尔 法 
应 用 举例 : 
生物 力学 中 的 力 平衡 
生物 医学 图 像 及 图 像 处 理 
代谢 工程 和 细胞 牛 物 技术 








逐次 代 换 法 





应 用 举例 : 











受 体 - 配 





第 5 章 ”生物 医学 系统 中 的 非 线性 模型 
非 线性 方程 的 一 般 形 式 
非 线性 生物 医学 工程 问题 举例 


试 位 法 〈 线 性 插值 ) 
和 牛顿- 拉 弗 森 法 
牛顿 法 求解 非 线 性 方程 组 


导 液 管 的 摩擦 系数 
Michaelis-Menten 动力 学 方程 
心室 血压 的 测量 

本 动力 学 
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第 6 章 ”有限 差分 法 、 插 值 法 和 
积分 法 
符号 算 子 


向 前 、 向 后 和 中 心 有 限 差分 法 
等 距 节点 插值 : 
格雷 戈 里 -牛顿 法 ， 斯 特 
林 插 值 
插值 多 项 式 
非 等 距 节 点 插值 : 
拉 格 并 日 法 和 样 条 
积分 公式 : 
和 牛 恩 - 柯 特 斯 积分 公式 








第 7 章 动态 系统 : 常 微分 方程 
常 微分 方程 分 类 
标准 型 的 转化 
非 线 性 常 微分 方程 : 

欧 拉 法 和 龙 格 - 库 塔 法 
线性 常 微分 方程 : 
特征 值 方法 
稳 态 解 和 稳定 性 分 析 
数值 稳定 性 
应 用 举例 : 
药物 代谢 动力 学 : 药物 吸 
收 问题 
酶 促 反 应 
活 细胞 的 糖 醉 解 途径 
细胞 膜 动力 学 和 神经 细胞 
电位 
干细胞 分 化 动力 学 








组 织 工程 : 细胞 迁移 





第 8 章 动态 系统 : 偏 微分 方程 
多 维 分 布 系统 
偏 微分 方程 分 类 
初始 条 件 和 边界 条 件 
偏 微分 方程 求解 : 
椭 贺 型、 抛物 型 、 双 曲 型 极 
坐标 
稳定 性 分 析 
应 用 举例 : 
耳蜗 基底 膜 的 动力 学 
人 体 白 细胞 的 迁移 
药物 扩散 
激光 消融 
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第 4 部分: 建 模 工具 及 其 应 用 
第 9 章 测量 、 建 模 与 统计 分 析 第 10 章 生物 医学 系统 的 建 模 仿真 : 应 用 举例 
数值 方法 的 作用 生物 医学 系统 的 数学 模型 
测量 与 误差 PhysioNet PhysioBank 和 PhysioToolkit 
描述 性 统计 学 和 推断 统计 学 信号 处 理 
最 小 二 乘法 模型 、 曲 线 拟 合 应 用 举例 : 
傅 里 叶 变 换 ECG (7H, EEG HA. WO GNE WT ER RU, 
应 用 举例 : 糖尿 病 及 其 胰岛 素 治 疗 ， 肾 清除 率 ， 刚 体 运动 
MRI 图 像 和 CT 图 像 亮 度 的 统计 计算 PHYSBE 仿真 系统 
DNA 芯片 分 析 中 的 假设 检验 常规 PHYSBE 仿真 ， 主 动脉 缩 窜 、 主 动脉 瓣 
质谱 数据 分 析 狭窄 、 室 间 隐 缺损 、 左 心室 肥大 、 以 及 心室 压力 - 
EEG 信号 频率 成 分 分 析 容积 环 的 Simulink 模型 
附 录 












附录 A: MATLAB 简介 
附录 B: Simulink 简介 


附录 C: 线性 代数 及 其 相关 | WRD: 微分 方程 的 解析 解 
MATLAB 指令 概述 附录 E. 数值 稳定 性 等 问题 





书 中 各 章 都 给 出 了 可 行 的 示例 ， 说 明 各 种 数值 方法 的 使 用 。 绝 大 部 分 示例 都 
需要 运行 计算 机 程序 求解 ， 程 序 用 MATLAB 语言 编写 ， 适 用 于 MATLAB 7.0 及 
以 上 版 本 。 多 数 示例 中 ， 算 法 的 实现 都 尽 可 能 编写 成 通用 的 MATLAB 函数 ， 以 
便 用 于 其 他 同类 问题 的 求解 。 

本 书 中 出 现 的 所 有 MATLAB 程序 可 以 在 本 书 网 站 (http: //books. elsevier. 
com/companions/0121860310) 下 载 。 建 议 读者 访问 该 网 站 ， 以 便 获取 更 新 信息 、 
勘误 表 以 及 作者 联系 方式 等 。 
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Li, Charlie Roth, David Shreiber 和 Martin Yarmush。 和 后 物 医 学 工程 方面 新 近 出 版 
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第 1 章 ”生物 医学 系统 建 模 


1.1 生物 医学 工程 


生物 医学 工程 是 工程 技术 的 一 个 分 支 ， 用 来 解决 生物 学 和 医学 中 的 有 关 问 题 。 
本 书 是 面向 生物 医学 领域 工程 人 员 的 一 本 数值 方法 入门 教程 。 数 值 方法 就 是 利用 计 
算 机 进行 精确 、 有 效 、 稳 定 的 计算 的 一 种 数学 方法 ， 它 是 工程 人 员 利 用 计算 机 分 析 
系统 行为 的 工具 。 本 书 讲述 的 数值 方法 用 于 求解 生物 医学 系统 的 数学 模型 。 

生物 医学 领域 的 工程 人 员 利 用 电子 、 机 械 、 化 学 、 材 料 以 及 计算 机 工程 等 许 
多 传统 学 科 的 原理 、 方 法 和 技术 解决 各 种 生物 医学 难题 。 所 涉及 的 技术 包括 : 电 
子 工 程 方面 的 电路 和 系统 、 图 像 和 图 像 处 理 、 仪 器 、 测 量 和 传感器 等 ， 机 械 工 程 
方面 的 流体 力学 、 固 体力 学 、 热 传导 、 机 顺 人 和 自动 化 以 及 热力 学 等 ; 化 学 工程 
方面 的 物质 运输 现象 、 聚 合 物 和 材料 、 生 物 技术 、 药 物 设计 以 及 药品 生产 等 。 

工程 人 员 如 果 要 应 用 这 些 理论 解决 生命 科学 和 医疗 保健 领域 中 的 各 种 问题 ， 
就 必须 同时 了 解 和 熟悉 系统 水 平 、 细 胞 水 平 以 及 分 子 水 平 的 生物 学 解剖 知识 和 生 
理 知 识 。 如 果 涉 及 医疗 保健 领域 的 工作 ， 还 需要 熟悉 心血 管 系统 、 神 经 系统 、 呼 
吸 系 统 、 循 环 系统 、 肾 脏 系 统 以 及 体液 系统 等 生理 知识 。 

其 他 一 些 名 称 ， 如 生物 工程 、 临 床 工程 、 组 织 工程 等 用 于 表示 生物 医学 工程 
的 不 同 分 支 。 其 中 ， 生 物 工 程 处 理 生物 学 问题 以 及 生物 系统 和 生理 系统 之 间 的 关 
系 ; 临床 工程 处 理 医 疗 保健 系统 以 及 病人 监护 等 临床 问题 ; 组 织 工程 这 个 研究 方 
向 是 应 用 工程 技术 设计 开发 人 造 组 织 和 装置 ， 用 于 蔡 代 缺 失 的 生物 组 织 结构 及 其 
受 损 功 能 。 利 用 组 织 工程 的 方法 ， 可 以 将 细胞 、 工 程 材料 以 及 合适 的 生物 化 学 因 
子 结合 起 来 ， 形 成 一 种 复合 材料 ， 用 于 改善 或 禁 代 生物 功能 ,提高 医疗 效果 。 

BA, 生物 医学 工程 对 于 临床 医学 最 突出 的 贡献 是 开发 仪器 设备 ， 用 于 诊 
Hr. IJI AURAL. 但是， 本 书 收集 了 来 自生 物 和 医学 各 个 领域 的 示例 ， 读 者 通过 
这 些 示例 可 以 看 到 生物 医学 工程 能 够 解决 和 正在 解决 的 问题 所 涉及 的 范围 非常 
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广泛 。 

生物 医学 工程 的 研究 领域 正在 迅速 扩大 ， 例 如 ， 从 生物 纳米 技术 到 辅助 设 
备 、 从 分 子 和 细胞 工程 到 手术 机 器 人 、 从 神经 肌肉 系统 到 人 工 肺 等 等 ， 该 学 科 的 
工作 人 员 将 在 生命 科学 研究 以 及 医疗 系统 仪器 设备 的 开发 中 发 挥 主要 作用 。 本 书 
讲述 的 内 容 将 为 生物 医学 工程 人 员 进 入 各 个 研究 领域 的 工作 打下 基础 。 

有 关 生 物 医学 工程 的 发 展 历史 有 好 几 种 版 本 ， 对 于 该 学 科 的 创建 时 间 以 及 重 
要 的 里 程 碑 事件 都 各 有 说 法 。 生 物 医学 工程 的 开创 时 间 可 以 追溯 到 17 世纪 、18 
世纪 或 者 19 世纪 ， 这 与 生物 医学 工程 的 定义 有 关 。 读 者 可 以 参考 Nebeker 
(2002) 的 论文 ， 该 文章 全 面 介绍 了 该 领域 的 工作 人 员 为 了 解决 临床 医疗 和 生命 
科学 中 所 产生 的 问题 ， 制 造 各 种 用 于 诊断 和 治疗 的 仪器 设备 的 历史 过 程 。 


1.2 生物 医学 工程 的 基本 特点 


任何 生物 医学 工程 装置 都 要 完成 一 项 或 多 项 测量 、 模 拟 或 者 操作 性 的 任务 。 
测量 就 是 检测 所 研究 的 物理 系统 、 化 学 系统 或 者 生物 系统 的 某 些 特征 。 作 为 从 事 
生物 医学 工程 的 人 员 ， 很 重要 的 一 点 就 是 要 认识 到 ， 测 量 值 是 不 会 完全 准确 的 ， 
因此 ， 需 要 使 用 本 书后 面 讲 到 的 统计 学 方法 。 还 要 了 解 测量 的 可 变性 和 噪声 来 
源 ， 了 解 测量 仪器 的 精度 、 分 辨 率 和 重复 性 等 各 种 测量 指标 。 

生物 医学 工程 领域 的 操作 性 任务 是 指 以 某 种 方式 与 某 个 系统 进行 交互 作用 。 
生物 医学 工程 主要 通过 诊断 仪器 或 治疗 设备 与 人 体 或 者 生物 系统 进行 交互 作用 。 
仪器 设备 的 开发 首先 要 根据 需求 和 限制 条 件 制定 技术 指标 ， 然 后 进行 设计 、 制 作 
和 测试 。 

工程 建 模 是 指 用 数学 公式 描述 所 研究 的 现象 或 系统 的 物理 、 化 学 和 生物 原 
理 。 数 学 模型 是 系统 及 其 环境 之 间 相 互 作用 的 精确 表述 。 利 用 模型 这 个 工具 ， 研 
究 人 员 可 以 预测 系统 参数 的 变化 过 程 。 

工程 模型 就 是 数学 公式 ， 建 立 公 式 要 用 到 代数 、 微 积分 、 微 分 方程 和 统计 学 
这 4 种 连续 数学 中 的 一 种 或 数 种 。 但 是 ， 除 非 只 是 纯粹 的 建 模 ， 否 则 ， 任 何 主要 
的 生物 医学 工程 模型 的 求解 、 信 号 的 处 理 以 及 系统 的 控制 都 要 用 计算 机 系统 来 实 
现 。 因 此 ， 必 须 将 连续 数学 模型 的 代数 方程 、 积 分 和 微分 方程 或 者 变量 表达 式 转 
化 成 计算 机 可 以 处 理 的 形式 ， 这 里 的 难题 是 要 最 大 程度 地 保证 准确 度 和 分 辩 率 ， 
并 且 保 证 计算 过 程 的 稳定 性 ， 这 就 是 数值 方法 需要 解决 的 问题 。 





1.3 创建 工程 模型 


工程 应 用 需要 解决 的 问题 都 基于 被 研究 对 象 与 其 周围 环境 之 问 的 物理 关系 。 
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由 于 生物 系统 中 出 现 的 现象 范围 非常 广 ， 因 此 ， 重 要 的 是 要 有 一 种 共同 语言 用 于 
描述 生物 电 、 生 物力 学 和 生物 化 学 等 各 种 现象 。 


1.3.1 问题 求解 的 基本 步骤 


问题 求解 的 关键 是 要 确定 被 研究 现象 所 遵守 的 守恒 定律 。 生 物 医学 工程 问题 
的 求解 可 以 分 成 以 下 4 个 步骤 : 

l. 确定 需要 分 析 的 系统 

系统 可 以 是 空间 的 一 个 区 域 ， 也 可 以 是 一 组 待 分 析 的 量 ， 它 是 总 体 的 一 个 部 
分 。 环 境 就 是 系统 之 外 的 所 有 部 分 。 系 统 边 界 是 系统 与 环境 之 间 无 限 薄 的 分 隔 界 
面 ， 可 以 实际 存在 ， 也 可 以 是 虚构 的 。 边 界 没 有 质量 ， 只 是 作为 系统 范围 的 界 
BR. 

2. 确定 需要 考虑 的 广度 性 质 

广度 性 质 在 一 个 点 上 是 没有 值 的 ， 其 值 取决 于 系统 范围 的 大 小 ， 例 如 ， 系 统 
的 质量 正比 于 系统 的 大 小 。 系 统 广度 性 质 的 值 可 以 由 组 成 该 系统 的 各 个 子 系统 的 
广度 性 质 的 值 加 和 求 得 。 系 统 广度 性 质 的 值 只 随时 间 变 化 。 常 用 的 广度 性 质 有 质 
量 和 体积 等 。 

如 果 科 学 证 明 某 个 广度 性 质 既 不 能 创造 也 不 能 消灭 ， 那 么 ， 这 个 广度 性 质 称 
为 守恒 性 质 。 

根据 文献 报道 的 实验 数据 ， 电 荷 、 线 性 动量 和 角 动 量 是 守恒 的 ; 质量 和 能 量 
则 在 下 列 限 制 条 件 下 守恒 : 

1) 如 果 有 运动 ， 系 统 的 运动 速度 要 远 小 于 光速 ; 

2) 与 量子 力学 的 时 间 尺 度 相 比 ， 时 间 要 很 长 ; 

3) 不 存在 核反应 。 

生物 医学 系统 不 太 可 能 违背 条 件 1) 和 条 件 2) ， 其 事件 发 生 的 最 短 时 间 尺 
度 是 10 一 数量 级 ， 比 核反应 事件 的 时 间 还 是 要 长 。 但 是 ， 放 射 性 摄像 和 核 医疗 
等 系统 会 产生 核反应 ， 要 谨慎 处 理 这 些 系统 中 的 质量 守恒 和 能 量 守恒 。 

在 建立 数学 模型 时 ， 质 量 、 电 荷 、 能 量 以 及 动量 的 守恒 都 很 有 用 。 除 了 守恒 
性 质 以 外 ， 其 他 还 有 一 些 广度 性 质 具 有 有 限 的 生成 量 和 消耗 量 。 典 型 的 有 热力 学 
第 二 定律 及 其 性 质 一 一 增 。 用 守恒 方程 表示 时 ， 容 易 看 出 粹 只 能 在 系统 内 部 产 
生 ， 并 且 ， 对 于 系统 内 部 的 可 道 过 程 ， 灼 产生 率 减 为 0。 

3. 确定 要 分 析 的 时 间 段 

系统 的 整个 变化 经 历 称 为 过 程 。 工 程 分 析 的 目标 通常 是 预测 系统 的 行为 ， 也 
就 是 系统 经 历 一 个 特殊 过 程 时 ， 其 中 的 各 个 状态 的 变化 轨迹 。 根 据 所 涉及 的 时 间 
段 不 同 ， 过 程 可 以 分 成 3 种 : 稳 态 过 程 、 有 限时 间 过 程 和 芹 态 过 程 。 
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4. 写 出 守恒 定律 的 数学 公式 

系统 广度 性 质 的 值 可 以 随时 间 变 化 ， 并 且 ， 这 种 变化 只 能 通过 以 下 两 种 机 制 
发 生 : 

1) 广度 性 质 通过 系统 边界 的 传输 ; 

2) 广度 性 质 在 系统 内 部 的 产生 和 消耗 。 

因此 ， 系 统 内 部 广度 性 质 的 变化 与 通过 系统 边界 的 传输 量 以 及 系统 内 的 产生 
和 消耗 量 有 关 。 这 种 广度 性 质 的 计算 原理 就 是 所 大 家 熟悉 的 平衡 方程 。 虽 然 平衡 
方程 可 以 用 于 系统 的 任何 广度 性 质 ， 但 是 ， 它 对 守恒 性 质 特别 有 用 。 平 衡 方程 有 
两 种 形式 ， 即 累计 形式 和 速率 形式 。 


1.3.2 ”建立 守恒 定律 的 数学 公式 


1. 累计 形式 

累计 形式 用 于 分 析 有 限 长 度 的 时 间 段 ， 因 此 ， 该 形式 适用 于 建立 稳 态 和 有 限 
时 间 过 程 的 模型 方程 。 对 于 系统 的 输入 输出 净 传 输 量 ， 只 要 计算 给 定时 间 段 内 进 
人 系统 的 总 量 ， 再 减 去 同一 时 间 段 内 排出 系统 的 总 量 就 可 以 了 。 累 计 形 式 的 计算 
式 为 

《系统 内 净 累 计量 〉= 《系统 净 传 输 量 ) +《〈 系 统 净 生成 量 》 
对 于 守恒 性 质 P， 则 有 
Pogam 7 Paama = (P; - P,) + (Pe ~ Ped 

其 中 ， 等 式 左 边 为 系统 内 净 累 计量 ; 等 式 右边 第 一 项 为 系统 净 传输 量 ， 即 输入 量 
减 去 输出 量 ; 等 式 右边 第 二 项 为 系统 净 生 成 量 ， 即 产生 量 减 去 消耗 量 。 

守恒 定律 累计 形式 的 优点 是 数学 方程 为 代数 方程 或 者 积分 方程 ， 其 缺点 是 进 
出 系统 的 量 并 不 是 一 定 能 确定 的 。 

2. 速率 形式 

平衡 方程 的 速率 形式 与 累计 形式 相似 ， 只 是 时 间 段 的 长 度 取 无 限 小 ， 相 应 的 
变化 量 的 极限 值 就 成 了 变化 速率 。 将 累计 形式 的 数学 公式 除 以 时 间 间 隔 At， 并 
使 At 一 0， 就 可 以 得 到 速率 形式 的 数学 公式 ， 即 

《系统 t 时 刻 变 化 率 ) = (ABE 1 时 刻 传输 率 〉+ 《系统 1 时 刻 生 产 率 》 
对 于 守恒 性 质 P， 则 有 

a2 = (È, = B) + (È, - P) 

其 中 ， 等 式 右 边 第 一 项 为 通过 系统 边界 的 输入 与 输出 传输 率 之 差 ; 等 式 右边 第 二 
项 为 系统 产生 率 与 消耗 率 之 差 。 这 两 项 的 总 和 为 系统 性 质 随时 间 的 变化 率 。 速 率 
形式 的 优点 是 根据 物理 定理 通常 很 容易 测定 某 个 量 的 变化 率 ， 其 缺点 是 数学 公式 
为 微分 方程 。 
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虽然 平衡 方程 可 以 用 于 任何 广度 性 质 ， 但 是 ， 当 系统 的 传输 项 和 系统 的 生成 
项 〈( 即 产生 /消耗 ) 具有 物理 意义 时 ， 它 尤其 有 用 。 如 果 事 先 已 知 系统 生成 项 的 
有 关 情 况 ， 则 该 方程 最 有 用 。 

例如 ， 对 于 守恒 的 广度 性 质 ， 其 生成 项 等 于 0， 平 衡 方程 就 很 简单 ， 其 累计 
形式 为 


Parsee 一 Paging = Pi- PP, 
1.3.3 ”平衡 方程 的 应 用 


生物 医学 工程 问题 的 数学 方程 都 是 基于 一 个 或 者 多 个 化 学 量 和 物理 量 的 守恒 
定律 。 只 要 方程 建立 正确 ,求解 就 不 难 了 。 以 上 两 小 节 分 别 介绍 了 建 模 和 问题 求 
解 的 基本 步骤， 以 及 守恒 定律 的 累计 形式 和 速率 形式 。 累 计 形 式 用 于 稳 态 和 有 限 
时 间 问 题 的 求解 ， 而 速率 形式 则 用 于 和 暂 态 问题 的 求解 。 下 面 举 例 介绍 应 用 不 同形 
式 守 恒定 律 建立 问题 求解 方程 的 方法 。 

例 1.1 如 何 从 守恒 定律 推导 Nernst 方程 

请 说 明 如 何 利 用 1.3. 1 节 介 绍 的 守恒 定律 导出 Fick 定律 、 欧 姆 定律 以 及 爱 
因 斯 坦 方 程 ， 并 说 明 如 何 利用 这 3 个 守恒 模型 导出 Nernst 方程 。 本 例题 取 自 
Enderle 等 人 (2000) 著作 的 3.4 节 。 





解 : 
物质 守恒 定律 的 速率 形式 为 
dm, . ， 
a a 
该 方程 的 含义 是 ， 系 统 总 的 质量 变化 率 等 于 系统 的 输入 质量 变化 率 总 和 与 输出 质 
量变 化 率 总 和 之 差 。 


Nernst 方程 考虑 的 系统 是 细胞 膜 ， 膜 外 为 细胞 外 液 ， 离 子 可 以 跨 细胞 膜 流 
By. [BUE K', Nat, CL 中 只 有 某 种 离子 可 以 跨 膜 流动 ， 并且， 从 胞 外 向 胞 内 
流动 的 方向 设 为 正 向 。 则 根据 以 上 守恒 定律 的 速率 形式 ， 可 以 导出 以 下 3 个 关 
AK: 

1) Fick 定律 描述 在 细胞 膜 跨 膜 离 子 浓度 梯度 作用 下 离子 的 扩散 流动 ， 它 表 
示 化 学 势 对 于 系统 物质 守恒 的 作用 。 守 恒定 律 等 式 左 边 的 物质 流动 速率 就 是 进入 
系统 的 物质 流量 ， 由 扩散 引起 。 等 式 右边 为 进出 系统 的 物质 变化 速率 的 总 和 ， 也 
就 是 通过 细胞 膜 离子 通道 的 流量 。 根 据 物质 守恒 定律 的 速率 形式 ， 可 得 

dl 
Jem = 一 了 元 
即 离 子 扩散 流 其 等 于 离子 的 跨 膜 浓度 梯度 乘 以 扩散 系数 D， 也 就 是 离子 流量 是 离 
子 浓度 梯度 作用 的 结果 。 式 中 的 负 号 表示 离子 沿 着 浓度 降低 的 方向 扩散 。 


6 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





2) 欧姆 定律 描述 在 细胞 膜 跨 膜 电动 势 作用 下 离子 的 流动 。 它 也 是 基于 物质 
守恒 定律 的 ， 但 是 ， 等 式 的 右边 为 其 他 带电 粒子 形成 的 电场 作用 下 所 产生 的 物质 


流量 。 电 场 的 作用 形成 电位 变化 率 dv/dx ， 该 电位 变化 产生 了 等 式 右边 的 离子 


流量 ， 即 
Jug = - pZ[T) " 
式 中 Jiig 一 一 电场 引起 的 离子 流量 ; 
人 一 一 迁移 率 ; 
2Z 一 一 离子 价 数 ，; 
U] 一 一 离子 浓度 ; 
v 电位 。 





3) 爱 因 斯 坦 方程 是 动量 守恒 定律 的 一 种 形式 ， 描 述 扩 散 与 离子 迁移 之 间 的 
关系 ， 说 明 电场 作用 产生 的 离子 流动 与 浓度 差 的 渗透 压 作用 产生 的 离子 流动 互相 
平衡 ， 由 和 守恒 定律 

dP 


一 上 -~ BP 
dt 2 Fay + > | 5 | 
可 得 
p = Sle 
q 


式 中 “大 一 玻 耳 效 曼 常数 1.38 x 10° /K; 

7 一 一 单位 为 开尔文 (Kelvin) 的 绝对 温度 ; 

4 一 一 电子 所 带电 荷 量 1.61 x 10 "C, 

Fick 定律 和 欧姆 定律 都 表示 物质 守恒 ， 根 据 工 程 上 的 二 加 原理 ， 将 两 式 相 
加 ， 就 得 到 离子 总 流量 ， 即 








di K* aid 
J = Jon + Ing =~ DEES cuz] ® 
稳 太 时， 离子 总 流量 为 0。 并 将 爱 因 斯 坦 方 程 代 入 ， 则 有 
kT d[K* 27d 
0 = Jpg + Jug =- a ] - pZ[ K 1 


对 于 钾 离 子 K+ ， 有 Z =1。 并 求 跨 膜 电位 的 积分 
" i ur ak] 
Jee 77 Í [K] 


可 得 
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上 式 就 是 Nernst 方程 ， 表 示 细 胞 膜 跨 膜 电位 差 是 驱动 离子 输 运 的 化 学 势 的 函数 ， 
1.4 利用 计算 机 求解 生物 医学 模型 的 范例 


上 一 节 讲述 了 求解 生物 医学 问题 和 设计 诊断 治疗 仪器 的 基本 方法 。 但 是 ， 只 
有 问题 的 解析 解 是 不 够 的 ， 仪 器 设备 的 设计 和 控制 都 要 用 到 计算 机 ， 也 就 是 说 ， 
我 们 必须 懂得 如 何 将 连续 数学 模型 转化 为 离散 数学 ( 即 数值 分 析 ) 模型 ， 然 后 
编写 计算 机 程序 完成 方程 的 计算 ( 即 数值 方法 ) 。 本 节 将 举例 说 明 如 何在 生物 医 
学 工程 中 应 用 数值 分 析 和 数值 方法 。 


1.4.1 实时 PCR 效率 的 建 模仿 真 


PCR 是 多 聚 酶 链 式 反应 (Polymerase Chain Reaction) 的 简称 ， 该 技术 可 以 将 
DNA 短片 段 (通常 少 于 3000 对 碱 基 ) 扩 增 百 万 倍 ， 用 于 测定 DNA 的 大 小 以 及 
PALF REY 

需要 扩 增 的 DNA 片段 称 为 目标 序列 ， 由 一 对 特殊 的 DNA 引物 识别 ， 引 物 的 
长 度 通常 约 为 20 个 脱氧 核 苷 酸 。 脱 氧 核 苷 酸 共 有 4 种， 为 了 方便 ， 将 它们 简称 
为 dNTP。 

PCR 反应 分 成 3 个 主要 步骤 ， 这 些 步 又 要 重复 30 次 或 40 次 (Hsu FA, 
1996) .反应 过 程 由 PCR 仪 自动 循环 完成 ，PCR 仪 可 以 在 很 短 的 时 间 内 加 热 和 冷 
却 试管 中 的 混合 反应 物 。 如 图 1. 1 Bras, PCR 反应 的 3 个 步骤 如 下 : 

1) 94 入 变性， 变性 期 DNA 双 链 解 开 ， 成 为 单 链 ， 并 且 所 有 酶 促 反 应 停止 。 

2) 54% 退 火 : 单 链 引 物 与 单 链 模板 DNA 之 间 不 断 配对 结合 和 解 离 ， 完 全 
配对 的 结合 比较 稳定 ， 可 以 保持 较 氏 时 间 不 解 离 ， 聚 合 酶 就 可 以 连接 到 这 种 模板 
和 引物 形成 的 DNA 双 链 上 ， 准 备 复 制 模 板 。 如 果 有 凡 个 dNTP 加 入 之 后 ， 模 板 
与 引物 之 间 结 合 的 离子 键 就 很 吕 了 ， 不 会 再 解 离 。 

3) 72°C 延伸 : 随 着 dNTP 的 加 入 ， 引 物 就 与 模板 牢固 结合 。 与 模板 互补 的 
ANTP 连接 在 引物 的 3’ 端 ,不断 延伸 。 温 度 升 高 后 ， 没 有 完全 配对 的 引物 又 产生 
松动 ， 这 些 片段 就 不 会 延伸 。 

PCR 反应 过 程 中 两 条 DNA 单 链 都 被 复制 ， 因 此 ， 基 因 序 列 的 复制 数目 以 指 
数 形式 增长 。 

实时 PCR 技术 简称 rPCR， 通 常用 于 监测 基因 表达 的 进程 及 其 序列 信息 。 在 
nPCR 中 ， 通 常 假 设 扩 增 效率 为 恒定 的 常数 。 但 是 ， 数 据 分 析 表 明 扩 增殖 率 并 不 
是 恒定 不 变 的 ， 而 是 循环 次 数 的 函数 (Geverz 等 人 ，2005 ) 。 基 于 这 个 现象 ， 通 
过 了 解 扩 增 效率 的 行为 特征 ， 可 以 改进 rtPCR 的 定量 分 析 方 法 。rtPCR 的 数学 模 
型 可 以 揭示 扩 增 效率 的 变化 规律 ， 提 供 通 过 nPCR 数据 定量 分 析 基 因 表达 水 平 的 
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多 聚 酶 链 式 反应 ( PCR) 
以 下 3 个 步骤 循环 30~40 次 


| OOOOD 步骤 1: 变性 ，94% ,tmin 


步骤 2: EK., 54°C 45s 


加 入 上 游 和 下 游 引物 














STAT T TP TTE TT E TRITT TTE TETTE TU y RRS. ETH, 7270 2min 
~117 SN db L7 | au IHU s+ 只 加 入 dNTP 
/ 

















—-— 





图 1.1 PCR 反应 中 基因 数目 以 指数 形式 扩 增 | 摘自 Vierstraete (1999) } 
更 准确 的 方法 。 
退火 和 延伸 的 数学 模型 如 下 : DNA 双 链 变性 之 后 ， 解 链 形成 两 条 DNA 单 
链 ， 分 别称 为 模板 1 (TI) 和 模板 2 (T2)。 当 温度 降 到 54 避 时 ， 退 火 阶段 就 开 
始 了 。 引 物 Pl 应 该 与 TI 退火 ， 形 成 杂交 混合 双 链 Hl; 引物 P2 则 应 该 与 T2 38 
火 ， 形 成 杂交 混合 双 链 H2 。 这 两 个 反应 的 化 学 方程 式 为 | 
Pl + TI HI (1. 1) 
P2 + T2<+H2 (1.2) 
然而 ， 在 PCR Mu) QUNM 两 条 模板 链 TI 和 T2 是 碱 基 互补 
的 ， 相 届时 会 重新 结合 ， 杂交 混合 模板 双 链 HT， 反 应 式 为 


Tl + T2 HT (1.3) 
最 后 ， 与 引物 的 设计 有 关 ， 还 可 能 形成 引物 二 聚 体 ， 反 应 式 为 
Pl + PRD (1.4) 


由 此 可 见 ， 退 火 阶段 会 同时 发 生 4 种 反应 ， 这 些 反 应 可 以 用 热力 学 方程 ( 稳 态 ) 
模拟 ， 也 可 以 用 动力 学 方程 ( 暂 态 ) 模拟 。 

稳 态 热力 学 方程 模型 可 以 跟踪 PCR 退火 阶段 各 个 产物 的 总 浓度 。 将 物质 平 
衡 原理 应 用 于 式 (1.1) ~ 式 (1.4)， 可 得 以 下 4 个 方程 ; 
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[P1]; = [PI 


] + [D] 
[P2], = [P2] + 

] + 

] + 


H1] + 
H2] + [D] (1.5) 
[T1 ]; = [TI HI] + 
[T2]; = [T2 H2] + 
式 中 [Xj 一 一 产物 X 的 总 浓度 。 
为 了 完成 热力 学 模型 ， 需 要 再 引入 4 个 系统 参数 ， 即 每 个 反应 的 平衡 常数 。 
设 反 应 式 (1.1) ~ 式 (1.4) 的 平衡 常数 分 别 为 Kus Kms Kur Kopo h FFK 
常数 等 于 反应 物 浓度 与 产物 浓度 的 比率 ， 因 此 ， 模 型 中 又 增加 了 如 下 4 个 方程 : 


[HT] 
LHT] 








[Pm] | 
Ki 一 [H1] 
[P2][T2] 
Kp = 7 
[H2] (1.6) 
x. - EUT] 
" = THT] 
_ [P1][P2] 
Ko = TD) 


退火 效率 eun (n). 用 第 n 次 退火 之 后 各 种 杂交 产物 的 量 与 4 次 退火 过 程 中 模板 
的 总 量 HH. Bp 


&, Cn) =0.5( fay + [H2] | (1. 7) 





[Tl], [T2]; 


其 中 的 [H1] 和 [H2] 可 以 通过 求解 上 述 8 个 方程 组 成 的 非 线性 系统 得 到 ， 这 
8 个 方程 包含 8 个 未 知 数 和 8 个 自由 参数 。 

手工 求解 ， 或 者 利用 计算 机 的 符号 求解 法 ， 可 以 求 得 该 8 个 方程 组 成 的 简单 
系统 的 解析 解 。 采 用 本 书 第 4 章 介绍 的 方法 也 可 以 求 其 数值 解 。 


14.2 ”经 颅 磁 刺激 的 建 模 


经 颅 磁 刺 激 (Transcranial Magnetic Stimulation, TMS) 利用 电磁 感应 刺激 大 脑 
皮层 组 织 ， 是 临床 神经 系统 诊断 和 治疗 的 一 种 很 有 潜力 的 新 方法 。 把 线圈 放 在 脑 
完 表 面 ， 磁场 就 可 以 穿 人 大 脑 组 织 。 TMS 在 研究 大 脑 图 谱 以 及 治疗 大 脑 疾病 方 
面具 有 很 好 的 应 用 前 景 (Hallett ，2000) 。TMS 与 脑 电 图 (EEG， 见 第 10 $8) 等 
RR 样 ， 其 优点 是 时 间 分 辩 率 高 ， 缺 点 是 三 维 空间 分 辩 率 以 及 穿 透 深 度 不 理 

。 磁 场 很 难 聚 焦 于 大 脑 中 的 某 个 特定 点 ， 因 此 ， 空 间 分 辩 率 较 差 。 

Norton (2003) 提出 了 另 一 种 刺激 脑 组 织 的 方法 ， 可 以 增加 TMS 的 穿 透 深 
度 ， 并 且 提 高 聚焦 能 力 。 他 的 思路 是 在 强直 流 磁 场 下 施加 超声 波 来 产生 电流 。 研 
究 结 果 显 示 ， 这 种 方法 产生 的 磁场 强度 比 传统 TMS 要 小 ， 但 是 ， 其 感应 磁场 的 
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空间 特性 和 时 间 特 性 都 有 明显 的 改善 。 

不 难 想象 ， 在 计算 大 脑 神 经 组 织 电场 强度 时 ， 数 值 方法 起 了 重要 的 作用 、 简 
而 言 之 ,大脑 皮层 组 织 用 三 维 柱 坐标 系统 C, 5.: 表示 ， 假 设 超声 波 平行 于 z 
方向 传播 ， 并 且 ， 其 强度 p(r) 是 轴 对 称 分 布 的 。 则 Norton (2003) 建立 的 微粒 
速度 方程 为 











v(r) = wp(r)e*"z (1.8) 
式 中 w 微粒 的 最 大 速度 ; 
zz 方向 的 单位 矢量 ; 


名 一 一 波 数 ， [A = WwW/ Cy " 也 就 是 ko 等 于 超声 波 频 率 除 以 超声 波 速 度 。 
脑 组 织 中 感应 磁场 E, 的 各 个 分 量 为 








E,(r,,2) = B, ma [esing 
dr 
E,(r.6,2) = Bos LIO ene (1.9) 





Er, d.) = Borg [i icr) [esing 


其 中 
AG) = Kal Kor) [ lo( Kor" p Go rtr Os [Ky Chor" pEr r'ar’ 
0 r 
(1. 10) 
这 里 的 ILC 和 Ky CO 都 是 超声 波 传播 的 仿真 函数 。 

该 数学 模型 用 于 估计 超声 波 产生 的 大 脑 感应 磁场 的 分 布 ， 方 程 组 需要 用 数值 
方法 求解 。 因 为 要 求解 3 个 磁场 分 量 方程 ， 必 须 先 求 解 式 01.10), ， 获 得 4 (r) 。 
除了 极其 理想 的 情况 之 外 ， 式 (1.10) 的 积分 方程 和 式 (1.9) 的 微分 方程 组 分 
别 要 用 第 6 章 介绍 的 数值 积分 和 第 7 章 介绍 的 数值 微分 方程 求解 器 进行 计算 。 


14.3 ”心脏 电 生 理 建 模 


在 美国 以 及 其 他 国家 ， 心 率 失常 引起 的 死亡 都 排 在 因 病 致死 的 前 列 。 现 在 ， 
计算 机 仿真 已 成 为 模拟 这 些 致命 状态 病因 的 有 用 工具 〈 见 第 10 章 )。 高 准确 度 
的 仿真 需要 细致 密集 的 空间 采样 点 以 及 毫秒 级 的 时 间 步 长 分 辨 率 。 更 复杂 的 是 ， 
还 要 模拟 心脏 传输 、 血 流 以 及 电 活动 等 很 多 因素 。 并 且 ， 心 脏 的 几何 结构 并 不 简 
单 ， 构 成 心脏 的 组 织 也 不 止 一 种 。 因 此 ， 完 整 的 心脏 仿真 需要 快速 计算 机 处 理 器 
以 及 大 容量 内 存 。 
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本 书 第 10 章 举 例 说 明了 心脏 血 流 及 其 传输 的 建 模仿 真 。Pormann 等 人 
(2000) 开发 了 一 个 描述 心脏 电流 活动 的 仿真 系统 ， 该 仿真 基于 一 组 偏 微分 方 
程 ， 称 为 Bidomain 方程 ， 是 心脏 电 生 理 仿 真 的 常用 模型 ， 即 


aV 
Vo, Ve, = BC,, E * Lin ( V, 4) 


aV 
Vo, Vb, = - BC, — ~ LV, 9) (1.11) 
dq y 
di (Vag) 


式 中 5, PRA AV E ; 
V, — BRE, B V, =P; -@,; 
4 一 一 一 组 状态 变量 ， 用 于 定义 细胞 结构 的 生理 状态 ; 
1 ， 形 一 一 细胞 膜 动力 学 特性 的 近似 函数 ; 
C, 一 一 跨 膜 电容 ; 





Ti, T, 电导 率 。 
这 组 系统 方程 可 以 用 于 模拟 一 维 神经 纤维 、 二 维 组 织 薄片 或 者 三 维 心脏 结 


构 。 模 拟 坏 死 组 织 或 病态 组 织 时 ，o, 可 以 是 不 均一 的 。 模 拟 神经 、 心 房 或 心室 


通道 阻 断 药物 对 于 电导 率 的 影响 时 ， 模 型 参数 可 以 随 空 间 位 置 的 不 同 而 变化 。 

根据 不 同 的 问题 ， 求 解 Bidomain 方程 可 以 得 到 一 维 、 二 维 或 者 三 维 空间 中 
各 个 点 的 VV, 电位。Pormann A (2000) 论文 中 提供 了 10 种 数值 积分 方法 ， 用 
于 求解 这 组 偏 微分 方程 。 其 中 的 许多 算法 ， 如 显 式 积分 法 、 半 隐 式 和 全 隐 式 积 4 
法 、 自 适应 时 间 步 长 法 以 及 龙 格 - 库 塔 法 (Runge-Kutta Method) 等 ， 将 在 本 书 第 
7 章 讲述 。 


1.4.4 ”应 用 数值 方法 模拟 心血 管 系 统 对 于 重力 作用 的 反应 


航天 计划 开始 实施 以 后 ， 宇 航 员 遇 到 的 问题 之 一 就 是 心血 管 系统 在 返回 正常 
重力 环境 时 所 产生 的 反应 。 回 到 地 球 的 宇航 员 会 表现 出 航天 飞行 后 直立 耐力 不 良 
(Orthostatic Intolerance, OI) 现象 ， 也 就 是 回 到 正常 重力 环境 之 后 ， 不 能 站 立 。 
ARK 01 的 仿真 研究 很 活跃 ， 其 中 包括 : 解释 航天 飞行 过 程 中 的 各 种 现象 ， 模 拟 
地 球 重 力 环境 中 各 种 实验 条 件 下 心血 管 系统 的 反应 ， 并 且 ， 模 拟 各 种 调节 这 些 心 
血管 系统 问题 的 方法 。Melehior 等 人 (1992) 的 论文 是 一 篇 综述 ， 总 结 了 数 种 
Ol 仿真 模型 。 

模拟 重力 反应 最 好 的 例子 是 Heldt 等 人 (2002) 的 工作 ， 他 们 用 单个 心血 管 
模型 模拟 了 地 面 测试 的 稳 态 反应 和 和 暂 态 反 应 ， 并 且 ， 将 模拟 结果 与 测试 对 象 的 总 
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体 平 均 血 流动 力学 数据 进行 了 比较 ， 发 现 两 者 吻合 得 很 好 。 他 们 的 模型 为 解释 各 
种 实验 现象 、 研 究 各 种 有 关 O 生理 起 因 的 假说 提供 了 一 种 方法 。 

血 流 动力 学 用 电路 模型 模拟 ， 如 图 1. 2 所 示 为 一 个 单 房 室 模型 。 假 设 电路 
元 器 件 都 是 线性 的 ， 模 型 可 以 用 一 阶 微分 方程 组 描述 。 虽 然 方程 用 的 是 电学 参 
量 , 但 是 ,在 线性 条 件 下 ， 该 模型 可 以 用 于 血 流动 力学 的 仿真 。 在 各 个 血压 P 
的 作用 下 ， 流 过 各 个 阻抗 R 以 及 血管 顺应 性 C 的 不 同 血 流 速率 g 由 如 下 方程 组 
给 出 : 

q 7 (P, 7 P,)ZR, 


Qh = (P, — Pi) /AR (1. 12) 


g= SCC, - P4] 
各 参数 下 标的 定义 如 图 1. 2 所 示 。 


Bor. 


图 1.2 单 房 室 的 电路 模型 示意 图 
i: P 一 血压 ( 即 电压 ) ”8 一 阻抗 ( 即 电阻 ”C 一 血管 顺应 性 ( 即 电容 ) 
q.d; 和 一 血 流速 率 ( 即 电流 ) ”4 -1、n 和 +1 一 各 个 房 室 的 下 标 
Ps 一 外 部 血压 。 取 自 Heldt 等 人 (2002) 的 论文 。 


在 节点 P 处 应 用 电荷 守恒 定律 ， 可 得 w =g +q3。 守 和 恒定 律 的 速率 形式 为 
dP, P-P, Pp -Pp P-P dC, dp,. 
d^ CP, GR € (Se) dt 
图 1.3 显示 了 整个 人 体 心 血管 系统 的 房 室 模 型 。 外 周 循环 分 为 上 身 、 肾 脏 、 
内 脏 以 及 下 上 肢 几 个 部 分 ， 上 腔 静 脉 、 下 腔 静 脉 和 腹腔 静脉 作为 独立 部 分 ， 于 是 ， 
整个 模型 有 10 个 房 室 ， 每 个 房 室 都 用 线性 电阻 RR 和 电容 C 表示 。 该 模型 与 第 10 
章 介 绍 的 PHYSBE 心血 管 系统 有 许多 相似 之 处 ,但 PHYSBE 模型 更 详细 。 
Heldt 等 人 的 模型 用 了 与 式 (1.13) 类 似 的 12 个 微分 方程 ， 并 采用 自 适应 
步 长 的 4 阶 龙 格 - 库 塔 积分 程序 ( 见 第 7 AR) 求解 微分 方程 组 的 数值 解 。 根 据 报 
道 ， 他 们 所 用 的 积分 步 长 范围 为 6.1 x 107* ~0.01s， 平 均 步 长 为 5.6x10…s。 先 
假定 所 有 血压 恒定 不 变 ， 求解 血 流动 力学 系统 的 线性 代数 方程 ， 得 到 各 个 初始 血 


Rn Rasi 
C, 93 











(1.13) 
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压 值 ， 再 用 于 求解 微分 方程 组 。 这 些 方法 将 在 第 4 章 讲 述 。 
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图 1.3 血 流动 力学 系统 的 电路 示意 图 
注 ; 各 个 下 标的 含义 为 : hy 一 左 心室 ”a 一 动脉 ”up 一 上 身 kid 一 肾脏 ”sp 一 腹腔 1 一 下 肢 ab 一 
腹 腑 静脉 ”inf 一 下 腔 静 脉 ”sup 一 上 腔 静 脉 “m 一 右 心 室 pif ”pa 一 肺动脉 ”pv 一 肺静脉 ”ro 一 右 心室 
输出 ”lo 一 左 心室 输出 ”出 一 胸腔 ”bias 一 同 图 1.2 中 的 定义 。 取 自 Heldt SA (2002) 的 论文 。 


1.5 本 书 概况 


本 书 介绍 如 何 应 用 各 种 计算 原理 和 计算 方法 求解 生物 医学 工程 领域 中 出 现 的 
各 种 问题 ， 目 标 是 使 学 生 们 掌握 运用 数值 方法 的 知识 ， 也 就 是 能 够 使 用 各 种 数值 
方法 求解 生物 医学 工程 问题 ， 注 重 于 基础 知识 的 理解 和 应 用 。 并 且 ， 使 读者 可 以 
广泛 接触 各 种 原理 和 方法 。 但 是 ， 不 讲述 各 种 算法 的 严格 理论 推导 ， 这 些 数 学 理 
论 基础 应 该 是 有 关 数 值 方法 的 数学 课程 和 计算 机 课程 所 要 讲述 的 内 容 。 

本 书 的 另 一 个 目标 是 给 读者 列举 各 种 建立 生物 医学 系统 工程 模型 的 方法 。 这 
些 示 例 中 的 模型 都 体现 了 本 章 所 述 的 守恒 定律 这 个 主题 。 整 本 书 的 内 容 分 成 四 大 
部 分 : 基础 知识 、 稳 态 行为 模型 的 应 用 、 有 限时 间 行 为 模型 的 应 用 以 及 暂 态 行为 
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模型 的 应 用 。 书 中 采用 了 生物 医学 工程 各 个 不 同 研 究 领域 的 实例 ， 包 括 生 物 医 学 
仪器 、 图 像 学 、 生 物 信息 学 、 生 物力 学 以 及 生物 材料 等 。 


1.5.1 第 1 部 分 : 基础 知识 


本 书 第 1 部 分 介绍 数值 方法 的 基本 原理 。 数值 方法 必须 编程 实现 ， 本 书 的 示 
例 和 习题 等 都 用 MATLAB 语言 编程 ， 因 此 ， 这 部 分 首先 简要 介绍 MATLAB 语言 
程序 开发 的 基本 术语 和 规则 。 读 者 也 可 以 用 其 他 计算 机 语言 实现 数值 算法 ， 所 
以 ， 这 里 也 介绍 一 些 计 算 机 科学 中 的 通用 概念 ， 如 框图 设计 、 数 据 结 构 、 算 法 分 
析 等 。 重 点 是 算法 实现 的 设计 及 其 得 失 分 析 。 

这 部 分 还 包括 数字 表示 法 ， 以 及 数字 表示 对 于 计算 结果 的 准确 度 、 精 度 和 稳 
定性 的 影响 。 在 生物 医学 和 医疗 保健 领域 ， 保 证 准确 度 和 稳定 性 ， 使 系统 尽 可 能 
可 靠 ， 这 是 最 基本 的 要 求 。 无 论 是 否 使 用 MATLAB 语言 ， 记 住 计算 机 的 某 些 基 
本 特性 ， 例 如 机 器 可 以 表示 的 最 小 数值 等 ， 有 利于 编程 人 员 了 解 程序 可 靠 性 
分 析 、 系 统 设 计 和 传播 误差 控制 的 重要 性 。 

最 后 ， 这 部 分 介绍 了 数值 分 析 中 最 重要 的 一 个 概念 ， 这 就 是 在 连续 模型 转化 
为 离散 模型 及 其 求解 算法 中 ， 泰 勒 级 数 近似 所 起 的 作用 。 在 推导 数值 算法 、 估 计 
离散 化 近似 所 引入 的 误差 、 分 析 系 列 计算 之 后 误差 的 传播 等 方面 ， 泰 勒 级 数 都 具 
有 重要 的 作用 。 


15.2 第 2 部 分 : 系统 的 稳 态 行为 (代数 模型 ) 


本 书 第 2 部 分 概述 稳 态 系统 的 分 析 方 法 。 稳 态 系统 的 模型 用 线性 或 非 线 性 代 
数 方程 描述 ， 如 果 单 个 方程 的 未 知 数 是 显 式 的 ， 那么 用 中 学 所 学 的 代数 就 可 以 求 
解 ; 如 果 方 程 的 未 知 数 是 隐 式 的 ， 就 要 用 求 根 的 方法 ; 如 果 模 型 是 联 立 方程 组 ， 
那么 要 用 数值 代数 方法 求解 ， 当 然 ， 这 里 也 包括 隐 式 方程 组 的 求解 。 本 书 将 一 一 
讲解 这 些 方法 。 


15.3 983 部 分 : 系统 的 动态 行为 〈 微 分 方程 ) 


本 书 第 3 部 分 是 生物 医学 工程 人 员 最 感 兴趣 的 内 容 ， 就 是 建 模仿 真 动态 系统 
的 暂 态 行为 ， 并 求解 系统 的 输出 。 包 括 应 用 数值 方法 以 及 Simulink 仿真 工具 求解 
常 微分 方程 和 偏 微分 方程 (附录 B 中 有 Simulink 的 指南 ) o 

这 部 分 还 包括 用 积分 方程 模拟 的 有 限时 间 段 上 的 系统 行为 仿真 。 这 种 情况 
下 ， 要 用 数值 积分 和 数值 微分 求解 模型 的 输出 参数 。 在 介绍 这 些 方法 的 同时 也 讲 
述 提高 计算 结果 准确 度 的 方法 。 这 部 分 反复 强调 的 一 个 主题 是 要 在 计算 结果 的 准 
确 度 与 计算 车 之 间 权 衡 得 失 。 
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15.4 第 4 部 分 : 建 模 工具 及 其 应 用 


本 书 第 4 部 分 介绍 复杂 系统 的 建 模仿 真 以 及 分 析 复 杂 系 统 行为 的 工具 和 方 
法 。 举 例 说 明 循 环 系统 、 呼 吸 系 统 以 及 神经 系统 等 多 房 室 模型 ， 并 给 出 了 这 些 
计算 模型 的 MATLAB 实现 程序 。 还 介绍 统计 学 和 时 间 序 列 分 析 的 方法 及 其 应 
用 。 

随 着 问题 的 不 断 深 入 和 细 化 ， 生 物 医学 系统 数学 建 模仿 真 的 需求 不 断 增 加 。 
生物 医学 领域 的 工程 人 员 学 习 和 掌握 本 书 的 内 容 之 后 ， 将 有 能 力 实现 算法 ,求解 
生物 医学 系统 的 数学 模型 ， 获 得 系统 的 稳 态 行为 、 有 限时 间 行 为 和 暂 态 行为 。 这 
些 人 员 将 具备 分 析 技 能 、 计 算 技能 ， 并 掌握 连接 这 两 者 的 数值 方法 。 


1.6 本 章 学 习 要 点 


学 习 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 了 解 以 下 内 容 : 

1) 数学 模型 是 生物 医学 工程 人 员 用 于 预测 系统 行为 的 工具 。 

2) 生物 医学 系统 模拟 包括 3 种 不 同 状 态 : 稳 态 行为 、 有 限时 间 段 内 的 行 
为 、 暂 态 行 为 。 系 统 模 型 可 以 模拟 其 中 的 一 种 或 多 种 状态 。 

3) 数学 模型 的 建立 从 守恒 定律 开始 。 

4) 数值 方法 是 模型 的 解析 方程 与 计算 机 程序 之 间 的 桥梁 。 


1.7 习题 


1.1 请 列举 5 个 计算 机 在 生物 医学 工程 领域 应 用 的 例子 ， 并 作 简单 说 明 。 

1.2 假设 你 接 到 一 项 任务 ， 要 设计 一 个 计算 机 控制 的 病人 监护 系统 ， 用 于 中 等 规模 社区 医院 
的 重症 监护 病房 。 你 要 监测 的 参数 有 哪些 ”计算 机 将 起 什么 作用 ? 

3 ”为 什么 经 过 计算 机 平均 处 理 之 后 的 脑 电 图 诱发 响应 比 原始 信号 容易 分 析 ? 

计算 机 给 临床 实验 室 的 自动 化 带 来 了 哪些 好 处 ? 

请 列 出 医院 重症 监护 病房 和 重症 冠 心病 监护 病房 (ICU 和 CCU) 的 常用 监护 设备 。 
计算 机 系统 是 否 总 是 能 用 于 生物 医学 仪器 ? 

请 列举 3 个 计算 机 的 医学 研究 应 用 实例 。 

在 一 次 生物 医学 工程 课程 考试 中 ， 要 求 计算 某 种 人 工 心脏 装置 克服 重力 作用 可 以 将 血液 
条 出 的 最 大 距离 ， 学 生 乔治 在 试卷 上 写 下 这 个 距离 数值 时 ， 把 英尺 数 和 英寸 数 颠倒 了 ， 结 果 
他 写 的 答案 只 有 计算 长 度 的 30% ， 设 该 计算 长 度 小 于 10ft， 并 且 英 尺 数 和 英寸 数 都 为 整数 ， 
乔治 计算 的 长 度 为 几 英尺 几 英寸 
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425 计算 技术 入 门 


2.1 绪论 


计算 机 是 所 有 工程 领域 都 要 用 到 的 工具 ， 生 物 医学 工程 也 不 例外 。 在 生物 医 
学 工程 领域 ， 计 算 机 用 于 仪器 设备 的 控制 、 数 据 采集 、 图 像 分 析 、 模 型 仿真 以 及 
统计 分 析 等 各 个 方面 。 从 事 生物 医学 工程 的 人 员 如 果 具 备 良好 的 计算 技能 ， 就 可 
以 得 心 应 手 地 求解 该 领域 中 各 式 各 样 的 问题 。 

本 章 介绍 计算 技术 的 核心 内 容 ; 编程 语言 及 程序 设计 、 数 据 结构 以 及 算法 分 
析 。 其 中 列举 了 许多 MATLAB 程序 ， 说 明 如 何 应 用 程序 设计 原理 开发 良好 的 计 
算 机 程序 。 

本 章 包 括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 了 解 计算 机 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 。 

2) 了 解 命令 语言 、 函 数 语言 和 面向 对 象 编程 语言 的 区 别 。 

3) 了 解 计算 机 编程 语言 的 常用 数据 结构 。 

4) 数字 在 计算 机 编程 语言 中 的 表示 方法 。 

5) 计算 机 算法 及 其 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 。 

6) 了 解 结构 化 程序 设计 语言 以 及 良好 的 编程 方法 。 

7) 编写 MATLAB 程序 。 











a 


2.2 计算 机 在 生物 医学 工程 中 的 角色 


计算 机 在 医学 仪器 中 的 广泛 应 用 使 得 许多 大 众 消费 者 可 以 自己 购买 和 使 用 医 
疗 仪 器 ， 例 如 ,测量 血压 的 血压 计 ( 见 图 2.1) 就 是 这 样 一 种 仪器 。 

计算 机 通过 以 下 几 个 方面 为 用 户 操作 血压 计 提供 了 方便 : 

1) 提供 用 户 界面 

2) 控制 整个 系统 

3) 存储 数据 

4) 提供 系统 的 信号 处 理 功能 

5) 保证 整个 系统 操作 (如 袖 带 充气 等 ) 的 安全 性 和 可 靠 性 

用 于 血压 (Blood Pressure, BP) 监测 的 计算 机 程序 必须 具备 所 有 这 些 功 能 ， 
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图 2.1 一 种 家 用 自动 血压 计 〈 图 片 由 Omron 保健 公司 提供 ) 


并 且 每 次 使 用 时 都 要 正确 无 误 地 执行 每 个 功能 。 因 此 ， 设 计 和 编写 计算 机 程序 时 
必须 牢记 以 下 准则 : 

1) 程序 必须 正确 无 误 ， 每 次 运行 都 一 样 。 

2) 用 户 必须 确信 所 有 的 测量 都 一 样 可 靠 。 

3) 测量 仪 必须 便于 使 用 。 

家 用 血压 计 只 是 计算 机 在 生物 医学 工程 中 应 用 的 一 个 例子 。 还 有 医学 图 像 ， 
尤其 是 计算 机 断层 扫描 成 像 (Computed Tomography, CT) 和 磁 共 振 成 像 〈《Mag- 
netic Resonance Imaging，MRI) ; 以 及 生物 信息 学 ; 血液 动力 学 等 的 仿真 ; 高 分 
辩 率 显微镜 技术 等 都 是 计算 机 应 用 的 结果 。 

血压 监测 仪 、CT 和 MRI 设备 以 及 显微镜 等 仪器 都 具有 一 个 相同 的 结构 ， 所 
有 这 些 仪器 设备 中 ， 都 用 计算 机 控制 用 户 界面 和 数据 采集 等 电子 模块 ， 这 些 模 块 
与 其 他 用 于 参数 检测 和 传感器 控制 的 子 系统 相连 。 , . 

经 过 培训 ， 用 户 就 可 以 操作 仪器 所 有 的 功能 。 但 是 ， 由 于 普通 消费 者 无 培 
训 ， 以 及 人 的 工作 能 力 会 随时 间 发 生变 化 ; 因此 ， 似 乎 不 能 把 血压 计 等 仪器 交 给 
普通 消费 者 使 用 。 但 是 ， 仪 器 中 安装 的 计算 机 已 经 使 操作 标准 化 ， 未 经 培训 的 用 
户 也 可 以 操作 血压 计 等 医学 仪器 ， 以 便 更 好 地 掌握 自己 的 健康 状况 。 

给 计算 机 设 定 一 组 标准 化 操作 指令 之 后 ， 每 次 使 用 时 ， 仪 器 都 会 执行 同样 的 
功能 ， 除 非 硬件 出 了 故障 。 因 此 ， 使 用 计算 机 的 优点 有 : 

1) 计算 机 产生 的 动作 及 其 控制 程序 可 以 一 模 一 样 地 重复 ， 除 非 有 电子 器 
件 、 电 动 装置 或 者 传感器 等 发 生 故 障 ， 重 复 的 操作 不 会 随时 间 变 化 。 

2) 可 以 控制 精度 和 准确 度 。 精 度 是 指 事件 可 能 分 辨 的 最 小 程度 ， 而 准确 度 
是 指 测量 值 接近 真实 值 的 程度 ， 两 者 的 含义 是 不 同 的 。 精 度 和 准确 度 与 所 采用 的 
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传感器 和 计算 方法 都 有 关系 ， 本 书 将 着 重 讲述 如 何 最 优化 计算 机 程序 ， 以 获得 最 
优 的 精度 和 准确 度 。 

计算 机 也 有 缺点 ， 在 某 些 方面 不 如 人 工控 制 ， 例 如 ， 

1) 计算 机 需要 精确 完整 的 操作 指令 ， 不 能 有 任何 含糊 不 清 。 

2) 计算 机 程序 的 测试 常常 不 彻底 。 程 序 测 试 ， 尤 其 是 大 型 程序 的 测试 ， 本 
身 就 是 一 项 工作 。 经 常会 出 现 没 有 预料 到 的 输入 情况 或 者 事先 没 估计 到 的 输入 冲 
突 。 采 集 的 数据 可 能 会 比 所 需要 的 多 。 可 能 的 输入 情况 组 合 数 按照 自 变 量 数目 的 
指数 增长 ， 即 使 是 中 等 程度 的 输入 变量 数目 ， 可 能 的 输入 组 合 数目 就 太 大 了 ， 不 
可 能 全 部 进行 测试 。 

3) 程序 可 能 存在 逻辑 或 语法 错误 ， 在 以 后 的 使 用 过 程 中 会 出 错 。 生 物 信息 
学 软件 之 类 的 大 型 应 用 程序 设置 有 特定 的 网 络 界面 ， 用 于 跟踪 程序 中 存在 的 问题 
和 缺陷 。 例 如 ， 利 用 Java 工具 处 理 基 因 序 列 之 类 生物 医学 数据 的 网 站 http: // 
www. biojava. org， 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 

除了 控制 仪器 ， 使 设备 实现 自动 化 之 外 ， 计 算 机 还 给 生物 医学 工程 人 员 提 供 
了 以 下 便利 : 

D) 提供 设计 工具 ， 包 括 Simulink, Pro-E, ANSYS 等 仿真 工具 。 

2) 使 用 MS Word 和 Excel 等 工具 保存 文档 。 

3) 提供 测试 手段 并 给 出 测试 结果 ， 例 如 ，MATLAB 和 Labview 等 工具 。 

本 书 的 重点 是 帮助 生物 医学 工程 领域 的 新 手掌 握 开 发 计算 机 程序 的 方法 ， 用 
于 控制 测量 和 计算 的 精度 及 准确 度 ， 求 解 生物 医学 实际 问题 。 要 进行 程序 设计 ， 
首先 就 必须 熟悉 MATLAB 等 编程 环境 具有 的 功能 。 





2.3 程序 设计 语言 工具 及 方法 


目前 所 用 的 程序 设计 语言 有 3 类 : 命令 类 ( 即 状态 转换 类 ) 、 面 向 对 象 类 以 
及 函数 类 。 每 一 类 都 有 多 种 编程 语言 。 那 么 ， 应 该 如 何 选择 程序 设计 语言 呢 ? 

最 好 的 命令 类 ( 即 状态 转换 类 ) 语言 是 C 语言 和 Fortran 语言 ， 用 这 种 命令 
语言 编写 的 程序 按照 语句 的 顺序 一 条 一 条 执行 。 

面向 对 象 的 编程 语言 是 目前 最 多 、 使 用 最 广泛 的 语言 ， 有 C+ + Java, Py- 
thon 和 Smalltalk ， 最 初 就 是 Smalltalk 掀起 了 面向 对 象 的 程序 设计 革命 。 面 向 对 象 
程序 的 执行 与 命令 程序 的 执行 很 不 相同 ， 程 序 所 执行 的 操作 由 数据 对 象 及 其 需要 
的 动作 决定 ， 所 执行 的 动作 则 取决 于 对 象 的 类 型 ， 例 如 ， 昌 然 运算 操作 的 名 称 可 
能 相同 ， 都 是 如 “add”， 但 两 个 整数 的 求 和 与 两 个 矢量 的 求 和 是 不 同 的 。 本 书 
的 例题 都 用 MATLAB 语言 编写 。MATLAB 是 面向 对 象 的 语言 ， 具 有 面向 对 象 的 
编程 环境 。 建 议 不 熟悉 MATLAB 的 读者 先 学 习 一 下 附录 A 有 关 MATLAB 编程 语 
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言及 其 开发 环境 的 介绍 。 

基于 函数 编程 语言 的 程序 由 一 系列 函数 定义 及 其 调用 构成 ， 函 数 的 调用 可 以 
像 命令 语言 那样 顺序 执行 ， 也 可 以 并 行 执行 。 常 用 的 函数 编程 语言 有 Scheme 
Sisal 和 Caml 等 。 函 数 编程 语言 往往 具有 面向 对 象 的 性 质 。 本 书 不 使 用 这 类 语 


Tilt 


命令 语言 和 面向 对 象 的 语言 都 有 常用 的 结构 化 语句 ， 帮 助 编程 人 员 有 效 地 开 
发 程序 、 设 计算 法 以 及 程序 执行 流程 ， 使 程序 易于 阅读 并 且 易 于 调试 。 现 在 的 编 
程 语言 限定 了 3 种 控制 流 语句 ， 即 顺序 语句 、 条 件 执行 语句 和 循环 语句 。 具 备 这 
些 结构 化 语句 的 语言 称 为 结构 化 语言 。 这 3 种 结构 化 语句 都 只 有 一 个 输入 和 一 个 
偷 出 ， 使 程序 的 设计 和 开发 标准 化 。 


2.3.1 顺序 语句 


顺序 指令 有 特定 的 符号 或 关键 字 作为 定 界 符 ， 这 些 定 界 符 指明 了 模块 的 单个 
起 始点 和 终止 点 。 

例 2.1 顺序 语句 程序 

请 用 31 与 75 之 间 的 所 有 偶数 创建 一 个 矢量 。 
解 : 
31 55 75 之 间 的 所 有 偶数 就 是 32 ~ 74 的 偶数 。 创 建 这 个 矢量 有 两 种 方法 : 
列 出 这 些 数字 ; 用 MATLAB 的 省 略 写法 ， 即 “第 一 个 数 : 增 量 : 最 后 一 个 数 ”。 

第 一 种 方法 留 给 读者 。 第 二 种 方法 求解 如 下 : 

1) 矢量 的 第 一 个 数 为 32; 

2) 矢量 只 包含 偶数 ， 因 此 增 基 为 2; 

3) 矢量 的 最 后 一 个 数 为 74。 

FÆ, KEE LRH [32: 2: 74], MATLAB 的 输出 为 


>> x-[32:2:74] 

x= 
Columns 1 through 11 

32 34 36 38 40 42 44 46 48 50 52 
Columns 12 through 22 

54 56 58 60 62 64 66 68 70 72 74 


2.9.2 条件 执行 语句 


如 果 程 序 的 执行 路 径 需 要 根据 外 部 输入 数据 的 值 来 确定 ， 就 要 使 用 条 件 语 
句 。 条 件 语句 也 有 定 界 符 ( 即 关 键 词 )， 通 常 是 if…then， 或 if…then…else。 这 
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种 模块 也 只 有 关键 词 主 指示 的 一 个 人 口 ， 以 及 一 个 出 口 ， 就 是 从 分 支 回 到 程序 
控制 流 的 主线 。 
1. If---then 语句 





最 简单 的 条 件 执行 语句 是 f…then 语句 ， 在 MATLAB 中 的 形式 是 “让 表达 式 
语句 end”。 如 果 其 中 的 “表达 式 ” 成 立 ， 则 执行 其 中 的 “语句 ”。“ 表 达 式 ” 肯 
定 要 计算 ， 控制 流 也 一 定 要 回 到 紧 跟 “end” 之 后 的 语句 上 。 

2. If---then---else 语句 

if-- then 语句 只 提供 一 种 情况 的 条 件 执行 控制 流 ， 而 if then else 语句 则 提 
供 两 种 情况 ， 控 制 流 只 执行 其 中 之 一 ， 不 会 两 种 情况 都 执行 。 

在 MATLAB +, if---then---else 语句 的 语法 为 

if 表达 式 
语句 1 

else 
语句 2 


end 


“表达 式 ” 总 是 要 计算 的 。 如 果 “ 表 达 式 ”成 立 ， 则 执行 “语句 1” 模块 ; 
如 果 “ 表 达 式 ”不 成 立 ， 就 执行 “ 语 名 2” 模块 。 
MATLAB 还 有 一 种 条 件 执行 语句 ， 就 是 if---elseif---else---end 语句 ， 其 语法 





是 
if 表达 式 1 
语句 1 
elseif 表达 式 2 
语句 2 
else 
语句 3 
end 


其 中 的 “elseif” 子 名 增加 了 一 个 表达 式 的 计算 。 如 果 第 一 个 表达 式 不 成 立 而 第 
二 个 表达 式 成 立 ， 就 执行 “ 语 名 2” 模块。 下 面 举例 说 明 其 使 用 方法 。 
例 2.2 {EH if---then---else 语句 的 简单 控制 流 
请 编写 一 个 MATLAB JAAS, TPE DA P RX: 
-] x2 <0 
f(x) =) 0 x20 
1 x>0 
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解 : 

题目 要 求 建立 一 个 MATLAB 脚本 文件 ( 即 m 文件 ), 计算 如 上 定义 的 了 函 
数 ， 脚 本 根据 不 同 的 输入 数据 ， 返 回 3 个 值 中 的 一 个 。 这 个 数学 函数 很 容易 转化 
成 MATLAB 指令 ， 算 法 分 析 如 下 : 

AUR AS x 小 于 0, m 文件 就 返回 -1， 将 其 写成 MATLAB 语句 就 是 


ifx«0 f-2-1; 


其 中 的 变量 f 就 是 函数 返回 值 的 变量 。 

如 果 x 小 于 0， 则 返回 值 已 获得 ( 即 f = - 1) ， 就 不 需要 执行 其 他 语句 了 。 
ADR x 的 值 不 小 于 0， 那 么 f = -1 不 执行 , f 的 值 待定 。 

WR x 的 值 不 小 于 0， 则 要 么 等 于 0， 要 么 大 于 0。 根 据 如 上 数学 定义 ， 如 果 
x 等 于 0， 则 上 的 值 应 为 0; 如 果 x 大 于 0， 则 f 的 值 应 为 1。 

计算 这 个 函数 的 MATLAB 脚本 需要 3 个 “表达 式 一 语句 ”对 ， 这 3 个 语句 
不 能 依次 顺序 执行 。 寿 执行 了 第 一 个 语句 ， 了 水 数 f 的 计算 就 应 该 结束 。 知 道 为 什 
么 吗 ? 

为 了 测试 程序 执行 流程 ， 可 以 设置 各 种 不 同情 况 ， 考 察 程序 的 执行 过 程 。 

完成 该 算法 的 控制 结构 需要 用 eleif 子 句 ， 最 终 的 程序 为 


if x <0 
f= -1; 
elseif x==0 
f20; 
elseif x>0 
f=1; 


end 


补充 说 明 一 下 ， 这 段 程序 的 执行 结果 与 MATLAB IA Bea sign 相同 ， 读 者 可 
以 验证 。 

3. switch 语句 

大 多 数 模 块 化 编程 语言 (包括 MATLAB) 可 以 根据 条 件 从 任意 多 个 选择 中 
选 定 某 段 程序 执行 。 当 然 ， 利 用 if…elseif…end 语句 就 可 以 实现 这 种 控制 流 ， 但 
是 ，MATLAB 有 更 方便 的 方式 ， 就 是 switch---case---otherwise---end 语句 。switeh 
语句 的 语法 为 


switch switch 表达 式 
case case 表达 式 
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语句 ,，…， 语句 
case | case .表达 式 1, case 表达 式 2，case 表达 式 3,…，,1 
语句 ，…， 语 名 


otherwise 
、 MEA 
We), 7, Waa) 


end 


其 中 ， 每 种 选择 对 应 一 条 case 语句 。case 语句 由 3 部 分 组 成 :关键 词 case 、 一 个 
或 多 个 “case _ 表 达 式 ”、 以 及 一 条 或 多 条 语句 组 成 的 语句 段 。 当 “switch _ 表 达 
A” HASRA “case _ 表 达 式 ”的 值 相 等 时 ， 就 执行 相应 的 case 语句 段 。 如 果 
没有 “case _ 表 达 式 ”与 “switeh _ 表 达 式 ”相等 ， 就 执行 “otherwise” 中 的 语 
人 名。 

一 旦 语句 被 执行 之 后 ， 与 所 有 其 他 结构 语句 一 样 ， 控 制 流 就 回 到 紧 跟 switch 
请 句 之 后 的 语句 上 。 

例 2.3 switch 语句 的 使 用 

编写 MATLAB 脚本 ， 读 取 一 个 字符 变量 〈s* 或 c) 和 一 个 整数 变量 (1. 2 或 
3) ， 根 据 以 下 表格 的 内 容 ， 作 出 相应 的 函数 曲线 。 









2 






3 








s sing e "sin? 8 sin38/e 7? 











e^*cos?8 





cos26/e 7% 


(REVERS Ke] OszOs 2 上 有 100 个 点 。 
解 : 

在 开始 编写 本 题 的 MATLAB 程序 之 前 ， 最 好 先 熟悉 一 下 作 图 函数 的 用 法 。 
plot 作 图 函数 有 很 多 种 不 同 的 形式 ， 其 中 ，plot (Y) 是 以 下 标 为 自 变 量 作 出 了 
矢量 的 曲线 ; plot (X, Y) 则 是 将 着 矢量 作为 自 变 量 , 将 了 矢量 作为 因 变 量 作 
出 的 曲线 图 。 例 如 ， 图 2. 2 显示 的 是 以 下 MATLAB 指令 的 运行 结 


>>x=1:100; 
>>plot (sin (x/3)) ; 


注意 ， 图 2.2 中 自 变量 x 的 值 作为 水 平 轴 ， 因 变量 y 的 值 作 为 垂直 轴 。 
本 例题 的 自 变量 是 0 和 角 ， 单 位 是 弧度 。 由 于 题 中 设 定 作 图 范围 内 有 100 个 
值 ， 自 变量 的 取 值 即 为 
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题 中 还 设 定 MATLAB 脚本 需要 读 取 2 个 输入 数据 ,这 2 个 输入 值 分 别 作为 
如 上 表格 的 行 和 列 的 标志 ， 行 标志 用 字符 “s” 表 示 正 弦 函 数 ， 用 字符 “c” 表 
示 余 荡 函 数 ; 列 标志 则 用 整数 1、2 813. MATLAB 脚本 要 根据 这 2 个 输入 值 ， 
选 定 表格 中 的 函数 ， 计 算 该 泡 数 的 值 并 作出 其 曲线 。 

用 switch 语句 实现 本 题 的 程序 流 控制 最 方便 ， 如 果 用 大 量 的 if-then-else 语句 
会 比较 麻烦 。 简 捷 的 算法 是 分 别 用 switch 语句 实现 行 的 选择 和 列 的 选择 。 开 始 
时 ， 可 以 写成 


switch letter 


case 's' 
这 里 加 入 “s" 行 的 switch 语句 
case ‘et 


这 里 加 入 “c" 行 的 switch 语句 
end 
这 样 ， 就 可 以 独立 编写 和 调试 各 行 的 switch 语句 ， 遵 循 了 良好 的 程序 设计 原则 。 
其 中 ,，“s” 行 的 switch 语句 为 


switch col 


case 1 
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plot (theta, sin (theta) ); 
case 2 

plot(theta,exp(- theta). * (sin(theta)) .*2); 
case 3 

plot (theta, sin(3 * theta). /exp(-theta)); 


end 


这 就 是 case 's' 下 要 插入 的 模块 。 
本 题 完整 的 MATLAB 脚本 为 


twopi =2 * pi; 
theta =0: (twopi/100) :twopi; 


letter = input ('Please enter either sor c: '); 
col-input('Please enter either 1, 2 or 3: '); 
figure (1) ; 


Switch letter 


case 8 
switch col 
case 1 
plot (theta,sin(theta)); 
case 2 
plot (theta, exp(-theta). * (sin(theta)). ^2); 
case 3 
plot (theta, sin (3 * theta). /exp(-theta)); 
end 
case 'c' 
switch col 
case 1 
plot (theta, cos (theta) ); 
case 2 


plot (theta, cos (2 * theta) . /exp (-2*theta)) ; 





case 3 
plot (theta,exp(-theta). * (cos (theta) ). ^3); 
end 


end 
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下 面 是 该 脚本 的 某 次 运行 过 程 ， 图 2. 3 显示 了 其 结果 。 考 虑 一 下 ， 为 什么 plot PR 
数 输出 图 形 上 横 坐 标 〈 自 变量 ) 的 值 是 0 ~7? 


Please enter either s or c: 's' 





Please enter either 1, 2 or3: 2 





0.35 广 — r -一 一 一 一 














2.3.3 ”循环 语句 


1. while 循环 

循环 指 的 是 某 个 指令 模块 被 反复 执行 ， 直 到 满足 某 个 条 件 为 止 。 这 个 条 件 可 
以 是 数据 的 状态 ， 也 可 以 是 外 部 输入 。 一 种 通用 的 循环 结构 是 while 语句 。 

例 2.4 while 循环 的 使 用 

请 编写 一 个 脚本 ， 求 随机 数 之 和 达到 20 时 所 需要 的 随机 数 的 数目 。 本 题 要 
用 到 MATLAB 的 随机 数 发 生 器 rand, 
解 : 

MATLAB 的 随机 数 发 生 器 rand 产生 0 ~1 之 间 均 匀 分 布 的 一 个 伪 随 机 数 。 之 
所 以 称 为 伪 随 机 数 ， 是 因为 rand 产生 的 数值 与 其 被 调用 时 计算 机 的 状态 有 关 。 
例如 ， 以 下 调用 


>> rand 
ans = 
0.9501 
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在 同样 的 运行 情况 下 ， 总 是 产生 这 个 数 。rand 畏 数 返回 的 数 大 于 或 等 于 0， 但 必 
定 小 于 1。 

本 题 的 要 求 是 : 一 旦 产生 的 随机 数 之 和 达到 20，MATLAB 脚本 就 要 停止 执 
行 。 也 就 是 ， 脚 本 要 不 断 地 重复 产生 随机 数 ， 把 新 的 随机 数 加 入 总 和 ， 直 到 总 和 
大 于 或 等 于 20 为 止 。 在 此 过 程 中 ， 还 要 计算 随机 数 的 个 数 。 因 为 随机 数 的 个 数 
不 可 能 事先 设 定 ， 所 以 ， 程 序 只 能 重复 产生 随机 数 ， 直 到 满足 条 件 为 止 。 这 里 用 
MATLAB 的 while…end 结构 来 控制 循环 。 解 题 的 算法 如 下 : 

1) 随机 数 产生 之 前 ， 随 机 数 总 和 的 初始 值 必须 设 为 0， 计 数 变量 也 设 为 0; 

2) 检查 随机 数 总 和 是 否 大 于 或 等 于 20， 如 果 是 ， 则 结束 脚本 ;否则 继续 第 
3 步 ; 

3) 产生 一 个 随机 数 ， 将 其 加 入 总 和 ， 并 将 计数 变量 增 1 ， 再 返回 到 第 2 步 。 

MATLAB 脚本 如 下 ， 保 存 为 whileloop. m 文件 : 


% whileloop.m 
add 20; 
count =0; 
while add «20 
add 7 add + rand; 
count - count +1; 
end 
display (count); 
display (add); 


在 指令 窗 中 键入 该 脚本 名 ， 执 行程 序 并 得 到 如 下 输出 结果 


>> whileloop 
count = 

43 
add = 

20.0364 


2. for 循环 

与 条 件 控制 结构 一 样 ， 循 环 控制 结构 也 有 好 几 种 。for 循环 结构 (MATLAB 
中 是 for…end 语句 ) 的 循环 次 数 一 定 ， 通 常 由 控制 变量 的 值 指定 ， 例 如 读 取 数 
组 中 不 同位 置 的 元 素 ， 这 个 操作 就 可 以 用 for 循环 实现 。 

例 2.5 for…end 循环 的 使 用 
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给 定 矢量 x= [183901], 编写 MATLAB 脚本 ， 求 矢量 所 有 元 素 之 和 ， 并 
用 sum 指令 验证 结果 的 正确 性 。 
解 ; 

由 题目 得 知 ， 脚 本 求解 的 对 象 是 一 个 已 经 给 定 的 矢量 ,不 是 任意 矢量 。 矢 量 
的 长 度 已 知 ， 为 6， 因 此 ， 脚 本 的 一 种 写法 是 


x=[1 8 3 9 0 1l; 
add =0; 

add = add + x ( 
add =add + x ( 
add =add + x ( 
add =add + x ( 
add = add +x (5 
add sadd +x (6); 
add 


sum (x) 


r 


. 
, 


) 
) 
); 
) 
) 





1 
2 
3 
4): 


, 


了 


注意 ， 这 组 指令 中 有 个 相同 的 部 分 ， 也 就 是 将 数组 每 个 元 素 加 入 总 和 的 操作 。 如 
果 矢 量 再 长 一 点 ， 要 写 出 这 样 的 指令 组 就 很 乏味 了 。 程 序 中 相同 的 语句 可 以 用 如 
下 for 循环 代替 


9 


$ forloop.m 
x-[1 8 3 9 0 1]; 
add 20; 
for 1 =1:length (x) 

add sadd +x (i); 
end 
add 


sum (x) 
其 中 的 for---end 循环 简化 了 x 元 素 依次 加 和 的 6 条 语句 。forloop. m 的 执行 结果 为 ; 


>> forloop 
add = 
22 
ans = 
22 
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注意 ， 整 个 forloop. m 脚本 里 的 所 有 语句 等 价 于 一 条 sum (x) 指令 ， 这 也 体现 了 
MATLAB 的 功能 强大 。 


2.3.4 封装 


要 编写 结构 良好 的 MATLAB 程序 ， 使 程序 便于 阅读 、 理 解 和 维护 ， 其 最 后 的 
关键 点 是 封装 。 封 装 就 是 把 有 关 的 指令 和 语句 组 织 起 来 ， 形 成 特定 的 函数 。 封 装 可 
以 使 程序 便于 阅读 、 容 易 调试 。 如 果 不 封 装 ，MATLAB 程序 很 长 时 ， 就 很 难处 理 。 

MATLAB 的 封装 用 m 文件 来 实现 。m 文件 是 包含 MATLAB 语言 程序 的 文本 
文件 。 结 构 良 好 的 大 型 MATLAB 程序 ， 其 主 程序 是 一 个 m 文件， 再 加 上 其 他 函 
数 和 脚本 的 m 文件 。 这 些 m 文件 可 以 由 主 程序 调用 ， 也 可 以 在 MATLAB 指令 提 
示 符 下 使 用 . 

现在 的 编程 语言 都 有 程序 封装 功能 ， 通 常 有 子 程序 和 函数 两 种 封装 结构 。 

MATLAB 脚本 是 一 组 指令 序列 ， 它 不 能 接收 输入 参数 ， 也 不 能 返回 输出 参 
数 。 脚 本 可 以 使 用 和 修改 工作 空间 中 存在 的 数据 。 在 其 他 模块 结构 的 编程 语言 
H, MATLAB 脚本 这 样 形式 的 程序 称 为 子 程序 。 

消 数 与 脚本 类 似 ， 也 是 一 组 指令 序列 。 但是， 函数 可 以 接收 输入 参数 ， 也 可 
以 返回 输出 参数 。 函 数 还 可 以 拥有 只 能 在 卫 数 内 部 使 用 的 MATLAB 变量 。 

所 有 模块 结构 的 编程 语言 中 ， 子 程序 和 函数 都 只 有 一 个 控制 流入 口 以 及 一 个 
出 口 。 

例 2.6 脚本 和 函数 的 使 用 

编写 一 个 MATLAB 脚本 ， 调 用 一 个 函数 ， 将 输入 的 华氏 温度 值 转换 成 对 应 
的 摄氏 温度 值 。 要 求 脚本 持续 运行 ， 直 到 再 也 没有 数据 需要 转化 为 止 (注意 ， 
这 里 要 使 用 isempty 指令 ) 。 

解 : 

本 题 的 程序 分 两 部 分 ,一 部 分 是 将 华氏 温度 转化 为 摄氏 温度 的 函数 ， 另 一 部 
分 是 调用 该 函数 的 脚本 。 最 好 的 设计 方法 是 先 编写 和 调试 函数 ， 确 认 其 运行 正确 
之 后 ， 再 编写 调用 此 函数 的 脚本 。 

MATLAB 天 数 用 如 下 转化 公式 计算 摄氏 温度 

C = 3(F -32) 


华氏 温度 F ce PAG A BRL, PR BOE HRR HE C。 该 函数 的 程序 为 








$ Far2Cel.m 

function C =Far2Cel (F) 
C= (5/9) * (F - 32) 

end 
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在 继续 下 面 的 编程 之 前 ， 应 先 测试 该 孙 数 。 

调用 此 函数 的 脚本 需要 完成 的 任务 是 : 从 键盘 读 人 华氏 温度 ， 显 示 转 化 之 后 
得 到 的 摄氏 温度 ， 然 后 等 待 下 一 个 输入 。 

可 匈 ， 由 于 脚本 程序 段 重 复 执行 的 次 数 不 定 ， 没 有 预定 值 ， 因 此 ， 这 里 要 及 
while 循环 ， 而 不 是 for 循环 。 

首先 ， 读 取 键盘 输入 的 华氏 温度 ， 检 查 是 否 是 空 输入 。 如 果 是 ， 则 结束 程序 
的 运行 ; 否则 ， 将 温度 转化 为 摄氏 温度 ， 然 后 读 取 下 一 个 输入 温度 ， 再 检查 输入 
是 否 为 空 。 重 复 此 过 程 ， 直 到 没有 键盘 输 和 为止。 脚本 程序 为 F2C. m: 


$ F2C.m 

F =input ('The value of the temperature in degree Fahrenheit ='); 
while ~ isempty (F) 

C=Far2Cel (F); 

display (C); 

F =input ('The value of the temperature in degree Fahrenheit -'); 


end 
在 MATLAB 指令 行 可 以 运行 这 个 脚本 ， 下 面 是 程序 执行 的 一 个 过 程 。 注 意 ， 没 
有 数字 输入 后 ， 程 序 停止 运行 。 


>> F2C 


The value of the temperature in degree Fahrenheit =32 


C= 
0 
The value of the temperature in degree Fahrenheit =100 
C= 
37.7778 
The value of the temperature in degree Fahrenheit =212 
C= 
100 
The value of the temperature in degree Fahrenheit =77 
C= 
25 


The value of the temperature in degree Fahrenheit = 
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2.4 MATLAB 的 数据 结构 基础 


MATLAB 程序 由 两 部 分 组 成 : 执行 算法 的 指令 序列 和 被 处 理 的 数据 。 上 节 
概述 了 MATLAB 的 基本 编程 结构 ， 本 节 将 介绍 MATLAB 的 数据 表达 方式 。 

虽然 本 书 的 重点 是 数值 方法 和 定量 分 析 ， 但 是 ， 也 需要 了 解 变 量 名 、 输 出 结 
果 及 其 解释 等 内 容 。 数 据 输出 的 格式 也 很 重要 。 

现在 的 程序 设计 语言 都 可 以 建立 和 使 用 多 种 不 同 的 数据 类 型 ， 由 基本 数据 类 
型 可 以 形成 数据 集合 。 本 节 讲 述 MATLAB 的 6 种 基本 数据 类 型 ， 即 double, 


char, sparse, uint8, cell 和 struct, 


2.4.1] 数 的 表示 

无 论 是 否 有 特意 说 明 ， 微 积分 和 微分 方程 等 课程 中 使 用 的 都 是 实数 。 实 数 具 
有 无 限 的 精度 ， 这 在 计算 机 程序 中 无 法 实现 。 无 限 的 精度 需要 无 限 的 存储 器 ， 而 
计算 机 的 存储 器 总 是 有 限 的 。 

这 样 ， 实 数 在 计算 机 中 就 用 所 谓 的 浮 点 数 来 近似 表示 。 浮 点 数 只 用 有 限 的 空 
间 存 储 ， 这 就 意味 着 有 的 实数 不 能 用 浮 点 数 表示 。 有 关 这 方面 的 内 容 会 在 第 3 章 
详细 讲述 。 浮 点 数 表示 方法 对 于 计算 的 准确 度 和 精度 都 有 很 大 的 影响 ， 在 深入 学 
习 数 值 方 法 之 前 必须 掌握 这 方面 的 内 容 。 

MATLAB 脚本 和 也 数 中 所 用 的 数 使 用 常规 表示 法 ，MATLAB 不 区 分 整数 、 
实数 和 复数 ， 这 些 数 都 用 同样 的 MATLAB 变量 存储 。 

数字 之 前 可 以 有 加 号 或 者 减 号 ， 数 字 中 也 可 以 有 小 数 点 。 科 学 表示 法 的 格式 
使 用 字母 e 表示 指数 (基数 为 10)。 虚 数 则 用 后 缀 i 或 者 j 指示 其 虚 部 。 下 面 给 
出 了 一 些 MATLAB 表示 数 的 例子 。 

例 2.7 MATLAB 中 数 的 表示 


正 整数 3 

负 整 数 -45 

实数 0. 00001 
科学 表示 法 2. 71828e9 
复数 3 +5} 

虚数 —3. 14159j 


每 个 数 所 占有 的 存储 空间 有 限 ， 因 此 ，MATLAB 浮 点 数 表 示 的 实数 有 上 限 
和 下 限 。 用 MATLAB 函数 realmin 和 realmax 可 以 分 别 返 回 MATLAB 所 能 表示 的 
最 小 实数 和 最 大 实数 。 函 数 inf 返回 无 穷 大 的 表示 ， 函 数 NaN 则 返回 “不 是 一 个 
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数 ” (Not-a-Number) fX; “NaN”, flan, 0.0/0.0 之 类 的 无 定义 运算 在 
MATLAB 中 的 运算 结果 就 是 “NaN”。 

复数 可 以 直接 赋 给 数值 变量 ， 也 可 以 由 两 个 实数 创建 。MATLAB 指令 c = 
complex(3, 5) 就 是 创建 一 个 复数 c， 其 值 等 于 3 +Si。 指 令 ec = complex(3, 0) 创 
建 的 是 一 个 虚 部 为 0 的 复数 ， 而 不 是 实数 。 

例 2.8 复数 

求 复数 3 +5i 的 倒数 ， 并 手工 验证 其 正确 性 。 
解 : 

回忆 一 下 ， 复 数 a +bi 的 倒数 可 以 用 下 式 计 算 : 

(a+ bi) = — 0D 
(a + bi) (a — bi) 

MATLAB gg inv ( ) 可 以 求 其 输入 参数 的 倒数 ， 指 令 为 





>> inv(34+5i) 
ans = 
0.0882 -0.1471i 


FALE 230 A i TENES, d AT DA BOR SE Be AER MATLAB 函数 conj ( ) 
来 验算 结果 : 


>> x=34+5i; 
>> conj (x) / (x * conj (x) ) 
ans = 

0.0882 -0.1471i 


2.4.2 ”数组 


数组 是 表示 对 象 集合 的 一 种 数据 结构 ， 其 特点 是 访问 每 个 集合 元 素 所 需 的 时 
间 相 同 。 要 读 取 其 中 某 个 元 素 ， 不 需要 沿 着 数据 列表 或 数据 阵列 搜索 。 

MATLAB 中 的 所 有 数组 都 以 列 矢 量 形式 存储 ， 用 单个 列 矢 量 下 标 就 可 以 访 
问 每 个 元 素 。 但 是 ， 如 果 数 组 是 多 维 的 ， 则 列 矢 量 中 元 素 的 位 置 就 要 用 如 下 公式 
计算 : 

(j-l)*d+i 
用 此 下 标 访问 的 数组 元 素 是 4(i,j) ， 其 中 4 为 每 列 的 长 度 。 多 维 数组 的 子 数组 
也 可 以 整个 提取 出 来 。 
例 2.9 MATLAB 数组 的 访问 
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建立 一 个 5 x5 FEE, TORAH ACE) = 1/(2' 3) 。 输 出 整个 矩阵 、 矩 
阵 的 第 一 行 以 及 和 矩阵 的 第 二 列 。 并 给 出 元 素 4(3,2) 的 两 种 显示 方法 。 
解 ; 

与 许多 其 他 程序 设计 语言 不 同 ，MATLAB 没有 数值 维 数 声明 等 方法 用 于 说 
明 分 配给 变量 的 内 存 空 间 ，MATLAB 自动 给 矩阵 等 数组 分 配 内 存 空间 。 ae 
创建 矩阵 A 的 元 素 时 就 分 配 了 内 存 空间 ， 该 矩阵 元 素 的 值 由 计算 公式 给 定 ， 
此 ， 可 以 将 创建 和 矩阵 以 及 元 素 输出 的 语句 放 在 同一 TS. APO UNA 
定 ， 可 以 用 for 循环 计算 元 素 的 值 ， 然 后 再 加 上 元 素 的 输出 语句 。MATLAB 脚本 
为 


$ ArraysRef.m 
for i=1:5 
for J =1:5 
A(i,j)-1/(2^i*3^3); 


A(1,:) 
A(:,2) 
A (8) 

A (3,2) 


注意 ， 数 组 的 第 一 行 用 A (1, D 表示 ,下 标 1 指 行 号 ,第 二 个 下 标 不 是 数 ， 是 
”， 指 该 行 中 的 所 有 元 素 。A( :, 2) 中 的 “:” 具 有 同样 的 含义 ， 只 是 这 里 指 
的 是 行 ， 指 第 2 列 的 所 有 行 。 
记 住 ，MATLAB 的 数组 都 以 列 矢量 的 形式 保存 ， 按 照 顺序 ,一 列 紧 跟 一 列 。 
因此 ， ERA (3,2) 可 以 看 成 一 个 矢量 中 的 元 素 ， 也 可 以 看 成 矩阵 中 的 元 素 。 
在 指令 窗 中 运行 以 上 脚本 产生 如 下 结果 : 


>> ArrayRefs 


A= 
0.2000 0.0909 0.0345 0.0120 0.0041 
0.1429 0.0769 0.0323 0.0118 0.0040 
0.0909 0.0588 0.0286 0.0112 0.0040 
0.0526 0.0400 0.0233 0.0103 0.0039 
0.0286 0.0244 0.0169 0.0088 0.0036 
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0.2000 0.0909 0.0345 0.0120 0.0041 


0.0909 
0.0769 
0.0588 
0.0400 
0.0244 


0.0588 


0.0588 
注意 ， 数 组 的 行 显示 出 来 的 是 一 行 ， 列 显示 的 是 一 列 。 
2.4.9 字符 和 字符 串 


MATLAB 程序 的 字符 表示 方法 与 其 他 程序 设计 语言 一 样 ， 都 使 用 ASCH 码 字 
符 集 。 其 中 ，32 ~ 127 之 间 的 数 分 别 编 码 数 字 、 大 写字 母 和 小 写字 母 , 0 ~31 之 
间 的 数 代表 退 格 键 等 特殊 控制 字符 。MATLAB 的 字符 串 就 是 字符 的 数组 。 虽 然 
这 种 数组 不 能 进行 数学 运算 ， 但是， 字符 串 有 自己 的 运算 ， 如: 字符 串 的 连接 、 
字符 或 字符 串 之 间 的 比较 ， 以 及 字符 串 的 搜索 、 字 符 串 的 变换 等 。 

例 2 10 字符 串 是 数组 

请 分 别 建立 两 个 字符 串 变 量 “Biomedical” 和 “Engineering”， 连 接 这 两 个 字 
符 串 ， 输 出 合成 字符 串 ， 并 且 输 出 其 中 所 有 e 字母 的 下 标 。 
fit . 

先 把 两 个 字符 串 分 配给 独立 的 两 个 MATLAB 变量 ， 再 用 MATLAB 函数 streat 
把 它们 连接 起 来 ， 然 后 求 得 连接 之 后 字符 串 的 总 长 度 ， 并 且 ， 将 字符 串 中 的 每 个 
字符 与 “e” 字 母 比较 ,搜索 出 所 有 字母 “e” 的 位 置 。 由 于 比较 的 次 数 确 定 ， 
就 是 字符 串 的 长 度 ， 因 此 可 以 使 用 for 循环 。MATLAB 程序 为 








名 Strings.m 


= 'Biomedical'; 





= 'Engineering'; 
BME = strcat (B,E) 
L = length (BME); 


fori-1:L 


E Ww 











第 2 章 计算 技术 入 门 35 





if (BME (i) =='e') 
display (i); 
end 


end 
下 面 是 脚本 Strings. m 运行 的 结果 : 


>> Strings 
BME = 





BiomedicalEngineering 


i- 
5 

i- 
16 

i= 
17 

注意 ， 第 一 ， 变 量 BME 中 Biomedical 和 Engineering 两 个 字符 串 中 间 没 有 空 


格 ， 变 量 B MEE E 在 开头 和 结尾 处 都 没有 空格 。 第 二 ，f 语 句 的 表达 式 显 示 了 
字符 串 数组 的 处 理 方式 ,字符 串 中 的 每 个 字符 可 以 看 作 是 数组 的 元 素 ， 用 BME 
(i) 访问 ， 与 数值 数组 元 素 的 访问 方法 相同 。 如 果 把 字符 与 一 个 数 进行 比较 ， 则 
数组 元 素 BME (i) 就 作为 相应 的 ASCH 代码 处 理 ， 不 再 是 字符 。 第 三 ， 大 写字 
母 己 没有 被 搜索 出 来 ， 因 为 比较 的 只 是 小 写字 母 e。 


2.4.4 逻辑 (布尔 ) 数据 类 型 


MATLAB 没有 特定 的 逻辑 (布尔 ) 数据 类 型 ， 逻 辑 假 了 就 用 数值 0 表示 ， 
任何 其 他 非 0 数值 都 表示 逻辑 真 T。MATLAB 有 3 种 逻辑 运算 ， 即 : “ ~ ”表示 
的 一 元 运算 “ 非 (NOT)”、“&” 表 示 的 两 元 运算 “与 (AND)”， 以 及 “1 ” 
表示 的 “或 (0OR)” 运 算 。 异 或 运算 则 用 MATLAB 函数 xor ( ) 实现 ， 如 
xor (A, B), 

逻辑 运算 常用 作 条 件 语句 或 循环 语句 的 表达 式 。MATLAB 还 有 另 一 种 逻辑 
运算 ， 称 为 逻辑 索引 ， 是 从 数组 中 选 出 满足 特定 条 件 元 素 的 一 种 方法 ， 产 生 一 个 
索引 数组 ， 其 中 的 元 素 值 不 是 0 就 是 1，1 表示 元 素 被 选中 。 索 引 数 组 可 以 用 
MATLAB 的 logical () 因数 产生 ，logical () 函数 的 输入 参数 是 一 个 数值 数组 ， 
返回 的 是 该 数组 的 索引 数组 。 

索引 数组 作为 原 数组 的 下 标 使 用 ， 得 到 的 结果 是 原 数组 中 满足 特定 条 件 的 那 
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些 元 素 。 
例 2.11 MATLAB 的 逻辑 索引 
设 x=1:10,y=[3156829470]， 请 运行 以 下 指令 并 解释 其 输出 结 


a. (x >3) & (x <8) 

b. x(x >5) 

C. y (x <=4) 

d. x( (x <2) | (x >=8) ) 
e. y( (x <2) | (x >=8) ) 
f. x(y<0) 


解 : 

首先 建立 一 个 名 为 Logicalindexing. m 的 MATLAB 脚本 ， 用 两 条 语句 初始 化 
变量 * 和 变量 Y， 紧 跟着 写 出 以 上 a ~f6 个 表达 式 。 然 后 运行 脚本 ， 得 到 如 下 输 
出 结 


>> Logicallndexing 


x= 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 
y= 
3 1 5 6 8 2 9 4 7 0 
ans = 
0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 
ans = 
6 7 8 9 10 
ans = 
3 1 5 6 
ans = 
1 8 9 10 
ans = 
3 4 7 0 
ans = 





Empty matrix: 1-by-0 


>> 


表达 式 a 有 两 项 ， 第 一 项 是 (x >3) ， 运 算 之 后 返回 一 个 前 3 个 元 素 为 0 的 逻辑 
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数组 ; 第 二 项 是 (x < 8) ， 该 运算 返回 一 个 最 后 3 个 元 素 均 为 0 的 逻辑 数组 。 于 是 ， 
整个 表达 式 (x > 3)&(x < 8) 输出 的 逻辑 数组 就 是 这 两 个 逻辑 数组 对 应 元 素 进行 逻辑 
“与 ”运算 的 结果 。 由 于 “与 ”运算 的 两 个 数组 中 ， 只 有 第 4 ~ 第 7 四 个 元 素 的 值 都 
为 “ 真 "”， 因 此 ， 最 终 的 输出 数组 中 只 有 这 4 个 元 素 为 1， 其 他 元 素 均 为 0。 

表达 式 b 中 的 (x > 5) 是 逻辑 索引 数组 x 的 前 5 个 元 素 小 于 或 等 于 5， 因 
此 索引 数组 的 前 5 个 元 素 为 0。 用 这 个 矢量 作为 x 数组 的 索引 数组 ,结果 只 返回 
索引 值 为 1 的 那些 元 素 ， 不 包含 索引 值 为 0 的 元 素 。 因 此 表达 式 b 的 输出 为 [67 
8910] , KER c 的 运算 过 程 与 表达 式 b 相似 。 

表达 式 d H e 的 运算 过 程 也 与 表达 式 b 和 cc 类似， 只 是 其 中 求 取 人 逻辑 索引 
数组 的 表达 式 有 两 项 ， 这 与 表达 式 a 类 似 。 计 算 过 程 是 : 首先 计算 索引 表达 
式 ， 得 到 的 索引 数组 与 表达 式 a 的 结果 相似 ， 然 后 再 用 索引 数组 分 别处 理 数组 
x 和 数组 y。 

表达 式 f 的 索引 数组 建立 条 件 是 y 数组 元 素 小 于 0。 但 是 ，y 数组 中 没有 小 
于 0 的 元 素 ， 因 此 索引 数组 的 元 素 全 为 0， 结 果 没 有 从 x 数组 中 选 出 任何 元 素 ， 
表达 式 f 的 输出 是 一 个 空 数组 。 

逻辑 索引 是 一 种 很 有 用 的 方法 ， 可 以 有 效 地 用 于 计算 复杂 的 函数 关系 。 本 章 
末尾 还 有 关于 逻辑 索引 的 习题 。 


2.4.5 元 胞 和 元 胞 数组 


前 面 所 讲 的 MATLAB 数组 都 默认 数组 元 素 属于 同一 种 数据 类 型 ， 但 是 ,在 
某 些 复杂 的 应 用 场合 ， 有 时 需要 将 不 同类 型 的 数据 组 合 在 一 起 ， 这 时 ， 就 需要 使 
用 可 以 容纳 不 同 数据 类 型 的 数据 结构 。 

元 胞 数组 的 每 个 元 素 称 为 元 胞 ， 元 胞 可 以 是 数字 、 数 组 、 字 符 、 字 符 串 等 任 
何不 同类 型 的 数据 ， 甚 至 元 胞 本 身 也 可 以 是 一 个 元 胞 数组 。 在 允许 范围 内 ， 元 胞 
数组 可 以 有 任意 的 大 小 和 形状 ， 例 如， 可 以 是 多 维 结构 数组 。 

普通 数组 的 下 标 用 圆 括号 里 的 数 表示 ， 如 A (1, 2) ， 元 胞 数组 的 下 标 则 用 
花 括 号 表示 。 

例 2.12 元 胞 数组 以 及 混合 数据 类 型 

生物 信息 学 中 广泛 应 用 的 基因 表达 数据 库 中 有 一 个 库 的 数据 来 自 于 lyer 等 
人 1999 年 发 表 的 论文 “人 类 成 纤维 细胞 的 血清 应 答 转 录 程 序 ” (The transerip- 
tional program in the response of human fibroblasts to serum) 。 该 数据 库 中 的 每 个 基 
因 都 有 以 下 几 个 属性 : EAF S, Genbank 编号 、 克 隆 ID, XEDS FRA 
24h 内 表达 的 变化 情况 。 访 问 以 下 网 站 可 以 查看 该 数据 库 : 

http ://gepas. bioinfo. cnio. es/data/fibroblasts/fibroblasts _ ori. html. 

请 设计 一 个 数据 结构 存放 该 数据 库 的 517 个 基因 ， 并 包括 以 上 这 些 属 性 。 
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fit : 

数据 库 的 整体 构架 用 数组 ， 这 样 ， 可 以 使 访问 每 组 基因 数据 的 时 间 相同 。 但 
是 ， 数 组 中 数据 的 类 型 是 不 均一 的 ， 既 有 数值 ， 又 有 字符 串 。 数 值 数 据 有 : 基因 
RPS. vEEEID 以 及 在 0、0.25、0.5、1、2 、4、6、8、12 16, 20 和 24h 
的 表达 数据 。 字 符 串 数据 有 基因 名 称 和 Genbank 编号 。 

由 于 基因 数组 的 每 个 元 素 都 要 有 这 些 属性 ， 因 此 这 个 数组 既 不 能 是 纯 字 符 串 
数组 也 不 能 是 纯 数 值 数组 ， 显 然 要 用 元 胞 数组 ， 每 个 元 胞 包含 这 5 项 内 容 。 

构建 这 个 元 胞 数组 的 方法 有 两 种 ， 两 者 的 区 别 在 于 基因 表达 数据 的 组 织 方式 
人 不同。 一 是 把 所 有 的 表达 数据 存放 在 一 个 数组 里 ， 二 是 直接 把 每 个 表达 数据 作为 
元 胞 数组 的 一 个 元 素来 存放 。 

以 下 MATLAB 程序 以 成 纤维 细胞 数据 库 为 例 ， 运 用 第 一 种 方法 建立 数据 结 
构 。 所 用 的 成 纤维 细胞 数据 为 


基因 簇 序列 号 4 

Genbank 编号 W88572 

克隆 ID 417426 

基因 和 名称 Home sapiens protein 4. 1-G 
150, 0.25, 0.5, 1, l 0.97 1 0. 85 
2,4, 6, 8, 0.84 0.72 0.66 0.68 


12, 16, 20, 24h 时 的 表达 数据 0.47 0.61 0.59 0.65 


整个 元 胞 数组 为 517 TRS 列 ， 每 列 对 应 一 个 属性 ， 其 中 有 一 列 本 身 又 是 数组 ， 
存放 基因 的 表达 数据 。 数 组 第 一 行 用 于 存放 以 上 成 纤维 细胞 数据 ， 因 此 ， 输 入 的 
基因 簇 序列 号 为 4， 该 行 的 5 个 属性 都 与 这 个 序列 号 相关 。 元 胞 数组 第 一 行 各 个 
元 素 的 赋值 指令 如 下 : 


Fibroí(1,1) 24; 

Fibro{1,2} 2417426; 

Fibro{1,3}=[1 0.97 1 0.85 0.84 0.72 0.66 0.68 0.47 
0.61 0.59 0.65]; 

Fibro{1,4} ='Homo sapiens protein 4.1 -G'; 

Fibro{1,5} = 'W88572'; 





这 里 使 用 的 是 两 种 元 胞 数组 索引 方法 之 一 。 输 入 这 些 数据 之 后 ，MATLAB 工作 
空间 中 就 有 了 Fibro 变量 ， 它 既 不 是 字符 数组 ， 也 不 是 双 精 度数 的 数组 ， 而 是 元 
胞 数组 类 型 。 

数据 类 型 “结构 ”是 MATLAB 的 一 种 多 维 数组 ， 其 中 的 元 素 可 以 用 文本 形 
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式 的 域名 来 访问 ， 不 用 整数 下 标 。 上 述 例题 很 容易 改 成 使 用 符号 名 称 访 问 数据 ， 
而 不 用 数值 下 标 。 

例 2.13 结构 数组 以 及 混合 数据 类 型 

不 用 元 胞 ， 而 用 MATLAB 的 结构 数据 类 型 表示 上 述 例题 的 数据 。 
f 

LAF MATLAB 程序 显示 了 如 何 将 同样 的 基因 表达 数据 输入 到 结构 数组 而 不 
是 元 胞 数组 中 。 注 意 ， 这 里 要 用 圆 括号 表示 数组 元 素 ， 不 用 元 胞 数组 的 花 括号 。 





Fibro (1).number =4; 

Fibro (1) .cloneid =417426; 

Fibro(l).expprofile-|1 0.97 1 0.85 0.84 0.72 0.66 
0.68 0.47 0.61 0.59 0.65]; 

Fibro(1).name- 'Homo sapiens protein 4.1 -G'; 


Fibro(1).accession- 'W88572'; 


其 中 ,域名 cloneid 是 基因 的 克隆 ID ， 域 名 expprofile 是 基因 的 表达 数据 ， 域 名 
accession 是 编号 。 

在 MATLAB 指令 行 输入 这 些 指令 之 后 ， 工 作 空间 中 就 有 了 Fibro 变量 ， 该 变 
量 是 结构 数组 类 型 ， 不 是 字符 、 双 精度 数 ， 也 不 是 元 胞 数组 。 


2.4.6 MATLAB 没有 明确 定义 的 数据 结构 


常规 指令 式 编程 语言 以 及 面向 对 象 编程 语言 的 算法 中 常用 到 许多 数据 结构 ， 
如 堆栈 、 队 列 、 链 表 和 树 等 ， 可 以 方便 地 组 织 数据 ， 完 成 某 些 特定 的 操作 。 数 组 
中 的 每 个 元 素 可 以 直接 访问 ， 而 这 4 种 数据 结构 元 素 的 访问 具有 特定 的 控制 方 
式 ， 不 过 ， 存 放 这 些 数据 结构 对 象 的 内 存 空 间 是 开放 的 ， 存 储 的 大 小 没有 固定 的 
限制 。 堆 栈 、 队 列 和 链表 这 3 种 数据 结构 按照 序列 存放 数据 ， 而 树 则 分 层次 存放 
数据 。 有 关 这 些 数据 结构 的 MATLAB 实现 已 超出 了 本 书 的 范围 ， 下 面 只 举例 说 
明 。 详 细 内 容 请 参阅 本 章 末 尾 列 出 的 参考 书 ?。 

例 2.14 MATLAB 的 数据 结构 一 一 堆栈 的 实现 

堆栈 这 种 数据 结构 只 能 在 数据 的 一 端 存 人 或 取 走 数据 ， 与 数组 不 同 ， 不 能 随 
机 访问 数据 ， 并 且 ， 每 次 只 能 访问 一 个 数据 ， 就 是 “ 栈 项 ”的 这 个 数据 。MAT- 
LAB 函数 pop ( ) 和 push ( ) 用 于 访问 栈 顶 ，pop ( ) 是 取 走 栈 顶 的 数据 ， 
push ( ) 则 向 栈 顶 存 人 一 个 新 的 数据 。 








O 原 书 第 2 章 末尾 并 没有 列 出 参考 书 。 一 一 译 者 注 
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假设 有 一 个 字符 串 表 示 的 氨基 酸 序列 ， 请 说 明 如 何 利用 堆栈 求 其 反 转 序列 。 
解 : 
本 题 的 程序 分 两 部 分 : 一 是 建立 堆栈 的 操作 函数 ， 二 是 利用 堆栈 反 转 氨基 酸 
序列 。 

堆栈 用 MATLAB 数组 表示 ， 保 留 数组 的 第 一 个 元 素 ， 用 于 存放 堆栈 元 素 的 数 
Ho push ( ) 和 pop ( ) 两 个 MATLAB 函数 用 于 完成 人 栈 和 出 栈 操作 。push 函数 
有 两 个 参数 : 第 一 个 是 堆栈 名 ， 第 二 个 是 放 人 栈 顶 的 数据 。pop 函数 有 一 个 参数 ， 
即 堆栈 名 ; 并 返回 一 个 数值 ， 就 是 栈 顶 的 数据 。 以 下 MATLAB Æ push. m: 


$ push.m 
function push (A,x) 


t-A(1); 
A(t+1)=x; 
A(l) =t+1; 
end 


HB. x 是 要 放 人 堆栈 A 栈 顶 的 数据 。 此 函数 首先 读 取 堆 栈 中 元 素 的 数目 (其 值 
刚好 等 于 目前 栈 顶 元 素 下 标 值 减 1) ， 再 将 x 人 栈 ， 放 在 数组 下 一 个 空 元 素 的 位 
置 。 最 后 ， 堆 栈 元 素数 目 增 1, MATLAB 函数 pop. m 如 下 : 


Q 


$ pop.m 
function x = pop (A) 
t-A(1); 
X-A(t-1); 
A(1)-t-1; 


end 


此 函数 首先 读 取 堆栈 数据 数目 和 栈 项 元 素 ， 将 栈 顶 元 素 存 人 变量 x， 然 后 把 堆栈 
数据 的 数目 减 1， 因 为 栈 顶 元 素 已 取 走 ， 不 再 属于 堆栈 。 注 意 ， 此 函数 假设 堆栈 
中 至 少 有 一 个 元 素 存在 。 以 下 MATLAB 函数 reverse. m 反 转 氨基 酸 序列 ， 


9. 


$ reverse.m 
function y = reverse (x) 
l =length (x); 

Stack =[]; 

Stack (1) =0; 

for i=1:1 
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c-x(i); 

push (stack,c); 
end 
for i=1:1 

y (i) =pop (Stack) 
end 


此 函数 首先 求 序列 的 长 度 并 初始 化 空 堆 栈 ， 然 后 ， 将 每 个 代表 氨基 酸 的 字符 入 
栈 。 当 所 有 字符 都 入 栈 之 后 ， 再 将 字符 出 栈 ， 并 依次 存放 到 新 的 字符 囊 中 。 下 面 
是 该 函数 运行 的 一 个 例子 : 


>> reverse ('AACTGACT') 
ans = 
TCAGTCAA 


建议 读者 用 纸 和 笔 跟 着 程序 的 操作 顺序 走 一 遍 ， 证 实 氨基 酸 序列 确实 是 被 反 转 了 。 


2.4.7 ”数据 类 型 转换 


与 其 他 模块 化 结构 程序 设计 语言 一 样 ，MATLAB 也 具有 将 一 种 数据 类 型 转 
换 成 为 另 一 种 数据 类 型 的 功能 。 表 2. 1 列 出 了 几 个 MATLAB 指令 ， 可 以 把 行 标 
题 指 定 的 数据 类 型 转换 为 列 标题 指定 的 数据 类 型 。 
R21 用 于 数据 类 型 转换 的 MATLAB 指令 











字 7 m 元 胞 

数 num2str num2cell 
整数 int2str 
ABE mat2str 





HS T=num2str (X) 将 数 X 转换 为 字符 串 T， 大 约 包括 4 位 数字 ， 可 能 再 
加 上 指数 。 指 令 IT= int2str (N) 则 将 整数 N 转换 为 字符 串 I。 如 果 输 入 参数 不 是 
整数 ， 则 先 四 售 五 人 再 转换 。 这 两 条 指令 的 输入 参数 都 可 以 是 单个 数值 或 矢量 
( 即 数值 算 阵 ) 。 指 令 C = num2cel (A) 将 矩阵 A 转换 成 元 胞 数组 ， 把 A 的 每 个 
元 素 放 信 一 个 独立 的 元 胞 ,元 胞 数组 的 大 小 与 矩阵 A 相同 。 最 后 ， 指 令 M = 
mat2str (A) 将 二 维 矩 阵 转换 成 一 个 字符 串 M， 而 指令 eval (M) 又 可 以 将 字符 
串 重新 变 成 原 矩 阵 A。 

num2str 和 int2str 之 类 的 函数 在 作 图 显示 包含 数值 的 标题 时 很 有 用 。 
例 2.15 数据 类 型 的 转换 
WE e "sino ( 例 2.3 所 示 ) 的 参数 ， 使 其 曲线 尽 可 能 接近 心电图 
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(ECG) 的 复合 波 ， 作 出 该 曲线 图 ， 并 在 图 上 标 出 每 次 测试 所 用 的 参数 值 。 
fet : 

例 2.3 中 的 函数 曲线 e "sin 8 很 像 ECG 信号 的 QRS 复合 波 和 T 波 。 你 可 以 
BUE e^ "sin pe 式 中 系数 a 和 8B 的 值 ， 作 出 波形 图 并 用 一 个 标题 显示 a 和 8B 的 
值 ， 找 到 模拟 QRST 复合 波 的 最 佳 系 数组 合 。 

要 显示 参数 值 ， 就 要 用 到 num2str 函数 ,将 a AP 的 值 转化 成 字符 串 ， 显 示 在 图 
形 的 标题 中 。 标 题 用 title ( ) 函数 显示 ， 此 函数 带 一 个 字符 串 类 型 的 参数 。 下 面 编 
写 的 findecg 函数 输入 两 个 参数 (Bll a 值 和 B 值 ) ， 计 算 e “sin 80 的 函数 值 ， 作 出 曲 
线 ， 并 在 曲线 图 上 显示 函数 式 作为 标题 ， 以 便 找 出 最 接近 QRST 波形 的 数学 模型 。 


% Example 2.15 

function findecg (a,b) 

twopi =2 * pi; 

twotheta =0: (twopi/100):twopi; 

plot (twotheta,exp(-a * twotheta). * (sin(b* twotheta)).^2); 

title(|['Plot of e*{-',num@str(a),'\theta} * sin^? ' ,... 
num2str(b) ,'\theta']); 


以 下 是 findecg 函数 运行 的 一 个 示例 : 


>> findecg (3,3) 





Plot of e39* sin23 0 














0 1 2 3 4 5 6 7 
图 2.4 函数 num2str 的 用 法 
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注意 ， 图 2.4 的 标题 包含 了 传递 给 findecg 函数 的 两 个 变量 值 。 标 题 用 title 
函数 显示 ,tile ( ) 只 有 一 个 参数 ， 本 例 中 就 是 几 个 字符 让 形成 的 一 个 矢量 。 
文本 字符 串 都 放 在 单 引号 里 ， 有 两 处 调用 了 nam2str 函数 ， 把 参数 值 转化 为 字符 
叫 。 字 符 串 中 的 ““” 符 号 用 于 形成 上 标 ， 特 殊 字符 串 “\theta” 则 用 于 产生 
“0” 字符 。 


2.5 面向 对 象 系统 简介 


在 过 去 的 20 年 里 ， 面 向 对 象 程序 设计 (Object-Oriented Programming, OOP) 
的 概念 引起 了 计算 机 程序 设计 的 巨大 变革 。0O0P 程序 不 是 围绕 操作 而 是 围绕 对 
象 组 织 的 ; 也 可 以 看 成 OOP 是 围绕 数据 组 织 的 ， 而 不 是 按照 逻辑 组 织 的 。 了 解 
OOP 的 原理 ， 有 助 于 正确 编写 和 调试 MATLAB 程序 ， 避 人 免 使 用 不 正确 的 运算 符 
和 表达 式 。 

传统 上 把 计算 机 程序 看 成 一 个 逻辑 过 程 ， 即 接收 输入 数据 、 处 理 数 据 ， 然 后 
产生 输出 结果 。 因 此 ， 编 程 的 关键 是 写 出 逻辑 过 程 ， 而 不 是 定义 数据 。 常 用 的 结 
构 式 程序 设计 方法 较 好 地 制定 了 一 套 简 明 的 规则 ， 有 助 于 编程 人 员 组 织 程序 的 软 
辑 过 程 。 

OOP 语言 就 不 同 了 。 编 程 人 员 注 重 数据 ， 也 就 是 要 操作 的 对 象 ， 而 不 是 操 
作 数 据 所 需 的 逻辑 过 程 。 操 作对 象 的 范围 很 广 ， 可 以 是 人 《用 姓名 、 住 址 等 属 
性 描述 )， 可 以 是 建筑 物 及 其 楼 层 (其 属性 可 以 设置 )， 还 可 以 是 计算 机 桌面 上 
的 小 部 件 ， 如 按键 和 滚动 条 等 。 

对 象 是 一 种 软件 元 素 ， 里 面包 含 相关 数据 〈 即 变量 ) 以 及 处 理 这 些 数据 的 
方法 ( 即 过 程 子 程序 ) 。 对 象 是 类 的 实例 ， 它 通过 初始 化 来 创建 ， 也 就 是 建立 一 
个 属于 某 个 特定 类 的 对 和 象 实例 。 例 如 , “加利福尼亚 ”是 “ 州 ” 这 个 类 的 一 个 实 
例 。 

方法 是 对 象 中 包含 的 过 程 子 程序 ， 其 他 对 象 要 求 这 个 对 象 服务 时 也 可 以 调用 
这 些 方法 。 

消息 是 在 对 象 之 间 传 递 的 信息 ， 接 收 到 消息 的 对 象 就 要 执行 某 个 方法 来 响应 
这 个 消息 。 消 息 由 3 部 分 组 成 : 接收 对 象 名 、 要 执行 的 方法 名 以 及 该 方法 运行 时 
所 需 的 参数 。 

-类 是 一 个 模板 ， 用 于 定义 某 种 对 象 的 变量 和 方法 。 某 个 类 的 所 有 对 象 具 有 相 
同 的 形式 和 行为 ， 只 是 变量 中 包含 的 数据 不 同 。 

封装 是 把 数据 及 其 相应 的 过 程 子 程序 组 合 在 一 起 的 方法 。 在 OOP 语言 和 系 
统 中 ， 对 象 就 是 封装 的 结果 。 

一 组 类 之 间 的 关系 用 树 结构 表达 ， 这 称 为 类 的 继承 。 父 类 是 处 于 较 高 层次 的 
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类 ,通用 性 较 强 ， 子 类 则 是 其 父 类 的 一 种 特例 。 

类 方法 是 一 种 特殊 的 方法 ， 由 发 送 给 类 的 消息 直接 调用 ， 不 需要 类 的 实例 。 
类 方法 通常 用 于 完成 某 些 类 的 实例 不 能 也 不 应 该 做 的 事 ， 例 如 ， 创 建 和 消除 类 的 
实例 等 。 

类 变量 是 一 种 特殊 的 变量 ， 变 量 值 存放 在 类 的 定义 中 ， 而 不 是 在 类 的 实例 
中 。 类 变量 的 数据 对 类 的 所 有 实例 都 是 一 样 的 。 

通过 继承 这 种 机 制 ， 类 可 以 使 用 排 在 高 层次 的 那些 父 类 中 定义 的 方法 和 变 


BN 
Hio 


实例 方法 就 是 常规 的 方法 ， 这 种 方法 通过 给 实例 (而 不 是 类 ) 发 送 消息 来 
调用 。“ 实 例 方法 ”这 个 名 称 是 为 了 区 分 常规 方法 和 较 少 使 用 的 类 方法 而 提出 
的 。 

实例 变量 就 是 常规 的 变量 ， 用 于 存放 类 的 各 个 实例 的 不 同 数据 。 用 这 个 名 称 
也 是 为 了 区 分 常规 变量 和 较 少 使 用 的 类 变量 。 

例如 ,“ 哺 乳 动物 ”这 个 类 可 以 有 “人 ”.、“ 猫 ”和 “ 狗 ” 这 些 子 类 , “ 狗 ” 
又 可 以 有 “ 猎 免 厂 "、“ 杜 宾 厂 ”和 “牧羊 犬 ”这 些 子 类 。“ 哺 乳 动物 ”是 “人 ” 
的 父 类 。“ 猫 兔 犬 ”这 个 实例 继承 其 父 类 “ 狗 ” 具 有 的 操作 (包括 消息 和 方 
法 )。 

Smalltalk 是 最 早出 现 的 面向 对 象 的 计算 机 语言 之 一 ，C + + 和 Java 是 如 今 最 
流行 的 OOP 语言 ，Java 专门 用 于 分 布 式 系统 的 设计 。MATLAB 也 是 一 种 OOP 语 
言 。 下 面 用 一 个 简单 的 数学 运算 说 明 OOP 的 基本 原理 。 

假设 你 编写 了 计算 机 程序 语句 

z=x+ y 
如 果 用 的 是 传统 模块 化 语言 ， 则 该 语句 会 被 编译 成 以 下 几 步 : 

1) 读 取 变量 x 的 值 ， 转 化 为 双 精 度数 ， 并 存放 在 寄存 器 RI 中 ; 

2) 读 取 变量 y 的 值 ， 转 化 为 双 精 度数 ， 并 存放 在 寄存 器 R2 P, 

3) 将 寄存 器 RI 和 R2 的 数 相 加 ， 把 双 精 度数 的 和 转化 为 变量 z 的 类 型 。 

如 果 用 的 是 OOP 语言 ， 则 变量 x 是 一 个 对 象 ， 传 送 的 消息 是 “ +”， 参 数 是 
变量 yY， 要 执行 对 应 于 消息 “+ ”的 方法 〈 也 就 是 加 运算 ) 。 关 键 是 具体 执行 哪 
个 方法 由 对 象 x 的 类 型 决定 。 如 果 x 是 整数 ， 就 执行 整数 加 和 方法 ; 如 果 x 是 双 
精度 数 ， 则 执行 双 精 度数 加 和 方法 。 

注意 ， 调 用 不 同 的 方法 时 可 以 用 同样 的 消息 符号 ( 即 消息 名 ) ， 这 被 称 为 运 
算 符 重 载 ， 在 MATLAB 等 OOP 系统 中 很 常见 。 下 面 这 个 例题 说 明了 MATLAB 运 
算 符 的 重 载 功能 。 

例 2.16 顺序 语句 组 成 的 面向 对 象 的 简单 程序 

设 x= [2516]， 计 算 如 下 各 个 运算 的 结果 : 
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1) 数组 的 每 个 元 素 加 16; 

2) 下 标 为 奇数 的 元 素 加 3; 

3) 求 每 个 元 素 的 平方 根 ; 

4) 求 每 个 元 素 的 平方 。 
解 : 

这 4 个 运算 的 结果 与 MATLAB 的 面向 对 象 的 性 质 有 关 。 在 MATLAB 里 ， 可 
以 把 两 个 数 相 加 ， 也 可 以 把 数 与 矢量 相 加 ， 要 根据 MATLAB 操作 的 定义 给 出 结 
果 。 

1) M x 是 一 个 整数 矢量 ,传送 给 对 象 的 消息 是 “加 ”， 消 息 的 参数 是 一 
个 整数 对 象 。 响 应 “给 一 个 矢量 加 上 一 个 对 象 ”这 一 消息 时 ， 被 调用 的 方法 首 
先 检 查 这 种 类 型 的 参数 是 否 可 以 加 到 一 个 矢量 上 。 此 处 ， 参 数 是 整数 类 型 ， 将 一 
个 整数 与 一 个 矢量 相 加 ，MATLAB 的 方法 有 明确 的 定义 ， 就 是 指 将 整数 与 每 个 
元 素 相 加 。 

编程 时 ， 首 先 创建 矢量 并 赋 给 一 个 变量 ， 然 后 将 矢量 加 上 常数 16。MATLAB 
程序 为 


x-[2516] 
x+16 


输出 结果 为 


18 21 17 22 


2) 由 于 这 个 矢量 只 有 4 个 元 素 ， 因 此 ， 要 把 奇数 下 标的 元 素 加 3， 最 简单 
的 方法 就 是 写 一 个 新 的 表达 式 ， 更 新 矢量 第 1 和 第 3 个 元 素 的 值 ， 即 


[2+351+36] 


5 5 4 6 


其 实 ， 如 果 是 同样 的 运算 ， 不 必 像 这 样 把 矢量 每 个 元 素 都 瑟 出 来 ， 也 可 以 用 
逻辑 数组 索引 的 方式 完成 〈 见 第 2.4.4 节 )。 
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3) 这 里 求 的 是 矢量 每 个 元 素 的 平方 根 。MATLAB 是 面向 对 象 的 ， 因 此 ， 只 
需 编程 求 天 量 的 平方 根 即 可 


sqrt (x) 
输出 结果 为 


ans = 
1. 4142 2. 2361 1. 0000 2.4495 


其 中 ， 对 象 是 矢量 x， 消 息 是 MATLAB PRA sqrt ( ) ， 被 调用 的 方法 检查 这 个 矢 
量 是 否 可 以 计算 平方 根 ， 结 论 是 可 以 计算 ， 并 得 到 以 上 输出 结果 。 

4) 常规 的 OOP 运算 中 没有 对 矢量 元 素 求 平方 的 运算 。MATLAB 指令 x2 f£ 
送 的 消息 是 求 对 象 x 的 器 “*”， 参 数 为 2。 如 果 消 息 “*” 传 给 一 个 矩阵 (x 是 
1 x4 和 矩阵 ) ， 意 思 就 是 执行 矩阵 自己 乘 自己 的 运算 。 于 是 ， 被 调用 的 方法 首先 检 
查 这 个 矩阵 是 不 是 方 阵 。 这 里 的 x 是 1 x4 和 矩阵 ， 不 是 方 阵 ， 因 此 指令 就 会 产生 
一 个 错误 信息 ， 不 会 输出 元 素 的 平方 值 。 

所 以 ， 这 里 给 定 的 消息 必须 是 指 对 象 每 个 元 素 的 平方 。MATLAB 的 元 素 乘 
元 素 消息 用 “.“” 符 号 表示 ， 如 


2.6 算法 分 析 和 程序 分 析 


编写 MATLAB 程序 的 正确 方法 不 是 惟一 的 。 作 为 工程 师 ， 你 可 以 选择 很 多 
种 表达 数据 和 实现 算法 的 方法 。 如 果 要 处 理 的 数据 量 较 小 ， 则 各 种 程序 的 计算 时 
间 以 及 内 存 的 使 用 量 之 间 的 差别 不 会 很 大 。 但 是 ， 当 数据 量 很 大 时 ， 比 如 图 像 重 
建 、 长 时 间 的 多 通道 脑 电 图 或 心电图 记录 等 ， 如 何 选择 算法 就 变 得 很 重要 。 

生物 医学 工程 师 如 何 选择 算法 呢 ? 你 需要 考虑 如 下 几 个 因素 : 

1) 结果 的 准确 度 和 精度 ; 

2) 程序 运算 所 需 的 时 间 ; 

3) 程序 运行 所 需 的 内 存 空 间 。 
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本 节 将 介绍 一 些 分析 工 具 ， 有 助 于 决定 如 何 表达 数据 以 及 如 何 选 择 算法 的 实 
现 方法 。 


2.6.1 算法 的 复杂 度 


确定 某 种 计算 所 需要 的 时 间 以 及 内 存 空 间 的 过 程 ， 称 为 算法 分 析 。 测 定 计算 
机 程序 的 实际 运行 时 间 并 不 是 衡量 时 间 的 好 方法 ， 因 为 随 着 处 理 器 芯片 的 新 发 
展 ， 计 算 机 的 运算 速度 在 不 断 提 高 。 

如 果 事 先 不 知道 有 多 少数 据 量 ， 或 者 要 编写 一 个 数据 量 适用 范围 较 大 的 通用 
程序 ， 就 需要 进行 算法 分 析 ， 以 便 提供 选择 算法 的 依据 。 

实际 运行 时 间 ( 即时 钟 时 间 ) 有 多 个 影响 因素 ， 包 括 处 理 器 时 钟 的 速度 、 
内 存 的 大 小 以 及 是 否 有 其 他 任务 在 同时 运行 等 。 通 常 所 说 的 程序 运行 速度 ， 惟 一 
的 标准 化 指标 就 是 渐 近 运行 时 间 ， 也 称 为 复杂 度 。 该 时 间 指 标 是 数据 量 的 函数 。 
2.6.2 ”运算 时 间 的 计算 

确定 算法 的 渐 近 时 间 复 杂 度 有 几 条 通用 的 规则 ， 首 先 ， 假 设 基 本 时 间 单 位 是 
单个 加 法 运算 所 需 的 时 间 ， 例 如 

Z-xty 

此 处 的 赋值 运算 时 间 小 于 加 法 运算 ， 因 此， 假设 赋值 时 间 等 于 加 法 运算 时 
间 ， 这 条 指令 运行 的 总 时 间 就 是 2 个 加 法 运算 时 间 。 而 以 下 乘法 的 运算 时 间 要 
K: 











C=axb 

乘法 的 时 间 近 似 等 于 加 法 时 间 乘 以 数 的 长 度 。 

通常 ， 估 算 运 行 时 间 的 基本 测量 单位 ， 要 么 用 加 法 时 间 ， 要 么 用 乘法 时 间 ， 
取决 于 被 求解 的 问题 。 哪 种 运算 用 得 较 多 ， 就 用 哪 种 运算 作为 基本 测量 单位 。 

计算 语句 序列 组 成 的 算法 的 运行 时 间 时 ， 有 以 下 规则 : 

规则 1: 两 个 数 求 加 法 或 求 减法 所 需 的 时 间 为 1 个 单位 时 间 ， 两 个 数 求 乘法 
或 除法 所 需 的 时 间 为 数 的 长 度 〈 即 数 的 二 进 制 位 数 ) 乘 以 加 法 的 时 间 。 

因为 乘法 是 用 重复 的 加 法 完成 的 ， 如 果 单 个 加 法 的 时 间 一 定 ， 设 为 1， 那 么 
乘法 所 需 的 时 间 就 是 加 法 运算 的 次 数 ， 也 就 是 二 进 制 数 的 位 数 。 

规则 2: 语句 序列 的 运行 时 间 就 是 各 条 语句 所 需 时 间 之 和 。 


X=10+Y 
Z-*Xx3 
Y = Z/X 


WAX, Y Z 所 需 的 总 时 间 就 是 各 条 语句 运行 时 间 之 和 。 记 住 ， 乘 法 运算 所 需 
的 时 间 是 数据 长 度 乘 以 加 法 运算 所 需 的 时 间 ， 因 此 ， 计 算 2 和子 的 时 间 要 远大 
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于 计算 的 时 间 。 计 算 这 3 个 值 所 需 的 总 时 间 主 要 由 乘法 和 除法 决定 ， 相 比 之 
下 ， 计 算 扎 的 时 间 可 以 忽略 不 计 。 

由 于 计算 一 个 加 法 的 时 间 是 常数 ， 因 此 ， 计 算 一 个 乘法 (或 除法 ) 的 时 间 
ew, TAX, YA Z 的 总 时 间 也 一 定 ， 可 以 表示 为 运算 的 次 数 ， 于 是 ， 总 
时 间 就 是 语句 序列 长 度 的 函数 。 

规则 3: 循环 语句 的 运行 时 间 为 循环 体 的 运行 时 间 乘 以 循环 次 数 。 

如 下 单 循环 : 


for j=1 ton 
sum =sum +a (i) *b(j) 


end 


Rw 为 计算 机 的 字 长 ， 则 循环 体 的 运行 时 间 将 是 w +2 数量 级 ， 其 中 w 为 乘法 
时 间 ， 另 外 2 个 单位 时 间 是 加 法 时 间 和 赋值 时 间 。 这 条 语句 要 重复 nn 次， 所 以 
循环 执行 的 总 时 间 为 n * (w +2) ， 也 就 是 nw +2n。 字 长 w 肯定 大 于 2，nw 这 
项 的 增长 速度 要 比 2n 大 得 多 ， 因 此 ， 可 以 确定 运行 时 间 为 nw 数量 级 ， 记 为 
O(nw) , 

如 果 程 序 中 有 藤 套 循环 ， 则 要 把 每 个 循环 的 重复 次 数 相 乘 ， 例 如 


for i=1 tom 
for j=1 ton 
sum - sum +a (i) *b(j) 
end 


end 


其 中 内 循环 体 有 w +2 步 运算 ， 内 循环 共有 mx* (w+2) 步 运算 ， 整 个 能 套 循环 则 
Amen (w+2) 步 运 算 。 当 m、n 和 w 增加 时 ， 计 算式 中 2mnm 项 比 mnw 项 的 
增长 速度 小 得 多 。 因 此 ， 只 需 保 留 计 算式 的 最 大 项 ， 渐 近 运 行 时 间 记 为 
O( mnw), 

例 2. 17 ”分析 程序 运行 时 间 与 数据 量 大 小 的 关系 

请 编写 一 个 程序 ， 计 算 单 通道 ECG 时 间 序 列 的 能 量 。 并 用 3 组 ECG 采样 数 
据 测 试 这 个 MATLAB 程序 : 第 一 组 有 128 个 采样 点 ， 第 二 组 有 4096 个 采样 点 ， 
第 三 组 有 65536 个 采样 点 。 

能 量 可 以 用 两 种 方法 计算 ， 一 是 计算 电压 幅 值 平 方 的 总 和 ， 二 是 计算 频率 分 
量 幅 值 平方 的 总 和 。 第 二 种 方法 可 以 分 别 用 DFT 或 者 FFT 算法 求 频谱 ， 因 此 又 
可 以 分 成 两 种 算法 。 
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随 着 时 间 序 列 采 样 点 数 的 增加 ， 程 序 运行 时 间 也 会 增加 ， 请 确定 哪 种 算法 的 
运行 时 间 最 短 。 
解 : 

由 题目 可 知 ， 计算 ECG 信号 能 量 的 方法 共有 如 下 3 种 : 

1) 计算 电压 幅 值 平方 的 总 和 ; 

2) 用 DFT 求 ECG 信和 号 的 频谱 ， 再 计算 频率 分 量 幅 值 平方 的 总 和 ; 

3) 用 FTT 求 ECG 信号 的 频谱 ， 再 计算 频率 分 量 幅 值 平 方 的 总 和 。 
根据 帕 塞 伐 尔 (Parseval) 定理 ， 这 3 种 算法 在 理论 上 是 等 价 的 。 也 就 是 ， 时 域 
上 信号 的 能 量 等 于 频 域 上 信号 的 能 量 。 除 了 运算 结果 的 准确 度 以 外 ， 这 3 种 算法 
的 区 别 就 是 所 需 的 计算 时 间 不 同 。 
方法 1: i ECG 数据 存放 在 MATLAB 数组 ecg 中 ， 计 算 能 量 的 程序 为 








power =0 
for ] =1 to length (ecg) 
power = power + ecg (i) * ecg (i) 


end 


如 果 ECG 数组 的 长 度 为 nx， 并 且 把 一 次 乘法 运算 作为 基本 时 间 单 位 ， 那 么 ， 

据 上 述 规则 3， 该 算法 的 运行 时 间 为 0(n) 。 

方法 2: 如 果 数 组 长 度 不 是 2 BUR, MATLAB 的 fft 函数 就 是 计算 DFT， 程 序 如 
F: 


freq = fft (ecg) 
power =0; 
for j =1 to length (freq) 
power — power + freq(i) * freq (i) 


end 


根据 上 述 规则 2， 这 种 方法 的 运行 时 间 等 于 DFT 计算 时 间 加 上 能 量 计算 时 间 ， 从 
MATLAB 的 帮助 信息 中 可 知 ，DFT 运算 的 时 间 为 O(n^) ， 其 中 为 ECG 数组 的 
长 度 。 则 整个 程序 的 运行 时 间 为 0O(m +n). AF r En 的 增长 速度 要 快 得 多 ， 
因此 ， 可 以 忽略 第 二 项 ， 运 行 时 间 就 是 O(n ) 。 

方法 3: 为 了 在 MATLAB 中 计算 FFT， 数 组 的 长 度 必 须 是 2 的 寡 ， 其 计算 时 间 为 
O(n login) 。 程 序 总 的 运行 时 间 为 0(n login n) ， 这 里 也 可 以 忽略 第 二 项 ， 运 
行 时 间 就 是 O(n log;n) o AX login 小 于 n，FFT 的 计算 时 间 小 于 DFT 的 计算 时 
间 。 
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由 此 可 见 ， 运 行 时 间 最 少 的 算法 是 方法 1， 它 直接 从 时 间 序 列 计算 能 量 。 图 
2.5 显示 了 O(n) , O(n login) FU O(n’) 这 3 个 复杂 度 之 间 的 大 小 区 别 。 
复杂 度 随 数组 长 度 的 变化 
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图 2.5  O(n).O(nlog,n) AO) 复杂 度 大 小 区 别 


2.7 本 章 学 习 要 点 


学 完 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 

1) 计算 机 应 用 于 生物 医学 工程 ， 可 以 不 出 差错 地 重复 执行 任务 ， 并 且 提 供 
友好 的 人 机 交互 界面 。 

2) 模块 化 的 程序 设计 语言 有 几 种 控制 结构 ， 即 顺序 语句 、 条 件 执行 和 重复 
循环 。 每 种 结构 的 控制 流 都 具有 一 个 人 口 和 一 个 出 口 。 规 定 使 用 少数 几 种 控制 结 
构 ， 可 以 使 编程 人 员 易 于 开发 和 调试 程序 。 

3) 在 传统 的 模块 化 结构 语言 中 ， 程 序 由 一 系列 操作 组 成 。 

4) 在 面向 对 象 程序 设计 语言 中 ， 程 序 是 数据 对 象 及 其 相互 关系 的 说 明 。 
MATLAB 是 一 种 面向 对 象 程序 设计 语言 ， 可 以 方便 地 实现 矩阵 运算 。 

5) 数据 类 型 和 数据 结构 是 表达 和 组 织 数 据 集合 的 方法 。 数 值 和 字符 串 是 
MATLAB 的 简单 数据 类 型 。 数 组 用 于 表示 同类 型 的 数据 集合 ， 元 胞 数组 和 结构 
数组 则 可 以 表示 混合 类 型 的 数据 集合 。 

6) 算法 及 其 实现 过 程 的 简单 分 析 可 以 帮助 编程 人 员 估计 程序 运行 时 间 随 数 
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据 量 增加 的 变化 情况 。 程 序 所 用 的 内 存量 与 计算 时 间 ， 这 两 者 之 间 始 终 需 要 折 
中 。 生 物 医学 领域 的 工程 人 员 要 根据 这 些 信 息 来 决定 如 何 编写 程序 。 

7) 如 何 用 MATLAB 实现 简单 的 计算 。 

8) 如 何 设计 和 编写 MATLAB 程序 ， 包 括 脚本 程序 和 函数 。 


2.8 习题 


2.1 求 以 下 表达 式 的 值 ， 先 手 .上 计算 ,然后 再 用 MATLAB 验证 答案 。 


.2/2*3 

.6-2/5*7^2-1 

. 10/215 -3 +2 *4 

. 3^2/4 

. 3^2^2 

.2*round(6/9 +3 *2)/2 -3 
. 2+ floor (6/9 +3%*2)/2-3 
.2*ceil(6/9*3*2)/2-3 


a a v vo 


7 Q h 0 


2.2 建立 一 个 矢量 x， 共 元 素 值 为 x, = (- 1) /(2n - 1) , JE 100 个 元 素 , 求 所 有 元 素 之 
和 。 
2.3 ”以 下 表达 式 用 于 模拟 美国 人 口 增 长 的 速度 ， 请 作出 表达 式 随时 间 ;变化 的 曲线 


197 273 000 
(1 + e PBU.) y 


其 中 ,日 期 ;的 单位 是 公元 年 ， 取 4=1700 ~2000， 并 估计 2020 年 的 人 口 为 多 少 。 
2.4 设 数组 4= [2797;3156;8125]， 清 解释 以 下 指令 的 运行 结果 : 





P(t) = 


.A' 

.A(:,[1. 4]) 
.A(2 3],[3 1]) 
. reshape (A,2,6) 
.A(:) 

. flipud (A) 

. Eliplr (A) 

. [AA(end,:) | 

. A(1:3,:) 

. [A;A(l1:2,:)] 


» Sum (A) 


Doa mood oo wv» 


H 


. Sum (A') 


. Sum (A,2) 


3 =e wu. 
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n. [[A;sum(A) ][ sum(A,2);sum(A(:))]] 


2.5 x= [3159 12-10-1296 1], 请 写 出 完成 下 列 操作 的 指令 
a. 将 * 中 的 正 数 设置 为 0; 
b. 将 其 中 3 的 倍数 设置 为 3〔〈 这 里 可 以 用 rem 函数 ) ; 
c. 将 zx 中 的 偶数 乘 以 $; 
d. 提取 * 中 大 于 10 的 数 ， 存 人 另 一 个 y 变量 ; 
e. 将 * 中 小 于 平均 值 的 数 设 置 为 0; 
[将 x 中 大 于 平均 值 的 数 设置 为 该 值 与 平均 值 之 差 。 
2.6 请 编写 一 个 MATLAB 函数 ， 求 以 下 函数 的 值 : 


200 当 y 小 于 10000 时 
200 + 0. 1(y — 10000) 36 y 位 于 10000 与 20000 之 间 时 


(y) = 
1200 +0. 15( y - 20000) 24 y 位 于 20000 与 50000 之 间 时 


5700 + 0. 25( y - 50000) 34 y 大 于 50000 时 
测试 数据 如 下 : 


a. y = 50000 1 200 
b. y = 17000 t = 900 

c. y = 25000 t = 1950 
d. y = 75000 t = 11950 


如 果 你 编写 的 脚本 用 input 输入 y 参数 ， 就 可 以 用 这 些 测 试 数据 验证 程序 的 正确 性 。 请 解释 为 
什么 以 下 站 模块 不 能 给 出 本 题 的 正确 答案 。 





if y<10000 

t=200 

elseif 10000 <y <20000 
£=200+0.1* (y -10000) 
elseif 20000 «y «50000 

t 21200 +0.15 * (y - 20000) 
elseif y »50000 

t-5700 +0.25 * (y - 50000) 


end 


2.7 ix2[822],y 2 [793] , 求 以 下 数组 的 值 
a ay = X,Y; 
b. bj = x,/Y; 
ec c; = xy, ARR e 的 元 素 之 和 
d. d, = x,/(2 +x; + yj) 
e e, = x, 和 yy 中 较 小 的 数 的 倒数 
2.8 Wi 德 多 项 式 (Legendre polynomial) P,(x) 用 以 下 递 推 方程 定义 ; 
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(n+1)P a(x) - (2n +1)P, (x) tnP, (x) =0 
WPQx)-21,P,(x) 2x,P.Q) = (3x -1)/2 , 求 后 续 3 个 勒 让 德 多 项 式 ， 并 在 [- 1, 1] 
区 间 上 作出 这 6 个 函数 的 曲线 。 

2.9 请 编写 一 个 函数 ， 计 算 矢 量 中 元 素 的 累积 乘积 。 矢量 x 中 第 / 个 元 素 的 累积 乘积 x 定义 
为 





P; = (x) (x2) Gg) 

其 中 , j= 1:x 的 长 度 。 用 以 下 两 种 不 同 的 方法 分 别 编写 这 个 函数 : 

a. 用 双重 for 循环 ， 一 个 元 素 一 个 元 素 地 求 值 。 内 循环 求 累 积 乘积 ， 外 循环 扫描 整个 P 

矢量 的 所 有 元 素 。 

b. FH MATLAB Pj Ei PRK prod 替代 a 中 的 内 循环 。 
可 以 用 MATLAB 内 置 函数 cumprod 验证 这 两 个 程序 的 正确 性 。 
2.10 在 例 2.3 和 例 2.15 所 作 的 隐 数 曲线 中 ， 当 参数 m= 's'，n =2 时 ,函数 曲 线 很 接近 
QRS 波 加 了 波 的 复合 波形 状 。 请 编写 MATLAB 脚本 ,产生 包 含 3 个 这 种 复合 波 的 时 间 序 列 。 
假设 心率 恒定 。 





4533 数值 分 析 的 概念 


3.1 科学 计算 


科学 计算 研究 科学 技术 各 个 领域 所 产生 的 数学 问题 的 求解 算法 。 生 物 医 学 
领域 的 工程 人 员 首 先 需要 用 连续 数学 模型 解释 所 观察 到 的 生物 现象 和 化 学 现 
象 ， 本 书 的 例题 表明 ， 要 求解 这 些 模 型 的 解析 解 通常 很 困难 ， 甚 至 是 不 可 能 
的 。 

数值 分 析 是 有 关 利 用 计算 机 求解 数学 模型 近似 解 的 算法 的 数学 理论 。 用 计算 
机 求解 时 ， 先 用 有 限 的 数值 数组 来 近似 连续 数学 函数 ， 再 利用 算法 有 效 、 准 确 、 
可 靠 地 近似 求解 数学 问题 。 

设计 数值 算法 时 ， 需 要 考虑 很 多 因素 。 本 书 的 目的 就 是 使 生物 医学 领域 的 工 
程 人 员 掌 握 必要 的 方法 ， 并 且 举 例 说 明 如 何在 实际 工作 中 应 用 数值 分 析 和 数值 方 
法 。 如 果 需 要 了 解 有 关 的 背景 知识 ， 读 者 可 以 参阅 本 章 末 尾 的 参考 文献 。 

本 章 包括 如 下 学 习 内 容 : 

。 绝对 误差 和 相对 误差 之 间 的 区 别 ; 

。 如 何 利用 泰勒 级 数 (Taylor series) ， 即 泰勒 公式 ， 展 开 连 续 函 数 ; 

e MATLAB 中 如 何 用 浮 点 数 表示 实数 ; 

* 数值 计算 过 程 中 舍 人 误差 是 如 何 传播 的 ; 

。 避免 消去 误差 的 几 种 方法 。 


3.2 数值 算法 及 其 误差 


用 计算 机 近似 处 理 数学 模型 时 ， 计 算 中 不 可 避免 地 总 是 存在 误差 .计算 结果 
只 能 是 近似 的 ， 只 能 尽 可 能 减 小 误差 。 生 物 医 学 领域 的 工程 人 员 在 设计 数学 模型 
数值 解法 的 时 候 ， 要 了 解 相对 误差 和 绝对 误差 等 可 能 的 误差 来 源 ， 并 懂得 如 何 减 
小 这 些 误差 ， 

给 定 某 个 量 w 及 其 近似 值 z:， 则 vw 的 绝对 误差 为 |u vl, FRB |u -v1/ 
ju|( 设 wzx0)。 通 常 相对 误差 比 绝对 误差 更 有 意义 ,特别 是 对 于 浮 点 数 表示 法 ， 
3.3 节 会 说 明 这 一 点 。 表 3. 1 比较 了 几 种 w 和 vw 具体 数值 组 合 的 绝对 误差 和 相对 


误差 。 
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表 3.1 绝对 误差 与 相对 误差 的 比较 

















u r 绝对 误差 WA 对 误差 

1 0. 99 0. 01 0. 01 

1 1.01 0. 01 0. 01 
-1.5 -1.2 0.3 0.2 
100 99, 99 0. 01 0. 0001 
100 99 1 0.01 











Sua 1 时， 绝对 误差 与 相对 误差 之 间 的 区 别 不 大 ; BE, lul > Bf, 
相对 误差 就 能 很 好 地 反映 u 与 近似 值 v 之 间 的 差别 。 

可 能 影响 数值 计算 准确 度 的 误差 有 如 下 几 种 。 建 立 数学 模型 时 ,会 引入 模型 
的 近似 误差 。 例 如 ,计算 星体 的 特性 时 ， 经 常 把 它们 看 作 球 体 ; 为 了 使 复杂 的 化 
学 反应 数学 模型 易于 处 理 ， 经 常 忽 略 反 应 的 某 些 不 重要 部 分 。 计 算 中 所 用 的 一 些 
初始 输入 数据 通常 由 实际 测量 得 到 ， 由 于 测量 系统 和 仪器 不 可 能 绝对 准确 ， 即 使 
经 过 计算 机 模型 的 仔细 计算 ， 得 到 的 结果 也 不 会 与 真实 值 一 模 一 样 ， 这 就 产生 了 
测量 误差 。 第 9 章 会 讲解 这 个 问题 。 

在 确定 待 求解 问题 的 准确 性 时 ， 需 要 考虑 模型 误差 和 测量 误差 等 误差 因素 。 

计算 过 程 中 用 近似 公式 代替 实际 函数 会 产生 近似 误差 。 近 似 误 差 有 截断 误差 
和 收敛 误差 两 种 。 连续 过 程 的 离散 化 采样 时 ， 会 产生 截断 误差 ， 例 如 ， 插 值 近 
似 、 数 值 微分 和 数值 积分 等 。 和 迭代 方法 会 产生 收敛 误差 ， 例 如 ， 非 线性 问题 通常 
必须 用 和 迭代 法 近似 求解 ， 经 过 无 限 次 迁 代 之 后 ， 甚 极限 值 会 收敛 到 准确 解 ; 但 
是 ， 实 际 处 理 时 只 进行 有 限 次 迭代 ， 就 会 产生 误差 。 选 代 法 也 经 常用 于 线性 代 
数 ， 经 过 有 限 次 近代， 还 未 达到 准确 解 时 ， 和 办 代 过 程 就 结束 了 ， 因 此 ， 就 产生 收 
SURE. P4 章 将 讲述 这 些 问 题 。 

即使 没有 近似 误差 ， 在 非 整数 的 实数 计算 中 也 都 会 有 舍 人 误差 ， 这 是 因为 计 
算 机 无 法 完全 准确 地 表示 实数 。 本 章 3.5 节 将 讨论 MATLAB 的 实数 表示 法 。 在 
计算 过 程 中 ， 售 人 误差 总 是 向 前 传播 ， 其 大 小 甚至 可 能 超过 算法 的 模型 误差 和 近 
似 误差 。 由 此 可 匈 ， 在 选用 特定 的 数值 方法 时 ， 要 认识 其 近似 误差 和 舍 人 误差 ， 
并 尽 可 能 控制 误差 。 


3.3 泰勒 级 数 


连续 形式 的 方程 通过 泰勒 级 数 (以 及 泰勒 公式 ) 可 以 转化 为 离散 形式 的 方 
程 ， 因 此 ， 泰 勒 级 数 是 连续 方程 与 离散 方程 之 间 相 互联 系 的 关键 。 设 拟 x) 在 包 
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R xo 和 x +h 的 某 个 区 间 上 存在 hk+1 阶 导数 ， 则 其 无 限 泰勒 级 数 为 





f(x) = fla) + CE = Rf G8) +4 GR psy) us STNG Cy) + 
(3.1) 
有 限 泰勒 级 数 为 
F(x) = flay) + (x= ay f(a) € pag) es 
(x — xa)“ k (x k+l 
ay o4 09 ecu. (E) (3.2) 
这 两 者 是 等 价 的 。 有 限 泰勒 级 数 最 后 一 项 
pet = SY pcg) (3.3) 


(n1)! 
称 为 余 项 , EOM x, 与 x 之 间 的 某 个 点 。 

Fist (3.1) 计算 与 % 点 相距 有 的 点 x。+h 上 的 f( ) 函数 值 ， 如 果 截 去 式 中 
第 上 项 之 后 的 项 ， 就 成 为 泰勒 公式 ， 泰 勒 公式 具有 误差 项 ， 即 


Goa O (3.4) 


A ETEA BRITCAR BROT DOERR ARR 

843.1 截断 误差 和 舍 人 误差 是 如 何 产生 的 

RRB (x) = sin(a) 的 导数 六 (z) HE xo 处 的 近似 信 。 假 设 导数 /' (x9) 不 
能 直接 求 得 ， 而 是 需要 利用 s 附近 * ALD ECCL GO 来 计算 。 例 如 ， 设 m = 
0.5， 则 有 f(xo) =sin (0.5) ~ 0.479 ,请 计算 MERA x MERES O) ， 
并 由 此 计算 六 (xm) 。 
解 

利用 泰勒 级 数 和 奈 勒 公式 可 以 建立 算法 。 对 于 菜 个 很 小 的 正 数 4， 有 

Fly +h) m £089) + MPG) + Bf) + EGO Cay) + BPW) 4 
于 是 ` 

xo th) -f(x 2 .3 3 4 
Piao) = ERE LEGO. - (Urea) VE fay) BOW) ee 
BERST, KEMARI 

f(x +h) -f (x0) 


fos) ~ ; 








该 算法 的 截断 误差 为 
Go -La 和 Le) 








= (Ereo ESO Cao) + BP) e) 
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图 3. 1 显示 了 该 算法 的 含义 ,就 是 用 /( ) 邻近 点 弦 线 的 斜率 来 近似 各 处 切 
线 的 斜率 。 


Fle Edt yew net Tools Desktop Window Help 
Deus k AAMe & O 





图 3.1 数值 方法 求 导 示 意图 

图 中 切线 (tangent) HRES’ (xo) MIX (chord) 的 斜率 f(x, +h) - 
Ff (xg) ) /天 来 近似 。 

WRS” (wo) 已 知 ， 并 且 不 等 于 0， 那么 ， 对 于 很 小 的 h， 截 断 误差 可 以 估计 
为 
f' (x0) df de e -f (x) isi ae | 
即使 "(x。o) AR, REE f" (xs) 关 0 ,该 公式 表明 ， 减 小 h， 就 可 以 减 小 截断 误 
差 ， 截 断 误 差 与 成 正比 。 

MF eee f(x) = sin(x) ,在 x6 20.5 处 ， 导 数 真实 值 f'(x6) = cos(0.5) = 
0. 877… 。 如 果 取 =0. 1， 用 泰勒 公式 求 得 的 近似 值 为 

f'(x9) ~ (sin(0.6) - sin(0.5))/0.1 = 0. 852... 

绝对 误差 约 为 0.025， 相 对 误差 10. 877 -0. 852 |/10. 877 | 的 值 也 差不多 是 这 个 数 
量 级 。 

显然 ， 用 h=0.1 计算 的 f(xo) 不 太 准 确 ， 若 采用 更 小 的 产值 ， 用 同样 的 泰 
HARR o) 近似 值 ， 则 误差 如 下 : 
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h 绝对 截断 误差 
0.1 2. 541321e - 002 
0.01 2. 411734e - 003 

0. 001 2. 398590e - 004 
0. 0001 2. 397274e - 005 
0. 00001 2. 397147e - 006 


可 见 ， 误 差 随 着 值 的 减 小 按 比例 下 降 。 已 知 /"(x) =- sin(x) ， 并 且 在 
20 54b, AS" Gs) ~0 240， 这 个 误差 列表 证 明了 0.244 A-I (ay) | 是 
很 好 的 截断 误差 估计 。 

B: 以 上 计算 以 及 下 面 的 计算 都 用 MATLAB 完成 。 

这 些 结果 似乎 说 明 ， 采 用 任意 小 的 h 值 几 乎 可 以 求 得 完全 准确 的 解 。 例 如 ， 


假设 要 使 截断 误差 | cos (0.5) - 90 (03:370 sin (0.5) | <10-0， 由 例 3.1 


的 结果 可 知 ， 似 乎 只 要 使 算法 中 及 <10-"/0.25 即 可 。 但是， 对 于 非常 小 的 正 数 
h， 求 得 的 绝对 截断 误差 值 会 有 如 下 变化 : 





























h 绝对 截断 误 关 
1.0e -8 4. 361050e - 10 
1.0e -9 5. 594726e - 8 
1. 0e - 10 1. 669696e - 7 
l.0Qe- I1 7.938531e - 6 
1.0e - 13 6. 851746e - 4 
1.0e - 15 8.173146e -2 
1.0e- 16 3.623578e - | 








图 3. 2 的 双 对 数 坐 标 图 显示 了 误差 随 步 长 六 的 变化 情况 。 当 卢 值 从 右 到 左 逐 
渐 减 小 时 ， 开 始 阶段 误差 也 逐渐 减 小 ， 但 随后 的 趋势 发 生 了 变化 ， 变 为 误差 逐渐 
增加 。 图 3. 2 由 MATLAB 脚本 产生 ， 程 序 如 下 : 


x0 =.5; 

f0 =sin(x0); 

fp =cos (x0); 

i- -20:0.5:0; 

h=10.%1; 

err abs (fp- (sin(x0 +h) -f0)./h); 
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d_err=f0/2 *h; 

loglog (h,err,'- * '); 
hold on 

loglog (h,d err,'-.'); 
xlabel('Step size h') 
ylabel ('Absolute error') 


Figure 1 





图 3.2 截断 误差 和 舍 人 误差 共同 作用 的 结果 


图 中 实 线 为 函数 /(z) = sin(x) TE xo =0.5 处 的 LPs) A +B) fs) 计 


算 值 的 插值 连 线 。 点 划 线 表示 没有 售 人 误差 时 的 离散 化 误差 变化 情况 ， 它 是 一 条 
直线 。 

图 3. 2 中 误差 的 最 小 值 大 约 在 h =10“ 处 ， 此 处 截断 误差 和 舍 人 误差 在 总 误 
差 中 各 自 占有 的 比例 相当 。 当 hh 值 大 于 10 时 ,截断 误差 为 主 ; MB A 值 的 减 
小 ， 截 断 误 差 也 减 小 ; Sh DF 10“ 时 ， 截 断 误差 变 得 很 小 ， 舍 人 误差 开始 
成 为 误差 的 主要 成 分 ， 并 随 着 h 值 的 减 小 而 增 大 。 这 就 是 为 什么 在 涉及 求 微分 方 
程 近似 解 等 数值 问题 时 ， 要 让 截断 误差 为 主 的 重要 原因 。 有 关 这 个 重要 论题 的 详 
细 内 容 请 参阅 第 7 章 。 
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3.4 ” 减 小 误差 


由 于 问题 求解 和 数值 算法 这 两 步 都 会 有 误差 ， 因 此 计算 求 得 的 每 个 解 都 存在 
误差 。 那 么 ， 对 于 相似 的 数据 和 算法 ,数值 解 与 真实 解 之 间 是 只 有 微小 的 差别 
呢 ， 还 是 会 有 很 大 的 差别 ?如 果 差 别 太 大 ,数值 解 就 毫 无 意义 了 。 

这 个 问题 在 医学 成 像 中 很 重要 ， 形 成 了 重要 的 理论 ， 这 里 只 提 一 下 有 关 的 概 
念 ， 仅 供 参考 。 当 问题 的 解 对 于 很 小 的 误差 也 很 敏感 时 ， 称 为 不 适 定 问题 ， 意 思 
是 数据 中 很 小 的 扰动 就 会 引起 计算 结果 产生 很 大 的 变化 。 对 于 不 适 定 问 题 ， 没 有 
任何 算法 可 以 使 问题 的 解 对 小 误差 不 敏感 。 在 这 种 情况 下 ， 可 能 需要 对 问题 的 定 
义 进 行 适当 的 修正 ， 医 学 成 像 就 是 一 个 很 好 的 例子 。 例 3. 1 的 数值 微分 也 是 一 个 
例子 ， 当 准确 度 要 求 很 高 ( 即 h 值 很 小 ) 时 ， 该 例题 的 数值 微分 问题 显然 就 变 
成 了 不 适 定 问题 。 

通常 ， 在 计算 过 程 中 不 太 可 能 避免 人 人 误差 的 累积 ， 舍 入 误差 可 能 按照 线性 
方式 传播 ， 也 可 能 按照 指数 方式 传播 。 假 设 e, 是 算法 第 步 的 相对 误差 .那么 ， 
E, ^ cones 表示 初始 误差 so 以 线性 方式 传播 ; 而 e, cres 则 表示 初始 误差 以 指数 
方式 传播 。 其 中 ，c Me WHR, WAT 1。 显然 ， 必 须 避 免 使 用 传播 误差 以 指 








数 方式 增长 的 算法 。 
例 3.2 不 适 定 问 题 
计算 如 下 积分 : 
V 
y, = IF Eor 其 中 ,n = 1,2,…, 25。 
解 : 
由 微 积 分 可 得 


1 
< x" + 10x"! n- 1 
yrs [gom = fede = 
0 


并 且 


1 


1 
Yo to" In(11) n(10) 


因此 ， 计 算 这 个 积分 的 数值 算法 设计 为 
FER y, = In(11) - In(10) 
然后 利用 下 式 计算 n=1，2,…, 25 时 的 y, 值 : 


1 
Ys = n ~ 10y, 
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图 3.3 是 MATLAB 程序 显示 的 25 个 v, 值 的 序列 。 如 果 没 有 MATLAB 的 浮 点 
数 舍 人 误差 ， 计 算 值 会 很 准确 。 但 是 ， 实 际 上 每 计算 一 步 伟人 误差 都 被 乘 以 
10， 因 此 误差 以 指数 形式 上 升 。 显 然 ， 对 于 任何 值 ，y, 的 真实 值 总 是 满足 
O<y, <1， 但 图 中 所 示 的 数据 序列 并 非 如 此 ， 所 以 ， 该 数值 解 的 结果 是 错误 
的 。 
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图 3.3 fill 3.2 的 25 个 数值 解数 据 序列 
3.5 MATLAB 的 浮 点 数 表达 


计算 数学 模型 的 近似 解 时 ， 影 响 较 大 的 误差 之 一 就 是 舍 入 误差 ， 由 于 计算 机 
使 用 有 限 精度 的 数 来 表示 实际 数值 ， 因 此 产生 了 这 种 误差 。 

可 以 想像 ， 要 真正 准确 地 写 出 实际 数值 需要 消耗 无 限 的 纸 和 笔 。 例 如 ， 如 下 
这 个 循环 数 : 


t = 2.6666… = ( 2 5 ee A 


+ + + + 
10' 10° 10° 10* 105 
就 是 一 个 写 不 完 的 无 限 序列 。 但 是 ， 计 算 机 只 能 用 有 限 的 内 存 空间 表示 实际 数 
值 ， 因 此 ， 无 论 采 用 何 种 表示 方法 ， 任 何 数据 都 只 能 包含 有 限 位 数 。 例 如 ， 把 
8/3 这 个 无 限 序 列 截断 为 含有 4 位 小 数 的 有 限 数 ， 就 得 到 





+ +++) x 10! 
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2 6 6 6 
10° * 10? * 10° * 10° 

每 个 实际 数值 x 都 有 其 浮 点 数 表示 ， 记 为 f1(x) ， 假 设 浮 点 数 有 :上 位 小 数 
( 称 为 精度 ) ， 则 

fl(x) = +0. d,d,d,---d,,d, x 10° 

( * d. + d et dii + Ax 10* 
i0' 10^ 10 10^ 10 
确定 式 中 正 负 号 以 及 数字 d, 和 指数 e 的 值 , 使 f1(x) 尽 可 能 接近 x 的 实际 数值 。 
一 个 数 的 浮 点 数 表示 并 不 是 惟一 的 ， 比 如 0. 2666 x 10' 可 以 表示 为 0.02666 x 
10°, 

规格 化 的 浮 点 数 表示 法 规定 d, 40, Alt, Al<d,<9, FAX Fi=2,--, 
t， 有 0<d;<9。 指 数 的 范围 也 有 限制 ， 在 给 定 的 浮 点 数 系统 中 ， 总 是 存在 两 个 
整数 U>0 和 上 <0， 所 有 指数 必须 满足 不 等 式 上 <e<U。 由 此 可 见 ， 系 统 能 表示 
的 最 大 数 为 


i = 2. 6666… = ( 





)x 10' = 0. 2666 x 10! 


=t 








0.99---99 x 10" < 10' 
能 表示 的 最 小 正 数 就 是 
0. 10…00 x 10 生 


3.5.1 浮 点 数 表 达 的 IEEE 754 标准 


如 今 绝 大 多 数 计算 机 使 用 二 进 制 数 ， 遵 循 1985 年 建立 的 IEEE 标准 ( 即 
IEEE754)。 其 中 ， 每 位 数字 d 的 值 只 能 取 0 或 1， 这 样 ， 对 于 规格 化 的 浮 点 数 
表示 ， 第 一 位 数字 必定 为 由 = 1， 就 没有 必要 存储 了 。IEEE 标准 的 二 进 制 浮 点 
数 表示 为 

fl(x) =+ (1 TT e xn 

MATLAB 中 使 用 的 IEEE 标准 浮 点 数 为 64 位 字 长 ， 称 为 双 精 度数 。64 位 中 ， 
第 一 位 是 符号 位 s， 若 s =0， 表 示 正 数 ; 若 *=1， 则 表示 负数 。 随 后 的 11 位 是 
指数 ， 再 后 面 的 52 位 是 小 数 。 小 数 有 52 位 ， 加 上 第 一 位 1， 因此 ， 其 精度 是 
52 41 253 位 。 

指数 没有 特定 的 符号 位 ， 指 数 的 正 负 用 一 种 偏 移 的 方法 来 实现 ， 也 就 是 存储 
的 指数 值 等 于 实际 指数 加 一 个 偏 移 量 。 对 于 IEEE 双 精 度 浮 点 数 ， 这 个 偏 移 量 为 
1023。 因 此 ， 如 果 指 数 域 存放 的 值 为 1023 ， 则 表示 实际 指数 值 为 0; 如 果 存 放 的 
值 为 2000， 则 表示 实际 指数 值 为 977 ( 即 2000 - 1023) 。 

对 于 双 精 度数 ， 可 以 表示 的 最 大 数 约 为 10”， 最 小 正 数 约 为 2.2 x 107, 

例 3.3 IEEE 754 浮 点 数 表达 





jr 
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以 下 64 位 二 进 制 数 是 一 个 IEEE754 双 精 度 浮 点 数 : 

0100000001111110100000000000000000000000000000000000000000000000 

1) 第 一 位 符号 位 为 0， 所 以 这 是 正 数 ; 

2) 第 二 位 开始 的 11 位 数字 “10000000111” 是 指数 e， 这 11 位 二 进 制 数 对 
应 的 十 进 制 数 值 为 1031， 因 此 ， 实 际 指数 的 值 为 e=1031 -1023 =8。 

3) 再 后 面 的 52 位 数字 “1110100000000000000000000000000000000000000000000000” 
是 浮 点 数 的 小 数 部 分 ， 也 称 为 尾数 。 这 个 尾数 的 值 为 0. 90625 。 

因此 ， 这 个 浮 点 数 的 十 进 制 数值 为 

符号 "(1 + 尾数 ) x 2° 

即 1. 90625 x 2* =488 

指数 值 - 1023”( 即 所 有 位 均 为 0) 和 值 1024 ( 即 所 有 位 均 为 1) 保留 
用 于 表示 特殊 的 数值 。 由 于 第 一 位 总 是 1， 真 正 的 数值 零 无 法 直接 表示 。 因 
此 ， 设 定 零 是 一 个 特殊 的 值 ， 用 指数 域 和 小 数 域 的 二 进 制 位 都 为 0 来 表示 。 
这 样 ， MAS -0 和 +0 两 个 不 同 的 零 值 ， 但 是 ， 作 比较 时 ， 两 者 的 值 是 相 
等 的 。 

无 穷 大 也 是 特殊 数值 ,“+om” 和 “-o” 这 两 个 值 用 所 有 指数 位 为 1， 所 
有 小 数位 为 0 来 表示 ， 符 号 位 用 于 区 分 无 穷 大 的 正 负 。 把 无 穷 大 表示 为 特殊 值 ， 
很 有 用 ， 可 以 处 理 溢出 情况 。 

值 “NaN”(Not a Number) 用 于 表示 “不 是 数 "， 其 所 有 指数 位 为 1 ， 而 小 
数 不 等 于 0。NaN 可 用 于 检测 0 BRO 等 异常 状态 出现 这 类 错误 时 ， 用 “NaN” 
来 处 理 ， 可 以 不 中 止 程序 的 运行 。 

如 果 一 个 数 太 大 ， 超 出 了 浮 点 数 系统 可 以 表示 的 范围 ， 称 为 “上 滋 ”。 如 果 
一 个 数 的 指数 小 于 最 小 可 以 表示 的 值 (在 IEEE 754 的 双 精 度数 系统 中 是 
-1023), ， 则 称 为 “下 六 ”。 计 算 过 程 中 如 果 出 现 上 洲 ， 通 常 是 致命 的 错误 ; 而 
下 滋 没 什么 关系 ， 系 统 通 党 把 下 溢 的 数 置 为 0， 就 继续 运行 程序 (MATLAB 就 这 
么 处 理 ， 不 给 出 警告 信息 ) 。 


3.5.2 浮 点 数 的 算术 运算 、 截 断 和 舍 入 


用 有 限 的 上 位 数字 存放 实际 数值 有 两 种 方法 ， 一 种 是 截断 ， 忽 略 后 面 的 位 
dis di, di 等 等 ; 另 一 种 是 舍 人 ， 当 & 2 时,，d 加 1, 例如 ， 假设 1=3， 
则 有 











O 原 蔬 此 处 为 1023。 一 一 谋 者 注 
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x 截 M $ 入 
5.672 5.67 5.67 
-5. 672 -5.67 -5.67 
5.677 5.67 5.68 
-5.677 -5.67 -5.68 








数值 10'“' 称 为 系统 的 误差 限 (eps) ， 是 单 次 计算 引信 的 最 小 误差 量 。 对 于 
IEEE 标准 的 双 精 度 浮 点 数 ， 系 统 的 误差 限 为 2.2 x10-“。 在 MATLAB 指令 窗 中 
键入 eps， 所 显示 的 值 差不多 就 是 2.2 x10-*。 值 1:-1 通常 称 为 有 效 数字 位 数 。 

即使 IEEE 754 系统 的 数值 表示 是 准确 无 误 的 ， 数 的 算术 运算 也 会 引 人 舍 人 
误差 。IEEE 标准 要 求 运算 过 程 中 使 用 一 种 称 为 精确 舍 入 的 方法 ， 也 就 是 必须 先 
精确 计算 ， 然 后 再 舍 人 为 最 接近 的 浮 点 数 。 假 设 f1(x) 和 f1(y) 为 两 个 浮 点 数 ， 
WMS ARE 

fl(fl(x) x fl(y)) = (fl(x) €fl(y)) (1 +e) 
fl(fl(x) xfl(y)) = (fl(x) x fl(y))(1 +e) 
fl(fl(x) +fl€y)) = (fl(x) = fl€y)) (1 + 4) 
其 中 ，s, 万 eps。 用 精确 全 和信 法， 可 以 保证 每 次 运算 后 引 和 人 的 相对 误差 最 小 。 

例 3.4 浮 点 数 误 差 的 传播 

假设 * =0.1103， 并 且 y 20.9963 x10 一 ， 则 两 数 之 差 的 准确 值 为 * -y = 
0. 100337。 如 果 截 取 精 度 都 是 4 位 ( 即 !=4)， 请 分 别 计算 以 下 两 种 计算 方式 下 
两 数 之 差 的 相对 误差 (1) 用 两 数 之 差 的 准确 值 截取 ; (2) 截取 浮 点 数 之 后 计 
算 两 数 之 差 。 

解 : 

(1) 截取 两 数 之 差 准 确 值 的 前 4 位 ， 其 值 为 0.1003”， 因此， 精确 舍 入 的 相 

对 误差 为 


|0. 100337 - 0. 1003 | 

|0. 100337 | 
(2) 如 果 将 浮 点 数 先 截 成 4 位 ， 再 求 两 数 之 差 ， 则 其 结果 的 相对 误差 为 
[0. 100337 - 0. 1004 | 

|0. 100337 | 


TA, AMAT BELLS at TORRID AME, BUS x 107. 


= 0.37 x 10^ 


= 0.63 x 10^ 








O XAW 0.1033. ——FEATE 
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例 3.5 MATLAB 系统 的 精度 
通常 ， 对 于 任意 的 a 值 , Aasep, ME +a) = 1, TE MATLAB 中 ,如 
下 指令 : 


gamma —.5 *2^(-100) 
delta = (1 + gamma) -1 


产生 的 输出 结果 为 


gamma =3.9443e -031 
delta =0 


请 利用 这 个 输出 结果 ， RRA A 3.1, DA A 值 ， 误 差 曲 线 是 平 
的 ? 
解 : 

如 图 3. 2 所 示 ， 对 于 很 小 的 疡 值 ， 含 人 误差 为 主 。 本 例题 的 MATLAB 程序 
显示 ,这 种 很 小 的 值 ( 即 程序 中 的 gamma)， 是 加 不 上 ， 也 减 不 掉 的 。 因 此 ， 
在 这 个 hh 值 或 更 小 的 有 值 处 估计 的 导数 值 总 是 0， 误差 也 就 是 常数 。 


3.5.8 ” 舍 入 误差 的 累积 和 消去 误差 


数值 算法 的 很 多 运算 都 不 可 避免 地 会 引入 小 误差 ， 要 认识 到 每 步 浮 点 数 运算 
都 会 带 入 小 的 相对 误差 ， 并 且 更 重要 的 是 要 了 解 这 些 误 差 的 累积 情况 。 下 面 是 几 

1) 如 果 x My 的 大 小 差别 很 大 ， 则 * +y 的 绝对 误差 会 很 大 。 

2) 如 果 |y|<1， 则 x/y 有 很 大 的 相对 误差 和 绝对 误差 。 如 果 |y| 关 1， 则 条 
也 会 有 很 大 的 相对 误差 和 绝对 误差 。 

3) 如 果 x*<=y， 则 *-y 有 很 大 的 相对 误差 ， 这 种 误差 称 为 消去 误差 。 

4) 上 溢 会 导致 计算 结果 出 错 ， 但 有 时 可 以 避免 。 

例 3.6 HAL 

假设 浮 点 数 系统 的 精度 为 4 位 ， 指 数 为 2 位 。 如 果 a =10”, 且 b=1, 计算 
c=vo + 的 值 。 这 个 精度 下 的 正确 答案 是 c = 10”。 请 说 明 ， 在 计算 过 程 中 ， 
如 何 用 事先 调节 比例 的 方法 避免 上 洲 。 
解 : 

IHE s0, MA c=sv (a/s)? + (b/s) RL, 设 s=a=10”， 则 计算 b/s 
的 平方 时 ， 会 产生 下 滋 ， 也 就 是 得 到 的 值 为 0。 这 样 ， 就 可 以 求 得 c 值 的 正确 答 
案 。 
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消去 误差 在 实际 计算 过 程 中 经 常 出 现 ， 了 解 其 存在 很 重要 。 例 如 ， 在 例 3.1 
中 ,光滑 (可 求 导 ) RASC) TE x = xy 处 的 导数 用 两 个 相 邻 点 的 /函数 值 之 差 
除 以 自 变 量 的 差 来 近似 ， 即 : 





xo th) - f(x 
fp) ~ It f 
Ph ARV, PETIA IRAE, FFARR EK. BK LUE a ngu, 
有 时 就 可 以 避免 这 种 误差 。 


例 3.7 避免 消去 误差 

Wx = 100000， 并 且 浮 点 数 系统 的 精度 为 5 位 十 进 制 数 ， 请 计算 y=wvx +1- 
Vx 的 值 。 该 浮 点 数 系统 不 和 准确 表示 100001 xx hE, KIC MBBS A, TE 
该 系统 中 ， 这 个 数 都 是 100000。 也 就 是 说 ， 在 该 浮 点 数 系统 下 ， 对 于 x = 


100000, &x«l1-2x, E EUttoR/x +1 -Vx 的 值 ， 结 果 只 能 为 0。 请 设计 一 种 能 够 
计算 出 该 表达 式 正确 值 的 方法 。 








fE: 
以 下 恒等式 可 用 于 求 /x +1 一 Vx 的 值 : 
(x *1-/x)G/x * 1x) - 1 
(Vx +1 +x) (x +1 +x) 


XIF x =100000, 4 0.15811 x 107, REALS 位 十 进 制 数 的 准确 值 。 

还 有 一 种 避免 消去 误差 的 方法 就 是 利用 泰勒 级 数 展开 式 。 

例 3.8 利用 泰勒 级 数 展开 式 避 人 免 消 去 误差 

对 于 很 小 的 正 数 x*， 即 x >0， 且 |x| ~0。 请 说 明 如 何 计算 y=sinh (x) = 
(e'-e") /2 的 值 ， 才 能 使 减法 引起 的 消去 误差 最 小 。 
ft : 

利用 如 下 泰勒 级 数 展开 式 


3 5 
sinh(x) = x + £- 472-4. 


6 120 
可 以 在 计算 y 值 时 ， 避 免 消 去 误差 ， 因 为 泰勒 级 数 中 只 有 加 法 运算 ， 没 有 减法 运 
TE. MUR x 很 小 ,用 截断 级 数 + 5 就 可 以 近似 7 值 ， 因为 |x*| 友 1 时 ， 截 断 误差 


Bde. 假设 采用 与 例 3.7 相同 的 5 位 十 进 制 数 系统 ， 则 sinh(0.1) = 


0.10017 ， 而 sinh(0.01) = 0.01 。 这 些 是 该 浮 点 数 系统 下 的 “准确 ” 值 。 如 果 
用 没有 离散 化 误差 的 指数 函数 进行 计算 ， M x 20.1 和 x=0.01 时 的 y 值 分 别 为 
0. 10018 和 0. 010025 。 

设 z=x-y， 其 中 zx=y， 那 么 ,用 如 下 数学 方法 可 以 考察 浮 点 数 系统 中 这 两 
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个 几乎 相等 的 数 相 减产 生 的 效果 : 
lz - f(z) |S læ- f(x) l+ dy - £102) | 
相对 误差 为 
lz-fl(z)1_ 1x - f(x) |+ ly - f(y) | 
jz} > lx - yl 
因为 x~y， 式 中 的 分 母 接近 于 0， 所 以 ， 相 对 误差 就 可 能 很 大 。 
使 用 舍 人 算法 时 ， 误 差 会 有 正 负极 性 变化 ， 而 截断 算法 则 没有 。 因 此 ， 在 统 
计 意义 上 ， 大 规模 的 计算 中 ， 含 人 算法 的 误差 之 间 可 能 偶尔 会 互相 抵消 。 





3.6 ”本章 学 习 要 点 


学 完 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 

1) 科学 计算 的 误差 来 源 有 : 数学 模型 本 身 的 误差 、 输 入 数据 的 测量 误差 、 
求 连续 函数 近似 解 引起 的 误差 和 各 种 计算 中 的 伟人 误差 等 。 

2) 泰勒 级 数 和 泰勒 公式 是 连续 函数 近似 解数 值 算法 的 开发 工具 。 

3) 必须 减 小 误差 ， 使 数值 解 接近 准确 解 。 

4) 绝对 误差 由 截断 误差 和 舍 人 误差 两 部 分 组 成 。 当 截断 误差 较 小 时 ， 舍 人 
误差 较 大 ; 反之 ， 当 截断 误差 较 大 时 ， 舍 人 误差 就 较 小 。 这 是 数值 方法 中 最 重要 


的 折 中 。 
5) 浮 点 数 是 计算 机 表示 的 实数 ， 它 本 身 就 存在 误差 ， 要 么 由 截断 引起 ， 要 
么 由 舍 人 引起。 


6) MATLAB 的 浮 点 数 表示 法 遵循 IEEE 754 标准 。 
7) 转化 计算 公式 的 形式 常常 可 以 避免 消去 误差 。 


3.7 习题 


3.1 利用 如 下 三 角 恒 等 式 : 
cos( 中 ) - cos( g) = -2sin( 业 二)sin{ 中 了 2) 


可 以 把 函数 f(x,6) = cos(x +8) - cos(x) 转化 为 另 一 种 请 (*,5) 的 形式 。 如 果 算 术 运 算 完全 
准确 ， 那 么 ， 对 于 任意 给 定 的 x 和 6 值 , f, ALA 的 值 相等 。 
请 编写 一 个 MATLAB Hk, 23$ x 23, H8-1.0e "MW, 计算 g(x,6) = f (x,8)/8 + 
sin(x) 和 g(x,6) = 有 (x,6)/6 * sin(x) 的 值 ， 并 解释 两 个 计算 结果 之 间 的 差别 。 
3.2 利用 如 下 三 角 公 式 : 
sin( 中 ) - sin(P) = 2eos{ 中 > 2) sin( 中 > £) 
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AJ LAU PS f, (xs LA) = sin( Xo +h) 一 sin( xy) 转化 为 另 一 种 户 (xg ,h) 的 形式 。 如 果 算 术 运 算 完 
HET, IBA, STF ERA REY x FR, SA AA, 的 值 相等 。 
请 找 出 一 个 避免 消去 误差 的 公式 ， 用 于 计算 f(x) = sin (x) 在 x=% 处 导数 的 近似 值 


(xy +A) 一 o) 
me E [C8 并 编写 MATLAB 程序 实现 这 个 算法 ， 计 算 有 = 1x10, Lata 


f'(0.5) 的 近似 值 . 并 将 计算 结果 与 例 3. 1 的 结果 进行 比较 ， 解 释 这 两 个 结果 之 间 的 差别 。 
3.3 在 只 有 :位 有 限 精 度 的 十 进 制 浮 点 数 系 统 中 ， 不 能 完全 准确 地 表示 也 =2.666…。 请 问 
古奇 全 在 一 个 有 限 精度 的 学 点 数 系统 确实 可 以 准确 表示 这 个 数 ? 如 果 是 ， 请 描述 这 样 的 系统 。 
对 于 无 理 数 ~， 这 个 问题 的 答案 又 是 怎样 ? 
3.4 4b chf, CARR x -20xc-20 的 根 为 

x. = b+ yb -c 
LERL, xy. =c。 以 下 两 个 MATLAB 脚本 用 两 种 不 同 的 方法 计算 这 两 个 根 : 








a) xl =b+sqrt (b*2 - c); 
x2 =b-sqrt(b*2-c); 
b) if b>0 
xl =b + sqrt (b^2 -c); 
x2 =c / xl; 
else 
x2 =b - sqrt (b^2 -c); 
xl =c / x2; 


end 


通常 哪个 算法 给 出 的 结果 更 准确 ? 不 要 计算 ， 试 回答 该 问题 。 
3.5 请 编写 MATLAB 程序 完成 以 下 计算 : 


a) "jnz1, 2,…，100000 AY, 求 二 的 和 





b) 当 n=1, 2,…，100000 Bf, 先 将 每 个 二 的 值 舍 入 成 为 4 位 十 进 并 制 数 ， 然 后 再 用 5 位 
十 进 制 数 的 算术 运算 求 这 些 数 的 和 ; 
c) 以 相反 的 顺序 ， 即 n 2100000, =, 2, 1, 计算 与 b) 相同 的 伟人 数 之 和 。 
比较 并 解释 这 3 种 计算 的 结果 。 
2 1 


3.6 在 统计 学 中 (参见 第 9 A), Bae T= Sx, MES (x-2) 这 两 个 量 ， 





Mx, m. 7, x, 为 给 定 的 数据 。 容 易 看 出 ” 也 可 以 写 为 gat Seas, 
a) s 的 这 两 种 算法 中 哪 一 种 的 运算 时 间 较 少 ? 假设 在 计数 运算 之 前 ,x 的 值 已 求 得 。 
b) 通常 哪 一 种 算法 给 出 的 8 值 更 准确 ? 
c) 请 编写 MATLAB 脚本 ， 验 证 以 上 问题 的 答案 是 否 正确 。 
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3.7 利用 本 章 3.5 节 所 述 的 精确 会 入， 每 个 初等 运算 的 相对 误差 都 限制 在 金 人 误差 限 之 内 ， 
这 个 误差 限 在 MATLAB 中 称 为 eps。 现 在 ， 考 虑 指数 运算 , 算法 为 x* = ew .请 估计 浮 点 数 
系统 中 e 计算 的 相对 误差 。 假 设 fl(x ey) = (x+y)(1+e) ， 其 中 |e|<eps， 并 假设 其 他 操 
作者 没有 误差 ， 并 请 说 明 ， 当 x 很 大 时 ,初等 运算 的 误差 限 对 于 指数 运算 不 成 立 。 
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第 4 半 生物 医学 系统 的 线性 模型 


4.1 绪论 
本 章 讲述 求解 线性 系统 方程 的 数值 方法 。 如 下 线性 代数 方程 组 
aX TX, + ene = b, 
Q4 X, + dX, + E b, a. D 
Gi X, + aX oH 一 b, 


可 以 用 矩阵 形式 表示 为 4x =b, HF, A 为 系数 矩阵 , 工 是 未 知 数 矢量 , b 是 常 
数 矢量 ( 见 式 (4.2)) 。 若 系数 矩阵 4 由 常数 aq, 组成， 不 是 x 的 函数 ， 则 方程 
组 是 线性 的 。 千 b=0， 则 方程 组 是 齐 次 的 。 


aj, Go ct Qa X, b, 
Qs Aap Ut an X b, 

A= ; xX = ; b= (4.2) 
Gu 25 UT a nn X, b, 


本 章 主 要 包括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 学 习 线性 代数 方程 组 数值 求解 的 理论 基础 。 

2) 开发 MATLAB 程序 ， 用 两 类 不 同 的 方法 ， 即 非 欠 代 法 (高 斯 法 、 高 斯 一 
尔 当 法 等 ) AEA 雅 可 比 法 、 高 斯 一 赛 德 尔 法 等 ) ， 求 解 Ax =b 形式 的 问 





3) 用 线性 方程 组 Ax = b 描述 生物 医学 系统 ， 并 用 MATLAB 程序 求解 这 些 方 
程 组 o 
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4.2 线性 生物 医学 系统 举例 


许多 生物 医学 领域 的 重要 问题 可 以 用 线性 系统 来 描述 ， 本 章 将 列举 如 下 3 方 
面具 有 代表 性 的 线性 系统 : 生物 力学 、 生 物 医学 图 像 、 代 谢 工程 和 细胞 生物 技 


4.2.1 生物 力学 中 的 力 平衡 


里 然 生 物力 学 领域 涉及 各 种 复杂 的 非 线 性 系统 ， 但 是 ， 在 静 力 学 中 也 普遍 存 
在 线性 系统 。 力 的 线性 分 解 是 静 力 学 的 基础 ， 力 可 以 用 标量 分 量 和 单位 失 量 表 
示 。 二 维 力 矢量 五 由 x 方向 的 分 量 和 yy 方向 的 分 量 组成， 即 

F=Fi+Fj (4.3) 
i, J 一 一 x 方向 和 y 方向 的 单位 矢量 。 

矢量 的 加 就 是 求 各 个 分 量 之 和 。 矢 量 的 乘积 有 两 种 : 点 积 和 又 积 。 点 积 的 物 
理 意义 是 一 个 矢量 在 另 一 个 矢量 上 的 投射 ; 叉 积 是 产生 一 个 新 矢量 ， 该 矢量 的 方 
向 由 右手 螺旋 法 则 确定 。 

对 于 生物 医学 系统 的 静 力 学 平衡 问题 ， 利 用 牛顿 运动 方程 可 以 建立 如 下 力 FF 
JB M 的 矢量 方程 ; 








> 下 =0 (4.4) 
> M=0 (4.5) 
生物 力学 中 的 一 个 典型 问题 是 用 自由 体 图 描述 人 体 需 要 研究 部 位 所 受到 的 外 
力作 用 以 及 反应 力 的 情况 。 图 4. 1 所 示 的 是 一 个 简单 的 自由 体 图 ， 表 示 全 出 的 手 
臂 的 重量 施加 在 肩膀 上 的 力 。 
图 中 肌肉 和 关节 产生 的 力 可 以 分 解 成 * 和 y 方向 的 分 量 。 由 静 力 学 平衡 条 
件 可 知 , x 方向 和 y 方向 的 力 分 量 可 以 求 和 ,并 且 z 方向 的 力矩 守恒 ， 由 此 可 
以 建立 一 个 线性 代数 方程 组 模拟 该 系统 。 用 本 章 介绍 的 数值 方法 求解 该 方程 
组 ， 就 可 以 求 得 肌肉 和 关节 产生 的 力 中 包含 的 未 知 量 。 图 4. 1 中 下 方 所 示 就 是 
BEI, Het, Fy, DH F, 80 F, 两 个 分 量 ; Fug F, 表示 ; Fey FHF, 
表示 。 
由 x 方向 和 yy 方向 的 静 力 平衡 以 及 z 方 向 的 力矩 平衡 可 得 
Fcosa + F,= 0 (x 方向) (4.6) 
- F, + F sina + = 0 (7 方向 ) (4.7) 
站 —1r,F,sina = 0 (z 方向 ) (4.8) 
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方向 已 知 


大 小 未 知 

Fius 

下 关节 
Fg5 方向 未 知 
方向 已 知 大 小 未 知 
大 小 已 知 





图 4.1 人 体 上 力作 用 的 自由 体 图 


如 果 写 成 矩阵 形式 ， 该 线性 代数 方程 组 就 是 一 个 3 x3 矩阵 系统 ， 可 以 求解 。 对 
于 较 复 杂 的 生物 力学 系统 ， 模 型 中 就 会 有 更 多 的 方程 需要 联 立 求解 。 本 章 就 是 要 
讲述 求解 这 些 方程 组 的 数值 方法 。 


4.2.2 ”生物 医学 图 像 以 及 图 像 处 理 


生物 医学 图 像 处 理 也 要 用 到 线性 方程 组 ， 尤 其 是 计算 机 X 射线 断层 扫描 成 
& (CT) 中 的 三 维 图 像 重建 ， 可 以 用 代数 方法 实现 图 像 重 建 。 

Pl, TEAR RIVES (x, y) 上 加 方形 网 格 ( 见 图 4.2)。 假 设 网 格 中 每 个 单 
元 j 的 图 像 函 数值 f 为 常数 。 射 线束 i 扫描 整个 (x, y) 平面 ， 射 线束 的 宽度 7 与 
网 格 单 元 宽度 基本 相等 。p; 表示 第 i 射线 束 的 投影 值 ， 则 各 个 网 格 单元 对 p, 的 
贡献 可 以 表示 为 


N 
Dwi f= Pi i2d42,M (4.9) 
j=! 


式 中 ”wy 一 一 权重 因子 ， 表 示 第 7 个 网 格 单元 对 于 第 射线 束 投射 值 的 页 献 ; 
AN 一 一 网 格 单元 数目 ; 
村 一 一 射线 束 的 扫描 投影 数 。 
M FON 较 小 时 ， 系 统 模型 较 简 单 ， 用 数值 方法 求 矩 阵 的 逆 可 以 解 这 个 方程 
组 ， 本 章 后 面 将 讲述 这 些 数值 方法 。 但 是 ， 实 际 图 像 即 使 只 有 256 x 256 RE, 
N 值 也 大 于 50 000， 因 此 ， 必 须 采用 简化 方法 重建 模型 。 
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Ze T 
| | | 




















w=area(ABC)/ 5? 
图 4.2 生物 医学 图 像 的 重建 (摘自 Rosenfeld 和 Kak, 1982) 


4.2.3 代谢 工程 和 细胞 生物 技术 


在 生物 技术 和 代谢 工程 中 需要 对 微生物 细胞 的 培养 和 生长 进行 设计 (Shuler 
和 Kargi, 2002) ， 也 就 是 要 设计 生物 反应 器 。 生 物 反 应 器 利用 生化 底 物 为 微生物 
的 生长 提供 基本 化 学 元 素 。 以 下 是 一 个 表示 微生物 需 氧 生 长 过 程 的 典型 化 学 反应 
式 : 
C,H;OH + aO, + bNH, 一 cCH ;N,,,0,4, + dH,O + eCO, 
(CH) COM) (NIE) (微生物 ) 
每 消耗 单位 摩尔 氧气 产生 的 二 氧化 氮 摩 尔 数 称 为 呼吸 炉 (RE) ， 也 就 是 式 中 系数 
e 与 a 的 比率 ， 即 e= (RQ) a, RQ 的 值 可 以 由 实验 测定 ， 因 此 可 以 作为 已 知 量 。 
为 了 从 理论 上 计算 微生物 生长 繁殖 的 产量 ， 还 必须 知道 这 个 化 学 反应 式 中 a、6 
c 和 d 各 系数 的 值 。 这 可 以 通过 建立 反应 式 包 含 的 四 大 元 素 的 物质 平衡 方程 来 求 
得 。 
各 元 素 的 物质 平衡 方程 为 
C( 碳 ) : 2 =c+(RO)a 
H(&) : 6 +36 = 1.7¢ + 2d 
O(&) : 1 +2a =0.4c+d+2(RQ)a 
NORD : b = 0. 15¢ 


(4. 10) 


(4.11) 


写成 矩阵 形式 : 
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RQ 0 1 Oma 2 
0 -3 L7 2|b 6 
- (4.12) 
-2 0 04 llc 1 -2RQ 
0 -1 0.15 0--q 0 


A (4.11) RAAB (4.12) 是 包含 4 个 未 知 数 的 4 阶 线性 代 
数 方程 组 。 本 章 将 讲述 这 类 问题 求解 的 数值 方法 。 


4.3 线性 代数 方程 组 


求解 线性 代数 方程 组 最 常用 的 方法 是 高 斯 消 元 法 ， 其 基本 原理 是 将 给 定 的 
阶 “ 全 ”线性 代数 方程 组 变换 为 三 角形 式 的 m 阶 方程 组 ,方程 组 的 解 也 就 随即 
可 得 。 举 例如 下 。 


4.3.1 3 x3 阶 和 矩阵 的 简单 高 斯 消 元 法 示例 


如 下 为 3 x3 阶 系统 方程 组 的 一 个 例子 : 
2x +y-2=7 
2x + 6y +5z= 0 (4. 13) 
3x +y tz=5 
高 斯 消 元 法 可 分 为 两 个 简单 步 又: 
步骤 1: 利用 第 一 个 方程 ， 消 去 第 二 、 三 个 方程 中 的 * 项 : 
。 将 第 一 个 方程 乘 以 ( -1)， 加 到 第 二 个 方程 上 ， 生 成 不 含 * 变量 的 第 二 
个 新 方程 。 
* 将 第 一 个 方程 乘 以 〈 -3/2)， 并 加 到 第 三 个 方程 上 ， 得 到 不 含 % 变量 的 
第 三 个 新 方程 。 
于 是 ,方程 组 转化 成 为 








2x+y~z=7 

Sy +6z=-7 (4. 14) 
-l..5.. 11 

27 277 9 


步骤 2: 利用 第 二 个 方程 ， 消 去 第 三 个 方程 中 的 y 项 : 

。 将 第 二 个 方程 乘 以 (1/10) ， 加 到 第 三 个 方程 上 ， 把 第 三 个 方程 变换 为 不 
含 y 变 量 的 新 方程 。 
于 是 ， 方 程 组 变 为 


Sy +6z=-7 (4.15) 
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这 样 ， 就 完成 了 “向 前 消 元 法 ”， 得 到 的 是 一 个 上 三 角 怎 阵 。 变 换 后 的 矩阵 4 记 
为 U。 于 是 ， 原 始 方 程 4x =b 被 变换 为 


2 1 -1 7 
x 
0.5 6 H -7 
y|= 
0 0 3l z _ 3I 
10 5 
BI 
Ux = b (4.16) 


由 方程 组 (4.15) 或 (4.16) 很 容易 得 到 解 z= -2， 经 过 代 换 ， 即 可 得 y =1, 
x=2, 
4.3.2 ”高 斯 消 元 法 的 矩阵 表示 

线性 代数 方程 组 的 通用 和 矩阵 形式 为 4x =8。 下 面 将 上 述 高 斯 消 元 法 推广 
应 用 到 这 种 包含 系数 矢量 的 一 般 线 性 代数 方程 组 。 将 变量 去 除 ， 留 下 只 包 
ARRIERE, APERE AIS ERE, EAR (4.13) 方程 的 原始 增 广 矩 


阵 为 
21-117 
£ 6 5 | | 
3 1 1 1 5 
mekin, HRAS EREN 
2 1 -1| 7 
05 6,-7 (4.17) 
31; 31 
0 0 15|-5 


现在 来 归纳 高 斯 消 元 法 矩阵 运算 的 一 般 算法 步 又。 

l. 高 斯 增 广 和 矩阵 的 定义 

在 矩阵 变换 开始 之 前 ， 先 把 矩阵 4 和 常数 矢量 5 组 合成 增 广 和 矩阵， 假设 这 
一 步 为 第 0 步 (k = 0)， 即 


For i = 1,2,.,n “(所 有 的 行 ) 
a’ sa, j=1,2,n (4.18) 
a? 2e j=n+l ( 扩 增 的 列 ) 


2. 高 斯 消 元 法 

下 面 逐 步 分 析 和 矩阵 变换 过 程 。 对 角 线 上 的 元 素 称 为 主 元 素 。 

第 一 步 变 换 ( 即 上 = 1) : 将 原始 RR IRA R fT (i = 1) 乘 以 一 个 乘 数 ， 
得 到 新 的 变换 行 尼 ”。 可 以 看 出 这 个 乘 数 是 原始 R 行 第 一 个 非 0 系数 与 R 
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行 主 元 素 之 比 。R, 行 的 每 列 元 素 计算 完成 之 后 ， 再 按照 此 方法 计算 R f. 将 
原始 R 行 减 去 R 行 乘 以 一 个 乘 数 ， 得 到 新 的 变换 行 BB ， 但 此 时 这 个 乘 数 
是 原始 Ry 行 第 一 个 非 0 AMS R 行 主 元 素 之 比 。 依 此 类 推 ， 计 算 以 后 的 各 
行 。 可 见 ， 在 第 上 步 变 换 中 ， 需 要 进行 变换 的 行 是 第 (koe 1) 行 及 其 之 后 的 所 
有 行 。 

对 于 这 个 例子 ,第 一 步 (& = 1) 第 二 行 的 变换 结果 为 








j=l J =2 j23 j=4 
y y U U 
Rio, 2 1 1 | 7 
Re! 2 2 2 ee 2 
2 一 | 2 7 %2 6-yx1l 5 x( 1) | 0-c-x7 
Rive > 
: 3 1 1 | 5 
(4. 19) 
可 见 ， 第 二 行人 22) 元 素 的 变换 结果 可 以 用 如 下 通 式 表示 : 
k=O 
af! = ai? Bat; f= 25) = 4,3, ksh = 1 (4.20) 
aji 
其 中 ， 乘 数 为 2/2。 
第 三 行 (23) 元 素 的 变换 结果 为 
j=1 j= j=3 j=4 
U y u y 
R >» 2 1 -1 | 7 
R= 0 5 6 | -7 
; 3 3 3 3 
k=l -> Lc 一 二 一 一 一 一 
RV —3 7 x2 1 7x1 1 > x ( 1) | 5 yx 
其 通 式 表示 
k=0 
ai^ = ahr) 2960459. P234 243,dk-l (4.21) 
LT 
Hip, FAA 3/2. 
TE, BPP Ma, PH 
RC! [2 13 -11| 7 
REO 5 6 | -7 (4. 22) 
kel 1 5 .1l 
R; 一 | 0 -5 2 | 2 


然后 ， 进 行 第 二 步 (k = 2) 变换 ， 其 结果 为 
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RE oh 2 1 -1 | 7 
Ri | 0 5 6 | -7 
so po (mig) F(s cde oi 


第 三 行 (i = 3) 元 素 变换 结果 的 通 式 为 








ai = ght 43 (4.23) 
ay 
SAG ESE M UG. SERIE 
R^ [21 -1 I 7 
RY'—S|O0 5 6 | 7 (4. 24) 
31 62 
R Jt _ Of 
LO 0 dg ! -1 
将 以 上 变换 步 又 结合 起 来 ， 可 以 写成 如 下 算法 : 
k -1,2,",n-1 (步骤 循环 ) 
i=k+1l,k+2,..,n ( 行 循环 ) 
j=n+1,n,,k (给 定 行 的 列 循环 ) (4. 25) 
{k-1) ` 
. " Gis _ E i 
aj - aj ”一 UTD D (高 斯 变换 ); ay? #0 
kk 


增 广 矩 阵 的 变换 完成 之 后 ， 立 即 可 以 从 最 后 一 行 CHR n AT) 开始 进行 简单 的 回 
代 计 算 ， 一 直 回 代 到 第 一 行为 止 ， 得 到 方程 的 解 。 即 


a 


2 O8 n 行 的 回 代 计 算 ) 





x, = 
由 于 wm + May = ines ， 可 以 得 到 第 = 行 之 前 各 行 的 回 代 计算 通用 公式 : 


n 
Qj ney 一 X GX; 
j=itl 


;=n 一 1,n -2,…,1( 行 循环 ,向 后 回 代 ) (4.26) 


3. 有 关 高 斯 消 元 法 

虽然 高 斯 消 元 法 是 求解 线性 代数 方程 组 的 有 效 方法 ， 但 是 这 种 方法 有 两 个 缺 
点 。 

第 一 个 缺点 是 由 方程 组 系数 矩阵 的 性 质 引起 的 。 如 果 遇 到 某 行 的 主 元 素 为 
0. 并 且 后 面 各 行 在 这 一 列 上 的 元 素 也 都 为 0， 则 方程 组 要 人 么 不 相 容 ， 要 么 有 重 
SAR, ， 不 能 得 到 惟一 解 。 但 是 ， 如 果 遇 到 某 行 的 主 元 素 为 0， 而 后 面 各 行 在 这 一 
列 上 有 非 0 元素， 那么， 向 前 高 斯 消 元 法 需要 改进 之 后 才能 用 。 一 般 将 主 元 素 为 


a. 


78 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





0 的 行 与 该 列 上 系数 值 最 大 的 行进 行 交换 ， 这 种 操作 称 为 选 主 元 ， 这 种 改进 方法 
称 为 部 分 选 主 元 高 斯 消 元 法 ， 下 节 讲 述 这 种 方法 。 部 分 选 主 元 减 小 了 除 0 的 可 能 
性 ， 并 利用 最 大 主 元 ， 提 高 了 高 斯 消 元 法 的 计算 准确 度 。 

还 有 一 种 方法 是 将 整个 矩阵 重新 排列 ， 选 出 可 能 的 最 大 主 元 ， 除 了 进行 搜寻 
之 外 ， 也 搜寻 列 ， 交 换 列 及 其 相关 的 变量 。 这 种 包括 行 交换 和 列 交换 的 选 主 方法 
称 为 完全 选 主 元 法 。 

高 斯 消 元 法 的 第 二 个 缺点 在 方程 组 系数 矩阵 为 病态 矩阵 时 出 现 。 典 型 的 病态 
矩阵 是 ， 与 矩阵 其 他 主 元 的 值 相 比 ， 有 些 主 元 的 值 非常 小 。 在 高 斯 消 元 法 执行 过 
程 中 ， 除 以 一 个 很 小 的 、 接 近 于 0 的 数 ， 会 导致 很 大 的 舍 人 误差 以 及 误差 传播 。 
下 面 是 一 个 例子 : 











0.0001x, +x, = 2 
(4. 27) 
x, +2x,=5 
如 果 用 基本 高 斯 消 元 法 ， 就 是 将 第 一 个 方程 除 以 主 元 0. 0001， 然 后 用 第 二 
个 方程 减 去 这 个 除 之 后 的 结果 ， 得 到 如 下 方程 : 
0.0001x, +x, = 2 
[2 - 1/0. 0001 ]x, = 5 - 2/0. 0001 
舍 人 处 理 以 后 ,x, 的 近似 值 为 *, =2， 于 是 ， 由 第 一 个 方程 可 知 x, 20. BR, 
这 个 解 不 理想 。 
如 果 交 换 方程 行 的 次 序 ， 也 就 是 用 部 分 选 主 元 法 ， 如 下 所 示 ， 就 可 以 用 较 大 
的 主 元 值 
x, +2x,=5 
0.0001x, + x, = 2 
ME, RRAK, $038 — TO RL 0.0001 ， 然 后 从 第 二 个 方程 
中 减 去 ， 得 到 


(4. 28) 


x, +2x%,= 5 
[1 -2 x 0.0001 ]x, = 2 - 5 x 0.0001 
得 到 x, =2， 回 代 到 第 一 个 方程 ， 可 得 * =1， 解 的 结果 就 好 多 了 。 
下 面 是 只 进行 行 交 换 的 部 分 选 主 元 法 的 通用 算法 步 又， 


1. 初始 化 

a, = temp p= kia, | 

For i = 1,2, n (所 有 行 ) 
aj =a, j-1,2,,n 
ap? =c j-n«l ( 扩 增 的 列 ) 


End 
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2. 部 分 选 主 元 以 及 向 前 高 斯 消 元 法 的 算法 
Fork = l ton -1 


Pivot = |a, | (Pivot = £70) 
p=k (p = 主 元 行 ) 
Fori =k+1lton 
If |a, | > Pivot 
Pivot = |a, | (更 新 主 元 ) 
pai (更 新 主 元 行 ) 
End 
End 
If (p > k) (k FTI p ITH) 
Forj=1,n+1 
temp = a, 
ay = ay 
a, = temp 
End 
End 
Fori =k+1,k+2,------ ,A ( 行 循环 ) 
Forj =n+1,n,- wk (给 定 行 的 列 循环 ) 
kel 
af = ah "rh (高 斯 变换 ) (4.29) 
End 
End 
End (End of loop on k ,the counter for iteration step) 
3. 回 代 计 算 


a 


x, = —U (第 n 行 回 代 计算 ) 


ayn 


Fort -n-l,n-2,-,l ( 行 循 环 , 向 后 回 代 ) 


x, = 一 一 一 一 一 一 (4. 30) 
End 


通常 ， 利 用 对 角 占 优 和 矩阵 (BB |a; | > > 1a, |) 可 以 较 好 地 运用 高 斯 消 元 法 。 
例 4.1 应 用 高 斯 消 元 法 求解 如 下 Ax =b 形式 的 线性 代数 方程 组 
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2 1 -1 X, 7 
2 6 5 xa |= 10 
3 1 1 x 5 


解 : 
MATLAB 程序 如 下 : 


oo 


example4  1.m- This program poses Ax =b in matrix form and 

$ solves for x using the Gauss elimination method. It calls the 
$ function GAUSS. M to transform the augmented matrix and do 

$ back-substitution. 


clc; clear all; 
$ Input data 


$ Matrix of coefficients 


A=... 
(2, 1, -1 
2,6,5 
3,1,1]; 


% Vector of constants 

b=[7;0; 5]; 

Solving the set of equations by Gauss elimination method 
x =Gauss (A,b); 

Show the results 


oo 


oec 


disp(' Results:') 
fprintf(' x1 =% 4. 2f\n x2 =% 4.2£\n x3 =% 4.2f\n',x) 


下 面 是 完成 高 斯 消 元 法 的 MATLAB 函数 ， 由 Constantinides 和 Mostoufi (1999) 
开发 。 


function x=Gauss (A, c) 


ole 


GAUSS Solves a set of linear algebraic equations by the Gauss 


% elimination method. 


% GAUSS (A,C) finds unknowns of a set of linear algebraic 
$ | equations. Ais the matrix of coefficients and C is the 


% vector of constants. 
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% See also JORDAN, SEIDEL 


% (c) N. Mostoufi & A Constantinides 
% January 1, 1999 


Cc-—(c(:).')'; % Make sure it's a column vector 


n= length (c); 


[nr nc] =size (A); 


% Check coefficient matrix and vector of constants 
if nr~=nc 
error ('Coefficient matrix is not square. ') 
end 
if nr ~=n 
error ('Coefficient matrix and vector of constants do not have the 
same length. ') 


end 


% Check if the coefficient matrix is singular 
if det (A) == 
fprintf ('\n Rank =% 7.3g\n', rank (A) ) 


error (‘The coefficient matrix is singular. ') 


end 

unit =diag(ones(1,n)); % Unit matrix 

order -[1:n]; % Order of unknowns 
aug=[Ac]; $ Augmented matrix 


$ Gauss elimination 
fork-1:n-1 
pivot =abs (aug(k, k)); 
prow-k; 


pcol-k; 
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a 


% Locating the maximum pivot element 
for row=k:n 
for col=k:n 
if abs (aug (row , col) ) >pivot 
pivot =abs (aug (row , col)); 
prow = row; 
pcol=col; 
end 
end 


end 


$ Interchanging the rows 


pr=unit; 


tmp =pr(k, :); 
pr(k,:) =pr (prow ,:); 
pr (prow ,:) =tmp; 


aug pr * aug; 


$ Interchanging the columns 

pe =unit; 

tmp =pc(k ,:); 

pce(k ,:) =pe(pcol ,:); 

pc(pcol ,:) =tmp; 

aug (1:n, 1:n) =aug(lin, lin) * pc; 


order =order * pc; $ Keep track of the column interchanges 


$ Reducing the elements below diagonal to zero in the column k 


lk-unit; 
form=k+1:n 
lk(m, k) = -aug(m, k) / aug (k , k); 
end 
aug -lk * aug; 
end 
x=zeros(n,1); 


$ Back substitution 
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t(n) =aug(n, n+1) / aug(n, n); 

x(order(n)) =t(n); 

for k=n -1:-1:1 
t(k) = (aug (k,n +1) - sum (aug (K,k*1:n). * t(k+1:n))) / aug(k,k); 
x (order (k)) =t (k); 


end 
程序 运行 之 后 的 输出 结果 为 


xl =2.00 
x2 =1.00 
x3 = -2.00 


4.4 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 


高 斯 - 若 尔 当 〈Causs-Jordan) 消 元 法 是 高 斯 消 元 法 的 一 种 修正 。 其 矩阵 对 角 
线 上 的 元 素 被 归 一 化 为 1， 并 且 对 角 线 上 方 和 下 方 的 元 素 均 为 0， 也 就 是 把 系数 
和 窍 阵 变换 成 单位 矩阵 。 方 程 组 标准 的 初始 矩阵 形式 为 
Ax=b (4.31) 
高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 的 结果 为 


T 
S? 


Ix (4. 32) 


GR, xi P RULES. 
高 斯 -车 尔 当 消 元 法 的 证 明 
这 里 ， 先 利用 前 面 已 经 用 过 的 那个 增 广 和 矩阵 来 考察 系数 矩阵 是 如 何 消减 为 单 
位 矩阵 的 。 为 了 简化 问题 ， 此 处 先 不 考虑 选 主 元 法 的 行 交 换 和 列 交换 ， 结 合 选 主 
元 法 的 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 将 在 下 节 讲 述 。 初 始 矩 阵 为 
21 -1 1 7 
£ 6 5 | | 
3 1 1 1 5 
将 第 一 行 除 以 2， 使 该 行 归 一 化 : 
1 12 -12 1 72 
E 6 5 | o | 
3 1 1 1 5 
将 归 一 化 的 第 一 行 乘 以 2， 并 从 第 二 行 中 减 去 : 
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1/2 -1/2 | E 


0 5 6 | -7 
3 1 1 1 5 
将 归 一 化 的 第 一 行 乘 以 3， 并 从 第 三 行 中 减 去 : 
1 172 -12 1 77 
o 5 6 | -7 | 
0 -1/2 5/2 | -11⁄2 
将 第 二 行 除 以 5， 使 该 行 归 一 化 : 
1 172 -1/2 | 772 
fo 1 6/5 | -7⁄5 | 
0 -12 52 | -11⁄2 
将 归 一 化 的 第 二 行 乘 以 12， 并 从 第 一 行 中 减 去 : 
1 0 -11/10 | 42/10 
[ 1 6/5 | -7/5 | 
0 -1/2 52 | -11⁄2 
将 归 一 化 的 第 二 行 乘 以 -1/2， 并 从 第 三 行 中 减 去 : 
1 0 -11/10 | 42/10 
[ 1 6/5 | -7⁄5 | 
0 0 31/10 | -62/10 


将 第 三 行 除 以 317Z10 ， 使 该 行 归 一 化 为 
1 0 -11/10 | 42/10 
o 1 6/5 | | 
0 0 1 | -2 
将 归 一 化 的 第 三 行 乘 以 -11/10， 并 从 第 一 行 中 减 去 : 
10 0 | 2 
[o 1 6/5 | -15| 
00 1 1 -2 
将 归 一 化 的 第 三 行 乘 以 6/5， 并 从 第 二 行 中 减 去 : 


100]! 2 
lo 10 | 1 
00 1! -2 


Td, BEI SALAS x, 22, x, 21, x, = -2。 
” 例 4.2 利用 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 求解 如 下 Ax =b 问题 : 
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2 1 -19x 7 
3 1 1d ts 


MATLAB 程序 为 


$ example4 2.m- This program solves the system Ax =b using the 
% function JORDAN. M. 


clc; clear all; 


$ Matrix of coefficients 
A-[2,1,-1;2,6,5; 3, 1, 1]; 
Q 


% Vector of constants 
b=[7;0;5]; 


$ Solution 


X = Jordan (A,b) 
下 面 是 完成 高 斯 - 若 尔 当 消 元 法 的 MATLAB 函数 : 


function x=Jordan (A, c) 


oe 


JORDAN Solves a set of linear algebraic equations by the 


oe 


Gauss-Jordan method. 

E JORDAN(A,C) finds unknowns of a set of linear algebraic 
$ equations. A is the matrix of coefficients and C is the 
$ vector of constants. 


$ See also GAUSS, GSEIDEL 


$ (c) N. Mostoufi & A Constantinides 
$ January 1, 1999 


c-í(c(i.')' $ Make sure it's a column vector 
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n=length (c); 


[nr nc] =size (A); 


$ Check coefficient matrix and vector of constants 
if nr ~=nc 
error ('Coefficient matrix is not square. ') 
end 
if nr~=n 
error ('Coefficient matrix and vector of constants do not have 
the same length. ') 


end 


% Check if the coefficient matrix is singular 
if det (A) ==0 
fprintf ('\n Rank =% 7. 3g\n', rank (A) ) 


error('The coefficient matrix is singular. ') 


end 

unit -diag(ones(1, n)); % Unit matrix 

order =[1:n]; % Order of unknowns 
aug -[A c]; $ Augmented matrix 


$ Gauss-Jordan algorithm 
for k=1:n 
pivot =abs (aug(k , k)); 
prow-k; 


pcol =k; 


% Locating the maximum pivot element 
for row-k:n 
for col-k:n 
if abs (aug (row , col)) » pivot 
pivot - abs (aug (row , col)); 
prow = row; 


pcol=col; 
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end 


end 


$ Interchanging the rows 
pr =unit; 

tmp =pr(k, :)? 

pr (k ,:) =pr (prow ,:); 
pr (prow ,:) =tmp; 


aug=pr * aug; 


% Interchanging the columns 

pe =unit; 

tmp =pe{k ,:); 

pe(k,:) »pc(pcol ,:); 

pe (pcol ,:) =tmp; 

aug (1:n , lin) -aug(1:n , 1:n) * pc; 

order -order * pc; % Keep track of the column interchanges 


$ Reducing the elements above and below diagonal to zero 
1k =unit; 


for m=1i:n 





if m== 

lk(m, k) =1 /aug(k , k); 
else 

lk(m, k) = -aug(m, k) / aug(k , k); 
end 


end 
aug =1k * aug; 
end 
x=zeros(n, 1); 
$ Solution 
for k-1:n 
x(order(k)) =aug(k, n+1); 


end 
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该 程序 的 运行 结果 为 
x= 
2.0000 
1.0000 
-2.0000 


4.5 线性 系统 求解 的 迭代 法 


如 果 方 程 组 的 矩阵 是 对 角 占 优 和 矩阵， 也 就 是 ， 和 矩阵 对 角 线 上 每 一 个 系数 的 绝 
对 值 大 于 同一 行 中 其 他 系数 绝对 值 之 和 ， 那 么 ， 可 以 用 和 迭代 法 求解 该 线性 方程 
组 。 重 新 考察 本 章 前 面 所 用 的 方程 组 
2x+yY-z=7 
2x+6y+5z=0 (4. 33) 
3x+y+2=5 
比较 矩阵 对 角 线 上 系数 的 绝对 值 与 其 他 系数 绝对 值 之 和 的 大 小 : 
i217 ri |-1| 
l6] < |2]+ 15| 
[1] < [3] + [1] 
ADL, eS AEA ET AE, AN AP TP ESR IR IR OR AR 


4.5.1 雅 可 比 法 


用 反复 进行 的 代 换 计算 可 以 求解 方程 组 Ax =5， 这 种 方法 称 为 迭代 法 。 其 原 
Hi. 把 hx =b 转化 为 等 价 方程 组 x = Px +g， 并 生成 一 个 近似 值 序列 : x", 
xU, oes 每 一 次 迭代 都 必须 满足 关系 x*” = Px“ +g。 其 基本 思路 是 用 方程 组 
的 第 i 个 方程 求解 第 i 个 变量 。 例 如 ， 对 于 3 x3 阶 简单 系统 :; 

Q% + CDX + ag% = D, 
GX, + ay% + Onyx, = b, (4. 34) 
Q4 X, OX + ayx, = bs 


可 以 转化 为 一 个 上 = Px +g 方程 组 ， Hob PERAR FoR OO, Hp 


a a b 
k 12 (k-1 13 (k-1 1 
xí ? 三 一 xs ) 一 xi ) + 
ay, ai, ay 
a a b 
k 21 (k-1 23 (k-i 2 
xs ) = 一 一 ) 一 一 f ) + — 


3 
an än ar 


第 4 章 生物 医学 系统 的 线性 模型 89 








x slo Sayan g ba 
开始 时 ， 给 定 以 上 方程 组 右边 x, v. a 的 一 组 估计 值 ， 用 它们 计算 出 左边 
新 的 x 矢量 ;再 用 新 的 x, 、*，、x, 值 百代 方程 右边 的 未 知 量 , 算 出 下 一 组 新 值 。 
如 此 反复 计算 ， 直 到 某 次 迭代 得 到 的 新 x 矢量 的 值 与 上 一 次 的 迭代 结果 之 差 的 范 
数 足够 小 ， 或 者 残 差 矢量 的 范 数 | Ax -5 || 小 于 一 个 特定 的 允许 误差 ， 和 迭代 终 
止 。 这 种 方法 称 为 雅 可 比 选 代 法 。 
雅 可 比 法 的 算法 为 


N 
x? - aU - SA, x; | (4.35) 
íi "I 


H1 TE TEL PS AE BUT S FOE ERR aT AS SU STER, RA OCR] ORS EB 
比 法 归纳 成 为 一 种 简化 的 算法 。 重 新 考虑 方程 组 

Ax-b (4. 36) 
根据 矩阵 4 写 出 一 个 对 角 和 矩阵 加， 使 其 对 角 线 元 素 等 于 4 RARR, ABA, 
(A-D) 的 对 角 线 元 素 就 等 于 0。 用 如 下 等 式 代 蔡 A: 


A=(A-D)+D (4. 37) 
将 其 代入 式 (4. 36) ， 得 到 
Dx =b-(A-D)x (4. 38) 
由 此 可 以 求 得 x 矢量: 
x =D'b-D'(A-D)x (4. 39) 
x =D'b-(D'A-I)x (4. 40) 


式 (4.39) 就 是 雅 可 比 法 计算 x (GETU PURSE EK, SERRA A 
用 的 公式 为 


x = D'b-(D'A-Dx"*” (4.41) 
下 面 的 例 4.3 就 用 了 这 个 公式 。 重 复 执行 这 步 计 算 ， 直 到 满足 所 要 求 的 允许 误差 


为 止 。 
例 4.3 利用 雅 可 比 迭 代 法 求解 以 下 Ax =b 方程 组 : 


3 1 -11* 7 
He 四 
1 1 34. bs 


解 : 
MATLAB 程序 为 


$ example4 _3 -This program solves the system Ax =b using 


% the function JACOBI.M The Jacobi method is iterative, hence 
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% guess estimates for x0 and a tolerance level should be provided. 
clc; clear all; 
n=input ("Number of equations ='); 


% Matrix of coefficients (Input A based on your problem) 
A=... 
[3, 1, -1 

1,6,5 

1,1,3]; 

$ Vector of constants (Input b based on your problem formulation) 
b=[7;0; 5]; 

tol =input ('Convergence criterion = '); $ Default tolerance is le -6 
$ Make sure you input a vector here 


guess = input ('Vector of initial guesses ='); 


$ Solution 


X = Jacobi (A,b,guess,tol,1); 


for k-1:n 

fprintf ('x(% 2d) =% 6. 4g\n',k,X(k)) 
end 
以 下 MATLAB 函数 完成 雅 可 比 法 : 


function x =Jacobi (A, c, x0, tol, trace) 
% JACOBI Solves a set of linear algebraic equations by the 


% Jacobi iterative method. 


% JACOBI (A,C,X0) finds unknowns of a set of linear algebraic 
% equations. Ais the matrix of coefficients, C is the vector 


% of constants and X0 is the vector of initial guesses. 


% JACOBI (A,C,X0,TOL, TRACE) finds unknowns of a set of linear 


% algebraic equations and uses TOL as the convergence test. 


第 4 章 生物 医学 系统 的 线性 模型 


91 





oe 


A nonzero value for TRACE results in showing calculated 


oo 


unknowns at the end of each iteration. 


oo 


oo 


See also GAUSS, JORDAN 


oo 


(c) N. Mostoufi & A Constantinides 
January 1, 1999 


oo 


oo 


Initialization 

if nargin «4 |isempty (tol) 
tol=le-6; 

end 

if nargin>=4 & tol == 
tol=le-6; 

end 

if nargin<5 | isempty (trace) 
trace =0; 

end 

if trace 

fprintf('Mn Initial guess :\n') 

fprintf('$ 8.6g ',x0) 


end 
c=(c(:). ')'; $ Make sure it's a column vector 
x0 = (x0(:). ') ; $ Make sure it's a column vector 


n= length (c); 


[nr ne] =size (A); 


% Check coefficient matrix, vector of constants and 
% vector of unknowns 
if nr ~=nc 
error ('Coefficient matrix is not square. ') 
end 


if nr ~=n 
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error ('Coefficient matrix and vector of constants do not have 


the same length. ') 
end 
if length (x0) ~=n 


error ('Vector of unknowns and vector of constants do not have 


the same length. ') 


end 


$ Check if the coefficient matrix is singular 
if det (A) == 
fprintf ('\n Rank =b% 7. 3g\n', rank (A) ) 
error ('The coefficient matrix is singular. ') 


end 


% Building modified coefficient matrix and modified 
% vector of coefficients 


D =diag (diag (A)); 
a0 =inv(D) *A-eye(n); 


oo 


The diagonal matrix 


oo 


oo 


c0 =inv (D) * c; 


x=x0; 
xO =x+2 * tol; 


iter =0; 


% Substitution procedure 
while max (abs (x - x0)) >=tol 
x0 =x; 
x=c0 -a0 * x0; 
if trace 


iter =iter +1; 





fprintf ('\n Iteration no. $ 3d\n', iter) 
fprintf ('% 8. 6g ',x) 
end 


end 


Modified matrix of coefficients 


Modified vector of constants 
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ga 


呈 序 运行 之 后 输出 的 结果 为 


Number of equations =3 


Convergence criterion=le-2 





Vector of initial guesses = [1;1;1] 


Initial Guess 


1 1 1 
Iteration no. 1 
2.33333 -1 i 
Iteration no. 2 

3 -1.22222 1.22222 
Iteration no. 3 
3.14815 -1.51852 1.07407 
Iteration no. 4 
3.19753 -1.41975 1.12346 
Iteration no. 5 





3.18107 -1.46914 1.07407 


Iteration no. 6 
3.18107 -1.42524 1.09602 
Iteration no. 7 
3.17375 -1.44353 1.08139 
Iteration no. 8 
3.17497  -1.43012 1.08993 
Iteration no. 9 
. 3.17335 -1.43743 1.08505 
x(1)23.173 
x(2) = -1.437 
x (3) =1.085 


4.5.2 fy PEGSITGA TUA 


高 斯 - 赛 德尔 (Gauss-Seidel) 迭代 法 与 上 述 雅 可 比 迭 代 法 的 区 别 是 ， 每 个 新 
的 迭代 值 一 旦 求 得 之 后 ， 立 刻 替 代 原 来 旧 的 值 ， 用 于 接 下 来 的 计算 ， 因 此 ， 不 需 
要 分 别 保存 旧 的 和 新 的 两 组 变量 值 。 对 于 上 述 3 x3 矩阵， 高 斯 - 赛 德尔 迭代 公式 
为 
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81 (k- Ql3 (i b, 
x CP 2-0 1) -TBQU ) 
ay, ay, 9, 
a a b 
k 21 k- 23 k-1 2 
x Soma tayn V Pr (4. 42) 
ay 2 an 
(k) 9n (4 — 93 (k) b, 
Xp 二 一 一 XI 一 一 t+ 
G5; O35 0535 
RR A % y » 
于 是 ， 高 斯 - 赛 德尔 法 的 算法 为 
1 i-1 N 
(k+l) (hal)  _ (k) 
we mach 2 AX > Ai jx} (4. 43) 


求解 线性 方程 组 还 有 一 种 方法 称 为 LU 分 解法 ， 详 见 附录 C。 利 用 LU 分 解 ， 
上 述 方程 组 (4.43) 可 以 重新 写成 如 下 形式 : 
(D+L)x"? Z-Ux'? +b (4. 44) 
式 中 D—§Xt FA sere; 
1 一 一 对 角 线 元 素 为 0 的 下 三 角 和 矩阵 ; 
U0 一 一 对 角 线 元 素 为 0 WEZA, 
这 3 个 矩阵 分 别 包含 矩阵 4 的 对 角 线 元 素 、 严 格 下 三 角 元 素 和 严格 上 三 角 
元 素 。 
例 4.4 用 高 斯 - 赛 德尔 欠 代 法 求解 如 下 对 角 占 优 和 矩阵 的 方程 组 


3 1 -1 X 7 
l 6 5 | x, |= Ü 
1 1 3 X 5 


$ example4  4.m-This program solves the system Ax =b using the 


解 : 
MATLAB 程序 为 


% function GSEIDEL. M The Gauss-Seidel method is iterative, hence 
$ guess estimates for x0 and a tolerance level should be provided. 
clc; clear all; 

n= input (‘Number of equations ='); 

* Matrix of coefficients (Input A based on your problem) 
A=... 
[3,1,-1 

1, 6,5 

1,1, 3]; 
% Vector of constants (Input b based on your problem formulation) 


` 
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b=[7;0; 5]; 
tol =input ("Convergence criterion='); $ Default tolerance is le -6 
% Make sure you input a vector here 
guess = input ('Vector of initial guesses ="); 
$ Solution 
X =GSeidel (A,b,guess,tol); 
disp(' '); disp(' ') 
for k-1:n 
fprintf ('x(% 2d) =% 6.4g\n',k,X(k)) 
end 


function x =GSeidel (A, b, x0, tol) 
$ | GSeidel Solves a set of linear algebraic equations by the 


& the Gauss Seidel iterative method. 


% GSeidel (A,b, X0, TOL) finds unknowns of a set of linear 

$ algebraic equations. A is the matrix of coefficients, 

$ bis the vector of constants, XO is the vector of initial 
$ guesses, and TOL is the convergence criterion. 

$ Initialization 

fprintf ('\n Initial guess :\n') 

fprintf('$ 8.6g ',x0) 


b-(b(:).')'; $ Define the vector of coefficients 

x0 = (x0(:). ') '; $ Define the vector of guess estimates 
d=diag (A); % Extracting the diagonal elements of A 
Q=A-diag(d); % Defining the iteration matrix 

n = length (b); 


[NN] =size (A); 
$ Check if the coefficient matrix is singular 
if det (A) == 
fprintf ('\n Rank =% 7. 3g\n"', rank (A) ) 
error('The coefficient matrix is singular. ') 
end 
$ Building modified coefficient matrix and modified 


$ vector of coefficients 
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x= x0; 
xO =x+2 * tol; 
iter =0; 
% Substitution procedure 
while max (abs (x - x0)) > = 七 DJ 
x0 =X; 
for i-1:N 
x(i)-(b(i)-Q(i,:)*x)/d(i); 
end 
iter =iter +1; 
fprintf ('\n Iteration no. $ 3đd\n', iter) 
fprintf ('% 8. 6g ',x) 


end 
程序 运行 之 后 的 输出 结果 为 


Number of equations = 3 
Convergence criterion=le-2 


vector of initial guesses =[1;1;1] 


Initial guess: 





1 1 1 
Iteration no. 1 
2.33333 -1.22222 1.2963 
Iteration no. 2 
3.17284 -1.60905 1.1454 
Iteration no. 3 
3.25149 -1.49642 1.08164 
Iteration no. 4 
3.19269 -1.43348 1.08027 
Iteration no. 5 
3.17125 -1.42876 1.08584 
Iteration no. 6 
3.17153 -1.43345 1.08731 





x(1)=3.172 
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x(2) = -1.433 
x (3) =1.087 


WA, MARAE LER RE, ABA, T-BAR TE a, IFA 
WC SBOE SS TEER, ETER ECP NC CR 2 倍 。 应 用 雅 可 比 法 和 高 斯 - 赛 德尔 
法 时 ， 一 般 要 求 矩 阵 A JANI fü t UDBEES XRPE 4 为 对 称 正 定 矩 阵 是 连续 迁 代 收 
敛 的 一 个 充分 条 件 ， 但 不 是 必要 条 件 (参见 附录 C). 

本 章 介 绍 了 4 种 数值 近似 解 的 求解 方法 ， 建 议 读者 练习 这 些 方法 的 使 用 ， 并 
JH MATLAB 自 带 的 内 置 函 数 验 证 所 得 到 的 答案 。MATLAB 函数 是 求解 矩阵 方程 
的 有 效 方法 ， 应 该 尽 可 能 使 用 ， 特 别 是 对 于 低 阶 非 奇 异 和 矩阵 。 例 如 ， 在 指令 窗 中 
键入 指令 x =A^ -1*Dp， 就 可 以 方便 地 求 矩 阵 A AOD, 并 把 4 的 逆 矩 阵 乘 以 矢 
其 5， 直 接 得 到 x 的 估计 值 。 

现在 ， 就 用 MATLAB 内 置 函 数 重 新 求解 例 4.3 和 例 4.4 中 的 方程 组 。 


>> A-[3,1, -1;1,6,5;1,1,3] 


A= 
3 1 -1 
1 6 5 
1 1 3 
>> b=[7; 0; 5] 
ans = 
7 
0 
5 
>> x =A*-1*b 
x= 
3.1739 
-1.4348 
1.0870 


46 本章 学 习 要 点 


学 完 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 
1) 生物 医学 领域 的 线性 代数 系统 可 以 用 数值 公式 求解 。 
2) 矩阵 代数 是 求解 线性 代数 方程 组 最 重要 的 工具 (参见 附录 C). 
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3) MATLAB 有 完成 矩阵 运算 的 函数 指令 。 
4) 求解 方程 组 Ax = b TIS A IEA BIRR SS 
5) 正确 选择 适当 的 数值 方法 求解 线性 代数 方程 组 。 


4.7 习题 


4.1 请 编写 一 个 程序 ， 利 用 高 斯 消 元 法 将 以 下 系数 和 矩阵 [A] 进行 LU 分 解 ， 求 出 工 和 矩阵 和 
USEE, FUE [A] = [L] [UVU]。 然 后 用 以 下 MATLAB 矩阵 运算 函数 检验 答案 的 正确 性 : 
[L, U] =lu (A), 其 中 , A= [136;458;123], 
4.2 代谢 工程 中 的 线性 方程 

微生物 能 够 单独 利用 葡萄 糖 、 甲 醇 或 者 十 六 烷 作 为 底 物 进行 繁殖 。 按 照 重量 分 析 ， 已 知 
某 微生物 细胞 的 平均 成 分 为 碳 占 47% 、 水 占 6.5% 、 氧 占 31% 、 氮 占 10% ， 其 余 为 灰 粉 。 在 
活性 新 陈 代谢 过 程 中 ,微生物 将 底 物 、 氧 和 和 氮 转 化 成 生物 物质 、 二 氧化 磋 和 水 。 通 过 分 析 微 
生物 培养 计 程 中 底 物 和 氧气 的 消耗 景 可 以 估计 细胞 的 产量 。 微生物 培养 时 ， 向 生物 反应 器 内 
持续 通 人 空气 ,产生 的 废气 则 通过 反应 器 了 顶端 的 通气 口 排出 。 并 旦 ， 用 质谱 仪 分 析 进 气 和 出 
气 的 成 分 。 分 析 之 前 ,要 去 除 进 气 和 出 气 中 所 含 的 水 气 。 进 气 就 是 环境 空气 (21% 氢 和 79% 
氮 )， 出 气 中 各 种 成 分 所 占 的 体积 百分比 如 下 。 请 根据 氮 和 和 氧 的 变化 计算 由 消耗 底 物 葡萄 糖 而 
生成 的 微生物 细胞 的 产 率 。 

底 物 RG FUER BG 

葡萄 糖 78.8 10.2 11.0 
4.3 JE Utd mre eu xg P nm FH 

光谱 仪 使 用 最 多 的 是 测定 溶液 中 生物 分 子 的 浓度 。 假 设 在 波长 i 处 溶液 的 总 吸光 度 为 4,， 
WA, 等 于 溶液 中 各 个 成 分 £ (k = 1 ~ N) 的 吸光 度 之 和 ， 而 每 种 溶液 成 分 在 该 波长 下 的 吸光 
度 等 于 该 成 分 单位 长 度 消光 系数 e (上) 与 该 成 分 浓度 C (k) 的 乘积 (Tinoco FA, 2002), BI 








A, = | Soe | 


k=l 
假设 某 蛋 白质 溶液 含有 M. N, O 和 了 这 4 种 氨基 酸 。 如 下 表 所 示 ， 实 验 中 用 4 个 不 同 波长 的 
光 测 定 各 种 氨基 酸 的 浓度 ， 表 中 列 出 了 各 个 波长 下 4 种 氨基 酸 的 消光 系数 以 及 实验 测 得 的 吸 
光度 值 。 请 分 别 用 高 斯 -车 尔 当 法 和 雅 可 比 迭 代 法 计算 这 4 种 氨基 酸 的 浓度 〈 单 位 为 M)， 并 
比较 两 种 算法 的 结果 和 效率 。 





波长 nm ey (M^) ey (M77) e, (M7) e, (M7) A; 
240 11300 8150 4500 4000 0. 6320 
250 5000 7500 3650 4200 0. 5345 
260 1900 3900 3000 4800 0. 3310 
280 1500 1400 2000 4850 0. 1960 
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4.4 "Ep — HARE 

YO He JU LAE RERA SUK FR BS TOL, PEU LABS RE SS 9079 HRK, 
Pj TBI AULA RS LM. A eA, ARER A, K, LAM 值 进行 了 4 次 不 同 
的 实验 ， 不 同 实验 中 4 个 液 流 的 药物 出 口 浓度 相同 ， 都 分 别 为 yY、w、x 和 zxo 每 次 实验 的 溶液 


药物 总 量 表 示 为 F。 请 计算 4 个 液 流 的 药物 出 口 浓 度 yY、w、x 和 z。 








实验 序号 H/ (L/min) K/ (L/min) L/ (L/min) M/ (L/min) 总 量 F/g 
1 100 125 125 62.5 6625 
2 80 110 120 25 5290 
3 140 80 120 100 7300 
4 90 104. 8 60 137. 33 6539 




















药物 在 4 个 液 流 中 的 分 布 与 每 次 实验 的 溶液 药物 总 量 之 间 遵 循 如 下 关系 : 
Hy + Kw + Lx + Mz = F 
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PSE 生物 医学 系统 中 的 非 线性 模型 


5.1 绪论 


生物 医学 工程 中 有 很 多 问题 需要 求解 非 线性 方程 ， 并 且 ， 这 与 线性 方程 不 
同 ， 大 多 数 非 线性 方程 不 能 用 解析 法 求解 ， 而 线性 方程 的 根 可 以 用 解析 法 求 得 。 
因此 ,求解 非 线性 方程 的 根 需要 用 数值 方法 。 本 章 介绍 识别 非 线性 方程 的 各 种 方 
法 ， 并 将 着 重 讲述 生物 医学 工程 中 各 个 核心 研究 领域 中 的 一 些 非 线性 方程 的 例 
子 ， 用 于 说 明 数 值 求解 方法 的 应 用 。 

本 章 包 括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 识别 生物 医学 工程 模型 中 的 非 线 性 方程 ; 

2) 了 解 非 线 性 方程 求 根 的 各 种 不 同方 法 (如 逐次 代 换 法 、 试 位 法 、 牛 顿 一 
拉 弗 森 法 等 ) ; 

3) 学 习 非 线性 方程 组 求解 的 牛顿 法 ; 

4) 编写 MATLAB 程序 实现 非 线 性 方程 求解 的 主要 算法 ; 

5) 了 解 非 线 性 方程 求 根 方法 的 收 和 敛 性 。 


5.2 非 线性 方程 的 一 般 形 式 
非 线性 方程 和 线性 方程 之 问 很 容易 区 分 ， 例 如 ， 以 下 两 个 方程 的 变量 x 显然 


是 非 线性 方程 ， 因 为 不 能 用 解析 方法 从 这 些 方程 中 分 离 出 *， 从 而 得 到 方程 的 
根 。 





iL 
Vx 
包含 log(x) , vx, sin(x) 等 项 的 方程 肯定 是 非 线性 的 。 一 般 ， 如 果 方 程 中 含有 


变量 的 非 线 性 函数 、 或 者 变量 的 高 次 项 ， 比 如 , x^. x^. log (x) 、sin (x) 、 
exp (x) 等 ， 那 么 该 方程 为 非 线 性 方程 。 多 项 式 方程 也 是 非 线性 方程 ， 可 以 表示 


为 


ln(x) +x = 4.6; = sin(/x + 0.01) 


f(x) = a,x" +a, x"! toe taxta =0 


多 项 式 方程 的 根 就 是 可 以 使 f(x) 等 于 0 的 变量 * 的 值 。 如 果 f(x) 是 二 次 方 
程 ， 则 可 以 方便 地 求 得 解析 解 。 三 次 以 及 三 次 以 上 的 高 次 多 项 式 方程 ， 有 3 个 或 
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3 个 以 上 的 根 ， 利 用 下 节 介 绍 的 数值 方法 通常 更 容易 求 取 这 些 方程 的 根 。 

除了 方程 根 的 数目 之 外 ， 还 要 重视 根 的 性 质 ， 特 别 是 生物 医学 工程 问题 中 出 
现 的 高 次 多 项 式 方程 。 这 些 方 程 的 根 可 以 是 : (a) 不 同 的 实 根 ; (b) 重复 的 实 
TR; (c) BROR; (d) a~e 各 种 根 的 组 合 。 根 的 实数 部 分 可 以 是 正 数 、 负 数 或 
0. 

下 面 来 看 两 个 三 次 多 项 式 方程 的 例子 。 第 一 个 多 项 式 为 

v -7x +6 20 

如 图 5. 1a 所 示 ， 用 如 下 MATLAB 指令 作出 函数 曲线 ， 从 图 上 可 以 看 出 方程 的 
TR: 


x -linspace(-4,3,30); $ 定义 x 的 取 值 范围 
y=x.°3 -7*x+6; $ 计算 函数 值 

xx -linspace (0,0,30); $ 定义 直线 y=0 

plot (x,y, X, XX) $ y RRR 
xlabel('x'); ylabel ('y'); & 给 两 个 坐标 轴 加 上 标题 





、 -5f 
~ 
-10 
-15 
-20r 
-25 


-30 : a] 
-4 -3 -2 -l 0 1 2 3 














图 5. 1a 函数 曲线 与 y =0 的 3 个 交点 就 是 3 个 实 根 
第 二 个 多 项 式 为 
x'-2x +x-2 =0 

同样 ， 用 MATLAB 指令 作出 函数 曲线 〈 见 图 $. 1b) ， 也 可 以 看 出 方程 的 根 。 

第 一 个 方程 的 根 为 2、-3 和 1， 是 3 个 实 根 。 第 二 个 方程 只 有 1 个 实 根 ， 
即 x=2， 以 及 2 PHR RGR, x= -1 和 *=i。 注 意 ， 只 有 实 根 才能 由 图 上 函 
数 曲 线 与 直线 y =0 的 交点 显示 出 来 。 

利用 MATLAB PEZ fzero， 可 以 找 出 任意 一 元 方程 的 局 部 根 。 使 用 这 条 指令 
时 ， 需 要 先 建 立 一 个 独立 的 函数 文件 ， 例 如 ， 取 名 为 fle name m， 则 指令 
fzero (file. name', xq) 就 是 找 出 最 接近 估计 值 x 并 使 该 函数 等 于 0 的 局 部 根 。 
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图 5. lb eH y-0 只 有 1 个 交点 ， 即 1 个 实 根 ， 
其 他 2 个 共 斩 复 数 根 在 图 上 显示 不 出 来 
输入 不 同 的 初始 估计 值 xx ， 每 次 运行 这 条 指令 可 以 找 出 方程 的 一 个 根 。 下 面 是 
用 fzero 指令 求解 上 述 第 二 个 方程 的 过 程 : 
先 建立 函数 文件 function2. m: 


function y= function2 (x) 
y=x*3 -2 *x^2 +x-2; 


然后 ， 在 MATLAB 指令 窗 中 运行 如 下 指令 : 


>> x =linspace (-4,3,30); 

>> x-fzero('function2',sqrt(-1)) 

x =04+1.0000i 

>> x=fzero('function2', -sqrt(-1)) 
x-0-1.0000i 

>> X-fzero('function2',4) 


X=2 


就 得 到 了 方程 的 3 个 解 。 
5.3 非 线 性 生物 医学 系统 举例 


下 面 按照 生物 医学 工程 的 不 同 研究 领域 ， 举 例 介 绍 几 个 生物 医学 工程 中 的 非 
线性 方程 。 
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5.3.1 分 子 生 物 工程 


作为 生化 反应 中 的 催化 剂 ， 酶 是 一 种 细胞 衍生 的 蛋白 质 。 酶 对 底 物 具 有 非常 
高 的 特异 性 。 底 物 的 消耗 量 可 用 酶 活性 底 物 消耗 的 动力 学 过 程 来 描述 。 酶 促 反应 
的 动力 学 过 程 可 以 用 如 下 Michaelis-Menten 模型 方程 表示 : 
ds Vus 
^d K, +s 
CT IRS, BAT RR / EL BY i] ; 
TØRKE, EMAER; 
最 大 底 物 消耗 率 ; 

psc" 应 速率 一 半 时 的 底 物 浓度 。 

重 排 这 个 方程 ， 把 浓度 s 和 时 间 上 这 两 个 变量 分 开 ， 就 可 以 用 积分 法 求 得 底 
物 浓度 随时 间 变 化 的 非 线 性 解 : 

K,Jn( “2 e) (50 =s) = = Vint 


‘contin 

"op 定 栈 的 作用 下 ， 某 时 刻 的 底 物 浓度 *， 就 必须 用 数值 方法 求 
wet. ERO UTOR ear 一 种 典型 消耗 曲线 。 本 章 后 面 将 用 牛 
顿 一 拉 弗 森 法 求解 这 个 方程 (IL BBS. 3) 





式 中 











式 中 s 














一 


底 物 浓度 ; 一 ~ 














有 时间: 一 一 > 


图 5.2 由 酶 催化 的 生化 反应 中 底 物 浓度 的 变化 是 非 线性 的 ， 
需要 用 本 章 介绍 的 非 解析 求解 方法 求 取 任 意 时 间 ;的 底 物 浓度 


5.3.2 ”细胞 和 组 织 工程 


AFL SIPI HI AEEA UAM 只 工程 的 一 个 重要 研究 
课题 ， 组 织 工程 疗法 中 的 创伤 修复 、 组 织 再 生 以 及 植 人 支架 的 再 生 诱导 等 都 必须 
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有 细胞 迁移 。 例 如 : 微 循环 系统 血管 辟 上 的 内 皮 细胞 需要 迁移 到 组 织 中 才能 生成 
新 的 血管 网 络 ， 这 个 过 程 称 为 血管 再 生 ; 白血球 要 沿 着 人 造血 管材 料 移动 ， 以 便 
到 达 目 标 位 点 并 消灭 细菌 微生物 ， 这 个 过 程 就 是 急性 炎症 反应 中 出 现 的 现象 。 如 
果 用 计算 机 辅助 慢 速 摄影 数字 显微镜 直接 拍摄 细胞 运动 的 位 置 和 轨迹 ， 就 可 以 用 
如 下 Dunn 方程 定量 描述 细胞 的 群体 迁移 : 
< d »z28[Pr- P(1- e*)] 

如 图 5.3 所 示 ， 细 胞 位 移 平 方 的 均值 < 4 > 为 时 间 : 的 非 线 性 函数 ,方程 的 自 
变量 是 细胞 运动 速度 的 均 方 根 5 以 及 持续 时 间 已 。 用 数值 回归 方法 可 以 确定 这 两 
个 参数 的 值 。 如 果 用 独立 的 方法 已 经 得 到 其 中 的 一 个 值 ， 则 另 一 个 值 可 以 用 数值 
方法 确定 。 





「 
AL (#) | 

















图 5.3 左 图 为 单 细胞 迁移 的 二 维 轨迹 图 S 表示 起 始 位 置 , E 表示 终止 位 置 )， 右 图 为 
细胞 位 移 平 方 的 群体 均值 < d^ > 与 时 间 1 的 关系 

利用 本 章 所 述 的 迭代 法 求 Dunn 方程 的 数值 解 ， 就 可 以 得 到 单 细 胞 的 运动 速 
度 和 持续 时 间 。 


5.3.3 ”生物 热传导 一 一 光 热 疗法 


光 诱 导 的 组 织 加 热 有 各 种 各 样 的 应 用 ， 可 以 作为 神经 生长 和 创口 愈合 的 生物 
刺激 ， 用 于 外 科 手 术 中 的 血管 封闭 和 焊接 、 癌 症 和 前 列 腺 增生 治疗 中 的 组 织 
坏 ， 以 及 激光 角膜 切除 (Enderle A, 2005) 视力 矫正 手术 中 的 组 织 消融 等 。 
激光 疗法 将 光子 能 量 转 化 为 生物 组 织 可 吸收 的 能 量 。 如 图 5.4 所 示 ， 在 激光 照射 
过 程 中 ， 不 同时 间 和 不 同 空 间 深 度 下 组 织 表 面 温 度 的 变化 情况 由 偏 微 分 方程 数学 
模型 描述 。 图 中 6 为 无 量 纲 温度 ，é 为 无 量 纲 空间 深度 ，7 为 组 织 消融 发 生 之 前 
的 光照 时 间 (AEA), 

(RE =O 处 9=1， 并 设 A 为 消融 的 阐 值 温度 ，B 为 无 量 纲 光 吸收 参数 ， 则 
如 下 超越 代数 方程 描述 了 这 些 量 之 间 的 关系 : 
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= BT, ea "erfe[ BT | 一 | 


必须 用 数值 方法 求解 这 个 方程 ， 才 能 得 到 图 5. 4 所 示 的 诱发 产生 组 织 消融 所 需 温 
BE A 随 着 光照 时 间 rw 变化 的 曲线 。 


组 织 消融 开始 发 生 
(@=A, I= Tab ) 


时 间 增 加 








图 5.4 在 消融 发 生 之 前 不 同 的 光照 时 间 下 ， 无 量 纲 表面 温度 随 组 织 
深度 变化 的 曲线 (表面 温度 由 上 述 非 线性 方程 的 数值 解 得 到 ) 


5.3.4 生物 医学 中 的 流体 传输 动力 学 


生物 流体 传输 与 许多 生理 过 程 相关 ， 例 如 : 血液 的 对 流传 导 ， 氧 分 子 在 浓度 
差 驱动 下 向 周围 组 织 的 扩散 传输 ， 以 及 离子 在 离子 泵 和 电化 学 梯度 作用 下 的 进出 
细胞 的 输 运 过 程 等 。 病 人 治疗 期 间 ， 如 手术 前 或 手术 中 ， 还 会 需要 和 输液。 假设 某 
器 官 中 输送 血液 的 血管 直径 D 为 2.8mm， 血 液 流速 为 w=1.8m/s， 密 度 为 p = 
1000kg/m^, FEA =0. 001kg/ (m . s)。 通 常 ， 血 管 中 流 动 的 液体 形成 层 流 ， 
但 是 ， 如 果 血 管 某 处 流速 过 高 ， 也 可 能 发 生 满 流 。 惯 性 力 与 粘性 力 之 比 是 一 个 无 
量 纲 数 ， 称 为 雷诺 (Reynolds, Re) 数 ，Re = Dup/u. “4 Re 的 值 大 于 经 验 立 值 
2000 时 ， 可 以 认为 流体 呈现 满 流 ， 此 时 ， 可 以 用 摩擦 系数 5b 确定 液体 流 过 管道 
时 的 速度 变化 ， 而 b 由 如 下 非 线 性 经 验方 程 给 出 ， 该 方程 称 为 Colebrook 方程 。 
显然 ， 必 须 用 数值 方法 求解 该 方程 才能 得 到 4 值 。 


1 
— = 4.07In(Re Jb) -0.60 
Jb 





5.4 逐次 代 换 法 


下 面 介绍 单 点 迁 代 搜索 根 的 最 简单 方法 。 先 变换 方程 F(*) =0， 使 方程 的 左 


边 只 有 一 个 x: 
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x = g(x) (5.1) 
函数 g(x) 就 是 用 于 估算 根 的 公式 。 直 线 y=x 与 曲线 y = g(x) 的 交点 就 是 方程 
的 根 。 如 图 5. Sa 所 示 ， 选 取 一 个 初始 近似 值 x, ， 可 以 求 得 x: 

x, = g(x,) (5.2) 
再 把 x, 作为 新 的 初始 值 ， 进 行 下 一 个 迁 代 。 以 此 类 推 ， 这 种 迭代 法 的 计算 公式 
为 

Xe = gx) (5.3) 
这 种 方法 称 为 逐次 代 换 法 ,* = g(x) 就 是 代 换 公式 。 
该 方法 的 收敛 条 件 是 对 于 搜索 区 间 上 所 有 的 值 ， 必 须 满足 |g'(x)|<1。 如 
图 5.5b 所 示 ， 如 果 不 满足 这 个 条 件 ， 则 搜索 结果 是 发 散 的 。 在 计算 机 的 程序 中 可 
以 检查 是 否 满足 条 件 |x; -x, | < |xs -x |， 如 果 这 种 关系 成 立 ， 则 x, 值 的 序列 是 收 
敛 的 。 逐 次 代 换 法 的 优点 是 只 需要 一 个 出 发 点 ， 并 且 不 需要 求 滑 数 的 导数 。 














图 5.5 逐次 代 换 法 
a) 收敛 b) 发 散 


5.5 试 位 法 (线性 插值 法 ) 


这 种 寻找 根 的 方法 基于 函数 中 两 点 之 间 的 线性 插值 ， 选 取 的 这 两 个 点 之 间 要 
包含 根 ， 也 就 是 这 两 个 点 位 于 根 的 两 边 。 例 如 ， 图 5. 6a 中 的 x, 和 zx, 位 于 非 线 性 
PRÉC (x) AR a” 的 两 边 。 插 值 就 是 用 直线 段 将 (x, ,f(x1)) 和 (zx,,f(%,)) 两 点 
连 起 来 ， 该 线段 称 为 弦 ， 其 方程 为 


y(x) 2 mx +e (5.4) 
因为 该 弦 通 过 (x, fO) ) 和 (x,,f (xs)) 两 个 点 ， 其 斜率 即 为 
| fbn) =f) (5.5) 
X, — X, 


其 y EUR 
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c = f(x) - mx, (5.6) 
X (5.4) 就 成 为 


fo) - fn) 


X, — XI 


y(x) = 





e fros j- uo Je), | (s) 


X) 7X 


设 Y(x3) =0 ， 就 可 以 求 得 下 一 个 更 接近 根 的 估计 值 心 。 将 x* =x, UR yla) 20 
RAR (5.7), 有: 
S) 7 x) 
fo) -f Cx) 
注意 ， 对 于 图 5.6 Br BUE, x, r (Ra) 更 接近 根 。 但 是 ， 并 不 是 所 有 
函数 曲线 都 会 这 样 。 

根据 图 5. 6a, f(x,) 5i f o5) 具有 相同 的 符号 ， 因 此 ， 可 以 用 代替 x,。 再 
重复 以 上 操作 步 又， 如 图 $. 6b Bras, MARIKE (x, fC) 和 (xs Lf C ) ) 这 两 
点 连 起 来 ， 就 得 到 了 第 二 步 线性 插值 的 值 xs : 

foi) 7x) 


= FG) FG) (5.9) 


X3 = X, 


(5.8) 


Xa 比 X34 更 接近 根 。 
A, (EUER EPO") 20, ix 使 /(x-) < 0 ， 那么， 下 一个 更 接近 
方程 根 的 近似 值 可 以 用 如 下 通用 公式 计算 : 
o p LEG) 
C77 Ufo) -SO (5. 10) 
CF AGB x, 时， 根据 /(%,) 的 符号 ,用 x, Br RE 。 

















(s f 3) 
= N 





X 


图 5.6a 线性 插值 的 第 一 步 
这 种 方法 有 好 几 个 名 称 : 弦 截 法 、 线 性 插值 法 、 试 位 法 等 ， 其 计算 很 简单 ， 
每 一 步 不 需要 求 函 数 的 导数 ， 因 此 ， 是 求解 非 线性 方程 最 方便 的 方法 之 一 。 但 
是 ， 它 的 主要 缺点 是 搜索 根 时 ， 收 敛 的 准确 度 和 速度 受到 初 定 值 % 的 限制 ，x， 
成 为 所 有 后 续 代 换 的 关键 点 。 
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图 5.6b 线性 栖 值 的 第 二 步 


5.6 ”牛顿 一 拉 弗 森 法 


非 线 性 方程 求 根 的 主要 方法 是 牛顿 一 拉 弗 森 法 (Newton-Raphson, N-R 法 ) 。 
N-R 法 的 第 一 步 是 把 非 线性 方程 表示 为 


f(x) = 0 (5.11) 
fijan, 5.3.4 节 介 绍 的 Colebrook 方程 就 可 以 表示 为 


1 
gg 4 Re vb) +0.60 =0 
构建 好 这 样 的 非 线 性 方程 之 后 ， 就 可 以 应 用 N-R 法 求解 。 

这 里 ， 先 了 解 一 下 N-R 法 的 物理 意义 。 开 始 时 ， 我 们 不 知道 方程 的 根 x” 的 
fl, 但是， 可 以 先 找 一 些 根 的 粗略 估计 值 ， 再 逐步 细 化 ， 直 到 得 到 满意 的 值 为 
止 。N-R 法 就 是 这 样 一 个 处 理 过 程 。 

利用 如 下 基本 泰勒 级 数 展 开 式 ， 可 以 将 非 线 性 函数 (x) 围绕 任意 一 点 x 展 
JF, x, 称 为 根 的 初始 估计 值 : 

FO) = fle) eG os) VER LL (sag) 

求 方程 的 根 是 找 出 使 函数 .A*) 为 0 的 值 x， 也 就 是 使 上 式 左边 为 0， 再 求解 该 方 
程 。 但 是 ， 此 时 方程 的 右边 是 一 个 无 穷 级 数 ， 必 须 截 断 该 级 数 序列 ， 保 留 有 限 
项 。 为 了 简单 ， 我 们 只 取 前 两 项 ， 即 函数 值 及 其 变化 率 (也 就 是 一 阶 导 数 ) 这 
两 项 ， 把 函数 A(x) 线性 化 ， 得 到 








f(x) = f(x) +f (Xi) (x — xX) (5. 13) 
设 函 数 的 根 为 x=x" ,将 x 代入 上 式 ， 可 得 
f(x") = f(x) +f (x) (x -x) (5. 14) 


因为 xz A f(x) 20 Bii, BrUUR f(x") = 0 ， 重 排 此 式 ， 可 得 * ”的 表达 式 


$53 生物 医学 系统 中 的 非 线性 模型 109 








* fn) 
x" = x, fx) (5.15) 
该 式 表 示 的 物理 意义 是 : PRO Á (x) = 0 BR x^ 可 以 由 初始 估计 值 x, 减 去 
f(x F G4) 得 到 。 图 5.7a 表示 了 这 种 含义 ， 读 者 应 该 充分 理解 其 含义 。 此 图 


RIK, WERKS) 的 切线 f(x ) 的 方向 ， 将 x, Tl x^ 移动 ， 可 以 求 取 根 x”。 





B (xi 0) (x^, 0) 和 (xxz ))3 个 顶点 组 成 的 直角 三 角形 ， 其 斜 边 的 斜率 为 
Fa) = fla, )/(%, — 2%") © 
但 是 ， 实 际 上 ， 我 们 不 可 能 一 步 就 到 达 * 点 ， 因 为 我 们 只 保留 了 两 项 泰 勤 


级 数 ， 从 式 (5.15) 得 到 的 x" 值 并 不 满足 f(x) = 0 ， 如 图 5.7a 所 示 ， 第 一 次 
应 用 式 (5.15) 只 不 过 产生 了 图 中 箭头 所 指 的 根 的 一 个 新 估计 值 ， 可 以 称 为 刀 ， 
即 





(5. 16) 


如 图 5.7b Brzs, N-R 法 重新 利用 泰勒 级 数 ， 把 x. 处 的 函数 (x) 线性 化 ， 得 到 
根 * 更 好 的 一 个 估计 值 ， 称 为 x;， 即 
fla) 
X; = Xj 户 ( (5.17) 
继续 重复 上 述 过 程 ， 直 至 最 后 收敛 到 根 * Ak. Alt, N-R 法 第 n IPRA 
代 公 式 为 








(5.18) 


此 式 的 另 一 种 表示 形式 是 用 根 的 新 估计 值 x, 和 原 估 计 值 zw 来 表示 。 读 者 会 发 

现 ， 在 编写 数值 计算 程序 实现 这 种 迭代 过 程 时 ， 这 种 表示 方式 很 有 用 ， 前 一 次 迭 
代 的 x 成 为 下 一 次 达 代 的 x， 如 此 重复 : 

x =x - fu) 

nee SO UP) 





(5. 19) 





(vp f(x) 








] NN 
M ` 
Xi Ny X3 Xj 














图 5. 7a BI 5. 7b 


总 之 ，N-R 法 每 次 都 用 新 求 得 的 估计 点 作为 下 一 次 迭代 的 起 点 。 
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图 5. 7a 和 b 显示 了 经 过 逐次 和 迭代 ， 节 终 使 搜索 收敛 于 根 的 过 程 。 但 是 ， 非 
线性 函数 的 变化 很 大 ， 并 不 是 所 有 的 搜索 都 能 收 化 。 如 图 5. 8a 所 示 ， 实 际 上 经 
常会 产生 发 散 现象 ， 要 非常 小 心地 选择 初始 起 点 才能 保证 收敛 (SLR 5. 8b). 

为 了 研究 N-R 法 的 收敛 性 ， 需 要 考察 式 (5.18) 的 -f(x,)/A'(x,) 项 ,这 
是 误差 项 ， 也 称 校正 项 ， 用 于 校正 前 一 个 根 的 估计 值 ( 即 第 n 次 迭代 的 估计 
值 )。 如 果 在 根 的 附近 函数 轨迹 很 汗 ， 那 么 函数 的 一 阶 导数 ( 即 斜 率 ) 就 很 大 ， 
也 就 是 误差 项 的 分 母 很 大 ， 因 此 ， 估 计 值 的 收敛 就 很 快 。 但 是 ， 如 果 在 根 的 附近 
PBK Á(x) 很 平坦 ， 则 收敛 就 会 很 慢 。 那 么 ， 搜 索 在 什么 点 上 ，N-R 法 不 会 收敛 
We? 根据 式 〈5. 18) ， 可 以 推测 ， 如 果 分 母 六 (wx ) HO, WARS (x, AF xs) 就 不 
能 确定 。 确 实 ， 搜 索 范围 内 曲线 上 存在 的 回 折 点 是 件 麻 烦 事 ， 可 能 引起 搜索 的 发 

N-R 法 收敛 的 一 个 条 件 是 :“ 在 区 间 Gv, x) E, WRS a) 和 f/”(x) 的 符 
号 保持 不 变 ， 也 就 是 f(x) HRR Co) 的 斜率 不 存在 回 折 点 ， 并 且 , 广 (x* ) 和 
a) 具有 相同 的 符号 ， ABA, TERR x^ 。” 这 条 收敛 准则 可 以 作为 实 
现 N-R 搜索 算法 的 MATLAB 程序 的 一 个 部 分 ， 用 于 判断 收敛 人 性。 显然 ， 图 5. 8a 
的 情况 不 满足 这 条 准则 。 








f) 

















图 5.8 初始 估计 值 的 选择 会 影响 N-R 法 的 收敛 性 
a) 发 散 b) 收敛 

例 5.1 心血 管 生理 系统 一 一 利用 N-R 法 求解 简单 多 项 式 
问题 陈述 : 

假设 左 心 室 压力 (Left Ventricular Pressure, LVP) 可 以 用 一 个 抛物 线 表 示 ， 
收缩 压 的 峰值 为 120mmHg， 并 且 平 均 主动 脉 压 为 90mmHg。 请 利用 N-R 法 计算 
主动 脉 办 打开 和 关闭 的 时 间 。 如 果 收 缩 压 的 峰值 从 120mmHg 降 到 100mmHg 或 
者 升 到 140mmHg， 这 两 个 时 间 又 是 多 少 ?” (提示 ， 主 动脉 办 打开 和 关闭 的 发 生 时 
刻 就 是 LVP 与 平均 主动 脉 压 相等 的 时 刻 。) 
解 : 

如 图 5. 9 所 示 是 收缩 压 峰值 为 120mmHg 的 LVP 抛物 线 ， 曲 线 与 横 坐 标 x 有 
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两 个 交点 ， 一 个 是 原点 (0，0) ， 另 一 个 则 是 一 个 心动 周期 的 结束 点 (1,0), 
这 里 将 一 个 周期 的 持续 时 间 归 一 化 为 1。 抛物 线 的 方程 为 
(x - h)? =-4p(y - k) 
式 中 Ch, k) 一 一 抛物 线 项 点 的 坐标 ; 
5 一 一 抛物 线 的 焦点 。 

假设 抛物 线 是 对 称 的 ， 则 初始 上 =120mmHg BY, (A, k) 的 值 为 《0.5，120 ) ， 
其 中 0.5 为 归 一 化 周期 时 间 工 的 中 点 。 此 里 未知， 可 以 从 抛物 线 与 横 坐 标 x 的 
交点 (0, 0) mk (1, 0) RB p WAH 5.208 x10, FÆ, 4 k = 120mmHg 
时 ， 抛 物 线 的 轨迹 如 图 5.9 Prax, BU 

(x -0.5) 2-4(5.208 x 10) (y - 120) 


| 1220mmHg 









90mmHg 











1 
—i 








图 5.9 抛物 线 方程 的 曲线 

本 题 需 要 求解 抛物 线 上 左 心室 压力 等 于 平均 主动 脉 压 90mmHsg 的 点 ， 因 此 ， 
将 y =90 代 入 抛物 线 方程 ， 可 得 方程 480x” -480x +90 =0。 对 于 不 同 的 收缩 压 峰 
f& k, 方程 的 通 式 为 

x!-x- z3 =0 

这 些 方程 要 用 N-R 法 求 根 。 

下 面 是 两 种 不 同 的 求解 方法 。 第 一 种 方法 是 一 种 简化 方法 ， 直 接 使 用 函数 的 
准确 导数 值 ， 建 立 了 一 个 包含 气 物 线 函 数 及 其 导数 的 MATLAB 文件 ， 命 名 为 pa- 
rabola and derivative. m。 显 然 ， 这 个 文件 名 可 以 根据 需要 改变 ， 只 要 N-R 法 的 
执行 程序 simple _ NR. m 能 够 正确 调用 就 可 以 了 。 

第 二 种 方法 假设 函数 的 准确 导数 值 未 知 ， 要 用 第 6 章 将 介绍 的 那些 数值 方法 
近似 求 导 。 这 种 方法 的 MATLAB 实现 程序 命名 为 NR2. m, 

下 面 是 实现 这 两 种 方法 的 程序 。 

1. 使 用 解析 函数 导数 的 简化 N-R 法 


$ example5_ la. m 
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oo 


This program calculates the roots of a parabolic 


oo 


equation using Newton-Raphson method for different 


oe 


peak pressures, denoted by k. 


cle; clear all; 
k-input(' Peak Pressure in mmHg, k='); 


x0 -input(' Starting value ='); 


$ simple NR('F', X0, Pl, P2, ..) is a simplified Newton-Raphson 
% routine that finds the root of a nonlinear function 
$ contained in the MATLAB file called F with arguments P1, P2,... 


$ The file F contains both the function and its derivative. 


xnew = simple NR('parabola and derivative',x0,k); 


fprintf ('\n % 3g $ g % g\n',k,x0,xnew) 
包含 解析 导数 的 MATLAB 函数 


function[ f, fprime] =parabola _ and _ derivative (x, k) 
$ alter the function below as necessary 

f =x^2 -x +22.5/k; 

% modify the function derivative below as necessary 


fprime =2 * x-1; 
简化 N-R 法 的 MATLAB 函数 


function x=simple_NR(FunFcn,x0,varargin) 


$ simple NR finds a zero of a defined function by the Newton - 


oo 


Raphson method. 


% simple NR('F',X0) finds a zero of the function described by the 
$ M-file F.M that also contains the derivative of the function. 

$ This program differs from NR. m because it computes the 

$ derivative exactly, and does not numerically approximate the 


$ derivative. X0 is a starting guess. 
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oo 


simple. NR('F',XO,P1,E2,...) allows for additional arguments 


oo 


which are passed to the function F(X,P1,P2,...). 
$ (c) S. Dunn, A Constantinides, and P. Moghe 

$ August 1, 2003 

$ Initialization 

tol=le-6; 

iter =0; 


[ fnk, fpr] = feval (FunFcn, x0, varargin| :| ); 


header = ' Iteration x f(x)'; 

disp (header) 

fprintf('$ 5.0d $ 13.69 $ 13.6g \n',iter, [x0 fnk]) 
x =x0; 

x0 =x4+1; 

itermax =100; 

$ Main iteration loop 

while abs (x - x0) >tol & iter <=itermax 


iter =iter +1; 


x0 =x; 
x =x0 - fnk/fpr; 
[ fnk, fpr] = feval (FunFcn, x,varargin| :| ); 


$ Show the results of calculation 

fprintf('$ 5.0d %13.6g % 13.6g \n',iter, [x fnk]) 
end 
if iter >=itermax 

disp ('Warning:Maximum iterations reached. ') 


end 
程序 运行 的 输出 结果 (只 显示 了 收缩 压 峰值 上 = 120mmHg 时 的 结果 ) 


peak Pressure in mmHg, k=120 
Starting value -0 
Iteration x f(x) 
0 0.1875 
1 0.1875 0.0351562 
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2 0.24375 0.00316406 
3 0.249924 3.81156e -05 
4 0.25 5.80764e -09 
5 0.25 1.11022e -16 


120 0 0.25 
2， 用 数值 方法 近似 求 导 的 N-R 法 


$ example5 _ 1b.m 

5$ This program calculates the roots of a parabolic 

$ equation using Newton-Raphson method for different 

$ peak pressures, denoted by k. Derivatives are numerically 


$ approximated. Use example5 a.m as an alternative. 
clc; clear all; 
k -input(' Peak Pressure in mmHg, k-'); 


x0 = input (' Starting value ='); 
NR2('F', X0, TOL, TRACE, Pl, P2,..) is a simplified 


oo 


oec 


Newton - Raphson routine that finds zero of function F with 


oo 


arguments Pl, P2, etc. TOL is convergence tolerance. 


oo 


NR2 does not graphically show the path to convergence. 
xnew -NR2 ('parabola',x0,[ ],0,Xk); 
fprintf ('% 3g $ g $ g\n',k,x0,xnew) 


包含 所 需求 解 方程 的 MATLAB 函数 


function y » parabola (x,k) 
y-x^2-x*22.5/k; 


用 数值 方法 近似 求 导 的 N-R 法 的 MATLAB 函数 


function x=NR2 (FunFcn,x0,tol,trace,varargin) 


% NR2 Finds a zero of a function by the Newton-Raphson method. 


oo 


NR2 ('F',X0) finds a zero of the function described by the 


oe 


Simplified Newton-Raphson Program—M - file F.M. X0 isa 
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% starting guess. 


% NR2('F',XO,TOL, TRACE) uses tolerance TOL for convergence test. 
$ TRACE 40 does not show the calculation steps 


% TRACE =1 shows the calculation steps numerically 


$ NR2('F',X0,TOL, TRACE,P1,P2,...) allows for additional 
% arguments which are passed to the function F(X,P1,P2,... ). 
% Pass an empty matrix for TOL or TRACE to use the default 


$ value. 
% See also FZERO, ROOTS, XGX, LI 


% (c) S. Dunn, A Constantinides, and P. Moghe 
% August 1, 2003 
% Initialization 
if nargin<3 | isempty (tol) 
tol=le-6; 
end 
if nargin<4 | isempty (trace) 
trace =0; 
end 
if tol == 
tol=le-6; 
end 
if (length(x0) »1) | (~isfinite(x0)) 
error ('Second argument must be a finite scalar. ') 
end 
iter =0; 
fnk = feval(FunFcn, x0, varargin|:|); 
if trace 
header =' Iteration x f(x)'; 
disp (header) 
fprintf('$ 5.0d % 13.6g$ 13. 6g \n',iter, [x0 fnk]) 
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end 


x =x0; 

x0-xt1; 

itermax —- 100; 

$ Main iteration loop 

while abs (x-x0)»tol&iter«-itermax 
iter=iter +1; 


x0 =x; 


$ Set dx for differentiation 


if x~=0 

dx =x/100; 
else 

dx =1/100; 
end 


$ Differentiation 
a-x-dx; fa=feval (FunFcn,a,vararginl:l); 
b=x+dx; fb-feval(FunFcn,b,vararginl:l); 


df = (fb-fa)/(b-a); 


$ Next approximation of the root 


if df == 
x = X0 + max (abs (dx),1. 1 * tol); 
else 
x =x0 - fnk/df; 
end 
fnk = feval (FunFcn, x, varargin| :1); 


$ Show the results of calculation 
if trace 
fprintf('$ 5.0d %13.6g % 13.6g M',iter, [x fnk]) 


end 
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end 


if iter >=itermax 
disp ('Warning:Maximum iterations reached. ') 


end 


3. 程序 运行 的 输出 结果 











初始 估计 值 * (0) =0 初始 估计 值 < (0) =1.0 
按照 周期 归 一 化 的 按照 周期 归 一 化 的 
mE /mmH 
收缩 压 峰 从/mmHg 主动 脉 闪 打 开 时 间 主动 脉 几 关闭 时 间 
100 0. 34 0. 66 
120 0. 25 0.75 
140 0. 2 0.79 








注意 ， 以 上 二 次 抛物 线 方程 的 根 其 实 很 容易 用 解析 方法 推导 出 来 ， 但 是 ， 如 果 心 
室 压力 波形 用 比较 复杂 的 非 线 性 方程 描述 ， 那 么 ， 这 里 所 介绍 的 方法 就 很 有 用 。 

下 面 所 列 的 3 个 程序 分 别 用 N-R 法 、 逐 次 代 换 法 和 线性 插值 法 3 种 不 同 的 
方法 求解 同一 个 比较 复杂 的 非 线性 方程 ， 进 一 步 介绍 各 种 解 题 方法 。 第 一 个 程序 
是 用 N-R 法 求解 非 线 性 方程 。 

例 5.2a 应 用 N-R 法 求解 Colebrook 非 线 性 方程 。 
问题 陈述 : 

解 Colebrook 方程 ， 求 尿 液 导 管 的 摩擦 系数 。 如 下 是 N-R 形式 ( 即 f(x) =0) 
的 Colebrook 7j f& 

aot 07log( Reb) 40.06 = 0 

解 题 思路 : 

这 里 将 用 N-R 法 的 式 (5.18) 反复 进行 迭代 计算 ,直到 前 后 两 次 连续 迭代 
所 得 到 的 两 个 近似 根 之 差 小 于 某 个 默认 值 (如 10“) 为 止 。 并 且 作 图 显示 搜索 
的 收敛 过 程 ， 以 便 深 入 了 解 方程 解 的 收敛 性 。 
程序 说 明 : 

N-R 程序 命名 为 NR. m, H1 Constantinides 和 Mostoufi BY A Æ 1999 年 开发 完 
成 ， 用 于 求解 非 线 性 方程 的 根 。 其 中 ， 非 线性 函数 作为 程序 的 参数 输入 ， 因 此 ， 
该 MATLAB 程序 可 以 用 于 不 同 的 非 线性 方程 。 
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NO 


5 example5 2a.m 


oe 


This program solves a nonlinear equation using the full 


oc 


Newton-Raphson method 


oo 


It calculates the friction factor from the Colebrook equation. 


cle; clear all; 


disp('Calculating the friction factor from Colebrook equation') 
$ Input 

Re = input ('\n Reynolds No. ="); 

fname = input ('\n Function containing the Colebrook equation:'); 
% Newton-Raphson 

bo = input (' Starting value of b='); 

b -NR(fname,b0,[ ],2,Re); 

fprintf('\n Friction factor, b=% 8.7£\n',b) 


包含 所 需求 解 方程 的 MATLAB 函数 


function y =colebrook (b, Re) 


oo 


colebrook.m 


oec 


This function evaluates the value of Colebrook equation to be 


oe 


Solved by the the Newton-Raphson method. 
y =1/sqrt (b)-4. 07 * log (Re * sqrt (b) ) +0. 6; 


MATLAB 函数 : 实现 N-R 法 ， 求 函数 导数 的 数值 近似 值 ， 并 作 图 ( 见 图 5. 10) 
显示 根 的 搜索 轨迹 。 


function x =NR(FunFcn,x0,tol, trace, varargin) 


$ NR Finds a zero of a function by the Newton-Raphson method. 


$ | NR('F',X0) finds a zero of the function described by the 
$  Mfile F.M XO is a starting guess. 


% NR('F',X0, TOL, TRACE) uses tolerance TOL for convergence 
$ test. TRACE =1 shows the calculation steps numerically and 


$ TRACE =2 shows the calculation steps both numerically and 
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$ graphically. 


$  NR('F',XO, TOL, TRACE,P1,P2,...) allows for additional 
E arguments which are passed to the function F(X,P1, P2,...). 
$ Pass an empty matrix for TOL or TRACE to use the default 


% value. 


oo 


See also FZERO, ROOTS, XGX, LI 


oe 


(c) N. Mostoufi & A Constantinides 


ov? 


January 1, 1999 


Initialization 


oe 


if nargin «3 | isempty (tol) 
tol=le-6; 
end 


if nargin<4 | isempty (trace) 


trace =0; 
end 
if tol == 
tol=le-6; 
end 
if (length (x0) »1) | (~isfinite (x0)) 
error ('Second argument must be a finite scalar. ') 
end 
iter =0; 


fnk = feval (FunFcn, x0, varargin|:|); 


if trace 
header =' Iteration x f(x)': 
disp (header) 
fprintf('$ 5.0d % 13.6g $ 13. 6g \n', iter, [x0 fnk]) 
if trace == 
xpath =[x0 x0]; 
ypath =[0 fnk]; 
end 


NO 
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end 


x =x0; 
x0 =x+1; 


itermax =100; 


% Main iteration loop 
while abs (x-x0) >tol & iter <=itermax 
iter =iter+1; 


x0 =x; 


$ Set dx for differentiation 


if x~=0 

dx =x/100; 
else 

dx =1/100; 
end 


% Differentiation 

a=x-dx; fa-feval(FunFcn,a, vararginl: hy; 
b=x+dx; fb =feval (FunFcn,b, varargin{ :1); 
df = (fb -fa)/(b-a); 


% Next approximation of the root 


x = x0 +max (abs (dx),1.1%* tol); 


else 
x =x0 ~ fnk/df; 
end 
fnk = feval (FunFcn, x, vararginl :| ); 


$ Show the results of calculation 

if trace 
fprintf('$ 5.0d % 13. 6g $ 13. 6g \n',iter, [x fnk]) 
if trace == 


xpath = [ xpath x x] ; 
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ypath =[ ypath 0 fnk]; 
end 
end 


end 


if trace ==2 

$ Plot the function and path to the root 

xmin =min (xpath); 

xmax =max (xpath); 

dx = xmax - xmin; 

xi =xmin -dx/10; 

xf =xmax +dx/10; 

ye=[]; 

for xc =xi: (xf -xi)/99:xf 

yc = [yc feval (FunFen, xc, varargin{:!)]; 

end 

xc -linspace (xi,xf,100); 

ax = linspace (0,0,100); 

plot (xc, yc, xpath, ypath, xc, ax, xpath (1), ypath (2) , ' * ',¥,fnk,'o') 

axis ([ xi xf min (yc) max (yc) ]) 

xlabel ('x"') 

ylabel ('f (x) ') 

title ('Newton-Raphson: The function and path to the root (* :ini- 
tial guess ; o:root)') 


end 


if iter >=itermax 
disp ('Warning:Maximum iterations reached. ') 


end 
程序 运行 时 的 输入 : 


Calculating the friction factor from Colebrook equation 
Reynolds No. =2e5 
Function containing the Colebrook equation: 'colebrook' 


Starting value of b=0.0001 
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程序 运行 的 输出 结 
Iteration x f(x) 

0.0001 69.6643 
1 0.000233872 33.3254 
2 0.000458271 13.2796 
3 0.000697928 3.56293 
4 0.000816553 0.38613 
5 0.000832694 0.00546019 
6 0.000832929  1.43852e -006 


Friction factor, b=0.0008329 


Newton—Raphson:The function and path to the root(*:initial guess;o;root) 
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图 5.10 N-R 法 的 根 搜索 轨迹 

结果 讨论 

AX N-R 法 求解 的 说 明 : 以 上 的 N-R 法 求解 过 程 经 过 6 次 迭代 就 迅速 收敛 
到 方程 的 根 。 建 议 读者 采用 不 同 的 参数 测 试 运行 这 个 程序 ， 例如 ， 把 程序 运行 时 
要 求 输入 的 Reynold 数 改 为 5 x 105, 1x10*, 5x10 等 , 或 者 采用 不 同 的 初始 摩 
擦 系数 估计 值 x。 

如 果 保 持原 来 的 Reynold 数 2 x 10° 不 变 ， 用 不 同 的 初始 摩擦 系数 估计 值 ， 那 

， 如 下 表 所 示 ，N-R 法 的 搜索 过 程 会 发 生 很 大 的 变化 。 请 读者 运行 MATLAB 
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程序 验证 这 些 结果 。 


















x 的 初始 估计 值 收敛 或 发 散 it # 
0. 001 收敛 4 次 迭代 
0. 0015 D 5 GRIS 
0. 0017 收敛 6 次 迭代 ; 同时 求 得 虚 根 
0. 00175 收敛 8 次 迭代; 同时 求 得 虚 根 
0. 0018 A 





下 面 的 第 二 个 程序 是 用 逐次 代 换 法 求解 同样 的 Colebrook 非 线性 方程 。 
8|5.2b 应 用 逐次 代 换 法 求解 非 线性 方程 。 
问题 陈述 : 
解 Colebrook 方程 ， 求 尿 液 导 管 的 摩擦 系数 。 如 下 是 逐次 代 换 法 形式 ( 即 x = 
g(x)) 的 Colebrook 方程 : 


1 
b= 
(4. O7log( Re vb) - 0. 60)? 





解 题 思路 : 

这 里 用 式 (5.3) 的 逐次 代 换 法 ,反复 进行 迭代 计算 ， 直 到 前 后 两 次 连续 办 
代 得 到 的 两 个 近似 根 之 差 小 于 某 个 默认 值 ( 如 10“) 为 止 。 并 作 图 显示 搜索 的 
收敛 过 程 ， 以 便 深 入 了 解 方程 解 的 收敛 性 。 
程序 说 明 : 

逐次 代 换 法 程序 命名 为 XGX. m， 该 程序 用 于 求解 非 线 性 方程 的 根 。 其 中 ， 非 线 
性 函数 作为 程序 的 参数 输入 ， 因 此 ,该 MATLAB 程序 可 以 用 于 不 同 的 非 线 性 方程 。 


$ example5 2b.m 
% This program solves a nonlinear equation using the 


Successive Substitution method. 


oo 


It calculates the friction factor from the Colebrook equation. 


Clear; clc; 

disp('Calculating the friction factor from Colebrook equation') 
$ Input 

Re = input ('\n Reynolds No. ='); 

fname = input ('\n Function containing the Colebrook equation:'); 
% Successive Substitution method 

pO = input (' Starting value of b='); 

b = XGX (fname, b0, [],2, Re); 
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fprintf ('\n Friction factor, b=% 8.7£\n',b) 
包含 被 求解 方程 的 MATLAB 函数 


function y =colebrookg (b, Re) 
$ colebrookg. m 

$ This function evaluates the value of Colebrook equation 

$ to be solved by the XGX or successive substitution method. 


y = (1/ (4. 07 * log (Re * sqrt (b)) -0.6)) ^2; 
MATLAB 函数 : 实现 逐次 代 换 法 ， 并 作 图 ( 见 图 5. 11). 显示 根 的 搜索 路 径 。 


function x =XGX (FunFcn,x0,tol, trace, varargin) 


oe 


XGX Finds a zero of a function by x-g(x) method. 


ae 


% XGX('G',X0) finds the intersection of the curve y =g (x) 
$ with the line y ^x. The function g(x) is described by the 
$ M-fileGM XO is a starting guess. 


% XGX('G',XO, TOL, TRACE) uses tolerance TOL for convergence 
$ test. TRACE =1 shows the calculation steps numerically and 
$ TRACE =2 shows the calculation steps both numerically and 
$  graphically. 


$ | XGX('G',XO, TOL, TRACE, P1, EP2,...) allows for additional 
$ arguments which are passed to the function G(X,P1,P2,...). 


$ Pass an empty matrix for TOL or TRACE to use the default 


% value. 


% See also FZERO, ROOTS, NR, LI 


$ (c) N. Mostoufi & A Constantinides 


$ January 1, 1999 


Initialization 


ae 


if nargin <3 | isempty (tol) 
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tol =le-6; 
end 


if nargin <4 | isempty (trace) 


trace =0; 
end 
if tol == 
tol =le-6; 
end 
if (length(x0) >1) | (~isfinite (x0)) 
error ('Second argument must be a finite scalar. ') 
end 
if trace 
header =' Iteration x g(x)'; 


disp (header) 


if trace -- 
xpath =[ x0]; 
ypath -[0]; 
end 
end 
x =x0; 
x0=x+1; 
iter =1; 


itermax =100; 


$ Main iteration loop 
while abs(x-x0)»tol & iter «-itermax 
x0 =x; 


fnk = feval (FunFcn, x0, varargin!:}); 


$ Next approximation of the root 
x = fnk; 
% Show the results of calculation 


if trace 


126 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





fprintf('$ 5.0f $ 13.6g $ 13. 6g \n',iter, [x0 fnk]) 
if trace == 
xpath =[xpath x0 x]; 
ypath =[ ypath fnk x]; 
end 
end 
iter =iter +1; 


end 


if trace == 

% Plot the function and path to the root 

xmin =min (xpath) ; 

xmax = max (xpath) ; 

dx = xmax - xmin; 

xi =xmin - dx/10; 

xf =xmax + dx/10; 

yc-[]; 

for xc =xi: (xf-xi)/99:xf 
yc = [yc feval (FunFcn, xc, vararginl:1)]; 

end 

xc = linspace (xi,xf,100); 

plot (xc, yc, xpath, ypath, xpath (2),ypath (2), ' * ', ... 
x,fnk,'o',[xi xf],[xi,xf],'- -') 

axis([xi xf min (yc) max (yc) ]) 

xlabel('x', 'FontSize',12) 


ylabel('g(x) | - -:y=x]', 'FontSize',12) 

title(' x =g(x):The function and path to the root 
(* :initial guess ; o:root)', 'FontSize',12) 
end 


if iter >=itermax 
disp ('Warning:Maximum iterations reached. ') 


end 


程序 运行 的 输入 和 输出 结果 : 
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Calculating the friction factor from Colebrook equation 
Reynolds No. =2e5 
Function Containing the Colebrook equation: 'colebrookg' 
Starting value of b=0.0001 





Tteration x g (x) 
1 0.0001 0.00108666 
2 0.00108666 0.00080751 
3 0.00080751 0.00083597 
4 0.00083597 0.000832573 
5 0 .000832573 0.000832971 


Friction factor, b=0.0008330 


x [0-?x-g(x): The function and path to the root(*:initial guess;o;root) 
T r r r + 


? | 























图 5. 11 逐次 代 换 法 求 根 的 搜索 路 径 
下 面 的 第 三 个 程序 是 用 线性 插值 法 求解 同样 的 Colebrook 非 线 性 方程 。 
例 5.2c 应 用 线性 插值 法 求解 非 线性 方程 。 
问题 陈述 : 
解 Colebrook 方程 ， 求 尿 液 导管 的 摩擦 系数 。 如 下 是 Colebrook 方程 的 f(x) =0 


1 
— - 4. 07log(Re Vb) +0.06 = 0 
ib ami 
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这 里 用 式 (5.10) 的 线性 插值 法 ， 反 复 进行 迭代 计算 ， 直 到 前 后 连续 两 次 
迁 代 得 到 的 两 个 近似 根 之 差 小 于 某 个 默认 值 (如 10“) 为 止 。 并 作 图 显示 收敛 
过 程 ， 以 便 深 入 了 解 方程 解 的 收敛 性 。 


$ example5 2c.m 
$ This program solves a nonlinear equation using the 


$ Linear Interpolation method. 


oo 


It calculates the friction factor from the Colebrook equation. 


clc; clear ali; 


disp('Calculating the friction factor from Colebrook equation') 
$ Input 

Re = input ('\n Reynolds No. ='); 

fname = input ('\n Function containing the Colebrook equation:'); 
$ Linear Interpolation method 

bl =input(' First starting value b="); 

b2 = input (' Second starting value b='); 

b -LI(fname,bl,b2,[],2,Re); 

fprintf ('Mn Friction factor, b=% 8.7f£\n',b) 


包含 被 求解 方程 的 MATLAB 函数 
TE: 此 处 的 MATLAB 图 数 colebrook. m 与 例 5. 2a 中 的 相同 ， 故 省 略 。 


MATLAB 函数 : 实现 线性 插值 法 ， 并 作 图 ( 见 图 5.12) 显示 求 根 的 搜索 路 径 。 
该 程序 由 Constantinides 和 Mostoufi (1999 4E) 开发 完成 。 


function x =LI (FunFcn,x1,x2,tol, trace, varargin) 


X 


$ LI Finds a zero of a function by the linear interpolation method. 
% LI('F',X1,X2) finds a zero of the function described by the 

$  M-file F.M. X1 and X2 are starting points where the function 

$ has different signs at these points. 

% LI('F',X1,X2,TOL, TRACE) uses tolerance TOL for convergence 


$ test. TRACE -1 shows the calculation steps numerically and 





$ TRACE -2 shows the calculation steps both numerically and 
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% graphically. 


$ LI('F',X1,X2,TOL,TRACE,P1,P2,...) allows for additional 


% arguments which are passed to the function F(X,P1,P2,... ). 





% Pass an empty matrix for TOL or TRACE to use the default 


% value. 


% See also FZERO, ROOTS, XGX, NR 


$ (c) N. Mostoufi & A Constantinides 


$ January 1, 1999 


oe 


Initialization 
if nargin <4 | isempty (tol) 
tol-1e-6; 
end 
if nargin <5 | isempty (trace) 
trace -0; 
end 
if tol == 
tol=le-6; 
end 
if (length (x1) >1) | (~isfinite(x1)) | (length (x2) »1) |... 
(~isfinite (x2)) 
error ("Second and third arguments must be finite scalars. ') 
end 
if trace 
header =' Iteration x E(x) '; 
disp (header) 
end 
fl = feval (FunFcn, xl ,vararginl : | ); 


f2 = feval (FunFcn, x2 , varargin| : | ); 


iter =0; 


if trace 





$ Display initial values 
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fprintf('$ 5.0f %13.6g $ 13. 6g \n',iter, [xi £1]) 
fprintf ('% 5.0f 13. 6g $ 13. 6g \n', iter, [x2 £2]) 


oo 


if trace == 
xpath =[ x1 xl x2 x2]; 
ypath =[0 f1 f2 0]; 


end 
end 
if f1 <0 
xm -xl; 
fm -fl1; 
Xp =xX2; 
fp = f2; 
else 
xm = x2; 
fm=f2; 
xp-xl; 
fp =f1; 
end 


iter=iter+1; 
itermax =100; 
X=xp; 


x0 = xm; 


% Main iteration loop 

while abs (x - x0) >tol & iter <=itermax 
x0 =x; 
x=xp-fp * (xn-xp) / (fm- fp); 


fnk = feval (FunFcn, x, varargin} zt); 


if fnk <0 
xm =X; 
fm = fnk; 


else 
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end 


xp =x; 
fp = fnk; 


end 


% Show the results of calculation 


if trace 
fprintf('$ 5.0f % 13. 6g $ 13. 6g \n',iter, [x fnk]) 
if trace == 


xpath = [ xpath xm xm xp xp] ; 
ypath =[ ypath 0 fm £p 0]; 
end 
end 


iter =iter +1; 


if trace == 


fnk, 


% Plot the function and path to the root 
xmin =min (xpath); 
xmax = max (xpath) ; 
dx = xmax - xmin; 
xi =xmin -dx/10; 
xf =xmax + dx/10; 
yc=[]; 
for xc = xi: (xf - xi)/99:xf 
yc =[ yc feval (FunFen, xc, varargin| :})]; 
end 
xc = linspace (xi,xf,100); 


ax =linspace (0,0,100); 


plot (xc, yc, xpath, ypath, xc, ax, xpath (2:3), ypath (2:3),'* ',x, 


o!) 

axis ([ xi xf min (yc) max (yc) ]) 
xlabel('x!) 

ylabel('f(x)') 


title ('Linear Interpolation: The function and path to the root 
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(* :initial guess ; o:root) ') 


end 


if iter >=itermax 
disp ('Warning:Maximum iterations reached. ') 
end 
程序 运行 的 输入 和 输出 结果 
Calculating the friction factor from Colebrook equation 
Reynolds No. =2e5 


Function containing the Colebrook equation: 'colebrook' 
First starting value b=0.0003 
Second starting value b=0.0015 


Iteration x f (x) 
0 0.0003 25.1637 
0 0.0015 -10.0267 
1 0.00115809 -5.93487 
2 0.00099433 -3.29705 
3 0.000913895 -1.75924 
4 0.000873781 -0.917111 
5 0.000853604 -0.472089 
6 0.000843409 -0.241398 
7 0 .000838246 -0.123012 
8 0.000835628  -0.0625739 
9 0.000834299  -0.0318015 
10 0.000833625  -0.0161549 


Friction factor, b=0.0008336 
Friction factor, b=0.0008360 
结果 讨论 
这 里 ， 我 们 用 了 3 种 不 同 的 方法 求解 Colebrook 非 线 性 方程 ， 例 5. 2a 是 N-R 
法 ， 例 5. 2b 是 逐次 代 换 法 ， 例 5. 2e 是 线性 插值 法 。 其 中 ，N-R 法 是 最 常用 的 方 
法 ， 但 是 ， 其 搜索 过 程 对 于 根 的 初始 估计 值 的 选 定 很 敏感 。 本 题 中 ， 逐 次 代 换 法 
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Linear Interpolation:The function and path to the root(*:initial guess;o:root) 
T T T T T —— ——n 




















图 5. 12 线性 插值 法 求 根 的 搜索 路 径 

确定 根 的 迭代 步 数 最 少 ， 它 也 是 3 种 方法 中 最 简单 的 一 种 ， 不 需要 计算 函数 的 导 
数 。 线 性 插值 法 需要 给 定 两 个 初始 估计 值 ， 用 于 设 定 搜索 范围 的 起 点 和 终点 ， 并 
且 ， 这 种 方法 所 需 的 迭代 次 数 最 多 。3 种 方法 究竟 选用 哪 种 最 好 ， 这 取决 于 非 线 
性 方程 的 性 质 以 及 初始 估计 值 。 一 般 ， 要 求 读 者 掌握 N-R 法 。 

8015.3 应 用 N-R 法 求解 Michaelis-Menten 动力 学 方程 (分 子 生物 工程 问题 
举例 ) 。 
问题 陈述 : 

Michaelis-Menten 模型 (参见 5. 3. 1 35). 的 解析 解 为 


Kln( 2) + (sg s) = Vt 
8 


其 中 ，K。 等 于 0. SmM ， 是 酶 促 反 应 速率 达到 最 大 反应 速率 一 半 时 的 底 物 浓度 ; 
最 大 底 物 消耗 率 Vi 等 于 0.5mM/min; 初始 底 物 浓度 s, 为 1. 0mM。 请 用 N-R 法 
K O ~200min 范围 内 底 物 浓度 随时 间 变 化 的 曲线 ， 时 间 增 量 设 为 0. 1min。 

LUE 

MATLAB 程序 如 下 : 





example5 3.m 


This program calculates the roots of the substrate 


oP op oe 


consumption equation governed by Michealis-Menten kinetics. 


cle; clear all; 
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disp ('Time Concentration') 

x0 20.95; 

% initialize the counter and increment by unity during each 
$ iteration. We could use a while loop below; a FOR loop is 


6 preferred because it initializes the counter and increments 


oe 


automatically at each iteration 
for 1=1:201 
t(i)-i-1; 
sub (1) -NR('enzymeconsump',x0,[ ],( ],t,1. 0,0. 05,0. 5); 
fprintf('$ 3g $ g \n',t(i),sub(i)) 
x0 = sub (i); 
end 
figure (1); plot (t, sub} 
xlabel('Time, min'); ylabel('Concentration, mM') 


title('Michaelis-Menten reaction') 


包含 Michaelis-Menten 方程 的 MATLAB 图 数 为 


function y =enzymeconsump (s,t,so, vmax, Km) 





Q 


$ enzymeconsump. m file 


y =Km* log(so/s) + (so-s) -vmax * t; 


程序 运行 的 输出 结果 为 (只 显示 图 形 输出 ): 


Michaelis-Menten reaction 
] T T 一 





0.5 


Concentration,mM 

















0 50 100 150 200 


Time,min 


图 5.13 Michaelis-Menten B sz Py 
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5.7 牛顿 法 求解 非 线 性 方程 组 


如 果 模 型 中 包含 两 个 或 更 多 个 联 立 非 线 性 方程 ， 那么 可 以 扩展 N-R 法 ， 同 时 求 
解 这 些 方 程 。 假 设 存在 两 个 未 知 变量 x, 和 x,， 以 及 包含 这 两 个 变量 的 两 个 函数 ; 

fi (x, »X2 ) = 0 

f(y .%) 20 


(5. 20) 


式 中 ,有 一 一 非 线 性 函数 。 
利用 二 维 泰勒 级 数 ， 在 初始 估计 值 x+*” 和 x” 处 展开 这 两 个 阔 数 ，( 这 里 的 
上 标 (1) 表示 搜索 根 的 第 一 次 迭代 ) ， 有 














à 
fi G9 x) = fi ux) zs (x, - x?) + M (x - x3!) + 
BENI OX lun 
(5.21) 
(1) a) af, a of, a) 
Rh x) = f(x; a ) 十 一 (Xx! -XI ) + 一 一 (a, =a) to 
9Xi| ,in 0X, 1.) 
前 后 两 次 迭代 得 到 的 x 值 之 间 的 差 定义 为 校正 变量 ， 即 ; 
a) = 
"M " Lapi (5.22) 


使 式 (5.21) 左边 为 0， 并 截 去 泰勒 级 数 中 二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 高 阶 导数 项 ， 得 
到 方程 : 




















ah 6 za oi^ 2d (UO aux) 
MEL 9X, a) 
| (5.23) 
ofr (1) 9f, O a 0) 
， x, nU t A "nz 一 "nce X5 ) 
这 是 一 个 线性 代数 方程 组 ， 未 知 数 为 50) que ucki OU ”和 64 ， 结 果 如 下 : 
bh p bh 
j 9x; E àx, | 
6) =- 
af, ðh 7 af, ofr 
OX, OX, AX, OX, 
(5. 24) 
dfi p 9f 
iP |^ dx, fi àx, | 
35 - 








af, 9f, dfi ah 
Ox, OX, OX, 0x, 
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将 前 一 个 估计 值 与 校正 变量 相 加 ， 就 得 到 新 的 估计 值 ， 即 
aD = a e (5.25) 
每 次 迭代 之 后 ， 用 此 式 更 新 估计 值 。 反 复 执行 这 个 和 迭代 过 程 ， 直 到 所 有 的 校正 变 
量 都 小 于 某 个 规定 的 允许 偏差 为 止 。 
如 果 非 线性 方程 组 含有 2 个 以 上 的 方程 ， 那 么 可 以 用 同样 的 方法 得 到 一 个 线 
性 代数 方程 组 ， 用 矩阵 形式 表示 就 是 : 


a aya] [^ 
Ox, Ox, || . . 
"n .|=-| . (5. 26) 
ah ah 
Ox, dx, -L§, f 
还 可 以 利用 和 矩阵 矢量 符号 记 为 
Jó =-f (5. 27) 
式 中 J 一 一 偏 微分 的 雅 可 比 和 矩阵 ; 
6 一 一 校正 矢量 ; 
-fF— KAR T 


读者 应 该 注意 ， 这 是 线性 代数 方程 组 。 为 了 求 取 6 的 值 ， 首 先 要 用 数值 微 
分 的 方法 计算 J FEE, BOR J FRE, REJ ERE RSE APS, ERK 
以 用 MATLAB 指令 inv 完成 。 用 MATLAB 指令 det 求 了 矩阵 行列 式 的 值 ， 如 果 行 
列 式 的 值 不 等 于 0， 就 可 以 判断 该 矩阵 是 非 奇异 矩阵 。 

例 5.4 应 用 牛顿 法 求解 非 线性 方程 组 ， 计 算 受 体 与 配 体 结合 的 动力 学 过 程 
中 受 体 的 结合 率 。 
问题 陈述 : 

哺乳 动物 细胞 的 细胞 膜 受 体 可 以 与 特定 的 配 体 (如 激素 、 生 长 因子 等 ) 结 
合 ， 从 而 触发 细胞 内 的 信息 传导 (Lauffenburger 和 Linderman ，1993 ) 。 多 聚 受 体 
具有 多 个 不 同 的 亚 基 或 抗原 表面 ， 可 以 结合 多 个 配 体 ， 因 而 使 得 受 体 与 配 体 的 结 
合 反应 呈现 非 线性 。 假 设 细胞 膜 有 两 种 多 聚 受 体 ， 一 种 可 以 结合 3 个 配 体 分 子 
( 即 三 聚 体 ) ， 另 一 种 可 以 结合 2 个 配 体 分 子 ( 即 二 聚 体 )。 两 者 的 可 逆 结 合 反 应 
方程 式 建立 如 下 : 

Wt C, IS ES S D YR BE, C, 为 二 聚 体 爱 体 的 浓度 ，C 为 配 体 的 浓度 ， 
Cy 为 所 有 已 与 配 体 结合 的 受 体 总 浓度 。 则 


A+3LeaD Kai = z3 





B+2LeD K2 = —4 
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A, BAIL 的 初始 浓度 设 为 : C,。= 5000/48 fl, Cy = 10000/28 HR, Cio = 107’ 
M, (1M =1 摩尔 / 升 =6.023 x 10” 分 子 / 升 。1 个 细胞 的 体积 等 于 4 x10 ? em? , 
因此 ，C。=24000/ 细 胞 。) 
f : 
求解 思路 分 析 : 

ix, 和 zx, 分别 为 A 和 B 两 种 受 体 中 已 与 配 体 结合 的 量 占 各 自 总 量 的 比例 ， 
则 


5000(1 — x,) 

10000(1 — x,) 

5000x, + 10000x, 

24000 - 5000x, — 10000x, 


m 


Sis 
I j 


代入 上 面 的 方程 ， 可 得 : 
K,., = (5000x, + 10000x, )/|5000(1 — x, ) (24000 - 5000x, - 10000x, )? | 


Ka = (5000x, + 10000x, )/110000(1 — x,) (24000 - 5000x, - 10000x, )? | 
数值 求解 : 
% example5 4.m 
% Commands to solve the problem by calling on Newton's method. 


clc; clear all; 
$ Input two guesses for xl and x2, respectively 

x0-2[.5.2]; 

$ Solution is provided by calling Newton. m and the prescribed 
$ function, with starting estimate vector x0 


(x, iter] 2Newton(' receptor, ligand, func',x0) 


待 求解 的 函数 : 


9 


function f = receptor ligand func (x) % This is saved as a - 
Mfile. 

xl =x(1); x2 =x(2); 

£(1) = (5000 * x1 +10000 * x2)/(5000 * (1 - xl) * (24000 -5000 * xl - 
10000 * x2)^3) -7.19e - 14; 

f (2) = (5000 * x1 -10000 * x2)/(10000 * (1 - x2) * (24000 - 5000 * xl - 
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10000 * x2)*2) - 6. 0e - 10; 
£-f'; 


应 用 牛顿 法 求解 方程 组 的 MATLAB 函数 


function [ xnew , iter] =Newton (fnctn , X0, rho, tol, varargin) 


oo 


NEWTON Solves a set of equations by Newton's method. 


oo 


% NEWTON ('F',X0) finds a zero of the set of equations 
$ described by the M-file F.M. X0 is a vector of starting 


$ guesses. 


$ NEWTON('F',XO,RHO, TOL) uses relaxation factor RHO and 


$ tolerance TOL for convergence test. 


$ | NEWTON ('F', XO, RHO, TOL, P1, P2,... ) allows for additional 
% arguments which are passed to the function F(X,P1,P2,...). 
$ Pass an empty matrix for RHO or TOL to use the default 


% value. 


$ (c) by N. Mostoufi & A Constantinides 
% January 1, 1999 


Initialization 


ole 


if nargin <4 | isempty (tol) 
tol =le-6; 

end 

if nargin «3 | isempty (rho) 
rho =1; 


end 


x0 = (x0 (:). ')'; $ Make sure it's a column vector 
nx = length (x0); 

x=x0 * 1.1; 

xnew = x0; 


iter =0; 
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maxiter =100; 

$ Main iteration loop 

while max (abs (x -xnew)) >tol & iter <maxiter 
iter =iter+1; 
x =xnew; 


fnk = feval (fnctn, x, varargin| :| ); 


$ Set dx for derivation 
for k=1:nx 
if x(k) ~=0 
dx (k) =x(k) / 100; 
else 
dx (k) =1 / 100; 
end 
end 
$ Calculation of the Jacobian matrix 
a-x; 
b=x; 
for k=1 :nx 
a(k) =a(k) -dx(k); fa= feval (£nctn,a,varargin| Za 
b(k) =b(k) +dx (k); fb-feval(fnctn,b,varargin|:!); 
jacob(:,k) = (fb - fa) / (b(k) -a(k)); 
a(k) =a(k) +dx (k); 
b(k) =b(k) -dx (k); 


end 


% Next approximation of the roots 
if det (jacob) == 

xnew =x +max (| abs (dx), 1. 1 * tol]); 
else 

xnew =x- rho * inv (jacob) * fnk; 
end 


end 
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if iter >=maxiter 
disp ('Warning:Maximum iterations reached. ') 


end 


程序 运行 的 输出 结果 


5.8 本 章 学 习 要 点 


学 完 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 

1) 能 够 识别 生物 医学 中 的 非 线性 代数 方程 问题 ， 并 且 能 够 建立 数值 方法 求 
解 的 解 题 公式 。 

2) 本 章 的 重点 是 应 用 N-R 法 求解 非 线 性 代数 方程 。 同 时 也 讲述 了 另外 两 种 
数值 求解 方法 ， 即 逐次 代 换 法 和 线性 插值 法 。 

3) 要 充分 认识 N-R 法 求解 过 程 中 估计 值 正 确 收敛 的 重要 性 。 正 如 例 5. 2a 
所 示 ， 初 始 估计 值 至 关 重 要 。 如 果 初 始 估计 值 与 方程 根 之 间 的 距离 很 远 ， 由 于 在 
这 些 中 离 根 很 远 的 点 上 ， 泰 勒 级 数 的 高 阶 项 很 重要 ， 截 去 高 阶 项 的 N-R 公式 给 
出 的 校正 值 就 很 不 准确 。 另 外 ， 在 搜索 根 的 过 程 中 如 果 遇 到 局 部 最 大 值 或 最 小 
值 ， 一 阶 导 数 趋 于 0， 则 N-R 法 会 发 散 ， 这 是 这 种 方法 的 一 个 缺点 。 读 者 要 注意 
应 用 收敛 准则 判断 欲求 解 问题 的 收敛 性 。 

4) 通过 本 章 前 3 个 例题 的 求解 ， 读 者 要 学 会 应 用 这 些 MATLAB 程序 求解 非 
线性 方程 的 方法 。 第 4 个 例题 说 明了 非 线性 方程 组 的 求解 方法 。 这 些 问 题 的 求解 
都 用 到 了 3 个 程序 : 主 程序 、 包 含 欲 求解 函数 的 子 程序 以 及 N-R 法 子 程序 (或 
者 牛顿 法 子 程序 ) 。 其 中 ， 主 程序 调用 独立 的 函数 子 程序 以 及 N-R 法 子 程序 或 者 
牛顿 法 子 程序 。 读 者 要 练习 编写 类 似 的 主 程序 用 于 求解 共有 不 同 复杂 度 的 非 线 性 

代数 方程 。 


5.9 习题 


5.1 核磁 共振 成 像 (Magnetic Resonance Imaging, MRI) 是 一 个 迅速 发 展 的 生物 医学 成 像 领 
域 。MRI 通过 检测 人 体 软组织 中 氢 原 子 核 的 状态 ， 建 立 人 体 组 织 的 功能 图 像 。 常 用 的 MRI 线 
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圈 是 简 形 电磁 线圈 。 在 信号 采集 过 程 中 ， 利 用 电磁 线圈 产生 的 磁场 将 能 量 传递 给 被 测 物 ， 同 
时 检测 随时 间 变 化 的 磁 通 密度 。 假 设 线圈 长 为 !， 半 径 为 a, 线圈 长 轴 在 y UTD), BBA, R 
圈 在 任意 位置 产 生 的 磁 通 密度 与 线圈 下 数 N、 电 流 大 小 和 真空 磁 导 率 ju。 有关， 通常 us = 
4m x10 ”HA/m。 则 线圈 的 磁感应 强度 为 

Bo mt ma 





Le poN ma op +a)'? -oj 


DEMNM 强度 达到 2.6kH， 请 编写 MATLAB 程序 应 用 N-R 

法 计算 线圈 的 半径 a 应 该 为 多 少 。 

5.2. 当 激 光照 射 到 生物 组 织 上 时 ， 人 射 光 波 中 会 有 部 分 被 反射 、 吸 收 、 散 射 和 透射 ， 光 强 随 

着 入 射 距离 的 增加 而 减弱 ， 扩 散 方 程 可 以 描述 这 种 入 射 光 的 衰减 过 程 。 假 设 激光 纤维 发 出 的 

光源 是 均匀 的 ， 生物 组 织 对 人 射 光 有 吸收 和 散射 作用 ， 并 且 假 设 组 织 介 质 无 限 大 。 当 散射 为 
主 时 ， 在 离 光 纤 较 远 的 > 号 离 处 光 的 能 流 率 为 〈 单 位 W/cm ) 


- 由 一 
br) = 本 万 





式 中 ”6 一 一 穿 透 深度 ，5 = /D/u,; 

人 ,一 一 组 织 吸 收 系数 ，N。 =0. lem! 

散射 系数 凡 =100cm  ， 组 织 的 各 向 异性 率 g5 =0.9。 请 计算 光 强 下 降 到 源 强度 的 10% 的 
位 置 与 激光 点 源 的 距离 。( 提示 : D= (1/3) pes wy Sus (1-8); W Sha thy) 
5.3 如 下 是 描述 生物 组 织 中 光 传 播 的 一 个 经 验 公 式 : 








qp = -1440n7 +0. 710n,7 + 0. 688 + 0. 0636n,, 
式 中 ”4 一 一 组 织 的 反射 系数 ; 
Se eee 
如 果 mw 等 于 1， 则 4 接近 于 1。 如 果 要 使 反射 系数 4 等 于 4. 0， 请 计算 n i (B 
5.4 Lar Serie ce ana keri stay reset. 方程 的 解 为 





激光 束 方向 


8E 
Er 





2 B2 
BA = 7B ta te erfe[B STel] -1 
T7 


式 中 8 一 一 无 量 纲 吸 收 参数 ; 
A 一 一 无 量 纲 加 热 参数 ; 
和 融 起 始 时 间 ; 
erfc— — Fh AR RFE PAL, 
请 计算 (BA) -28.359 时 的 (8 Ta) 值 。 
5.5 细胞 在 二 维基 质 上 迁移 的 位 移 平 方 的 均值 可 以 用 如 下 Dunn 方程 计算 (Dunn, 1983) : 
< d »228[Pt - P(1- e"*)] 








142 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





ste «d > 一 一 细胞 位 移 平 方 的 均值 ; 
5 一 一 细胞 迁移 速度 的 均 方 根 ; 
一 一 细胞 沿 某 方向 运动 的 持续 时 间 (单位 min)。 

由 化 学 诱导 因素 激发 ， 白 血球 在 多 了 筷 聚 四 气 乙 烯 人 造血 管材 料 上 迁移 的 速度 是 20pm/min 
(Chang 等 人 ，2000) 。 如 果 要 在 3h 内 使 一 群 白 血球 的 平均 位 移 平 方 达到 4.3 x 107 em, ili 
算 所 需 的 持续 时 间 P 为 多 少 。 

5.6 要 使 组 织 植 人 获得 成 功 ， 其 中 的 一 个 主要 问题 是 要 给 植 人 组 织 供 氧 ， 也 就 是 组 织 中 要 有 
充分 接近 的 毛细 血管 ， 毛 细 血 管 中 有 携带 氧 分 子 的 红血球 流动 。Fournier 在 1999 年 提出 了 模 
拟 这 个 问题 的 Krogh 圆柱 模型 ， 他 假设 圆柱 形 的 毛细 血管 周围 围绕 着 组 织 细胞 ， 在 新 鲜血 流 
的 驱动 下 氧 和 其 他 代谢 物质 沿 着 毛细 血管 轴 向 传输 ， 同 时 穿 过 毛细 血管 壁 径 向 扩散 到 组 织 中 ， 
并 被 组 织 中 的 细胞 吸收 。Krogh 圆柱 问题 的 解 产 生 了 一 个 临界 距离 rw ， 一 旦 超出 这 个 临界 距 
离 ， 细 胞 就 得 不 到 扩散 的 氧 等 代谢 物质 。 STANNEN 
4D,C, 
R, (T. + t, s] ED. 








2D, 
[y -ljz+—Iy¥ -1] =0 


yln(y) -y +1- [= LK, 





其 中 ， “7 +t, 


这 里 的 各 个 参数 为 

D, 28 x 10^ cm /s 为 组 织 代谢 扩散 率 ; 

V x0. 005cm/s 为 血浆 流动 速度 

r, 20. 0005cm 为 毛细 血管 半径 ; 

L, 25 x 10 ^ em 为 毛细 血管 壁 厚度 ; 

K, =5.75 x 10 ^ em/s 为 总 的 代谢 物质 传输 率 ; 

C, =5umol/ em" ; 

R, =0.0lpmol/ (ems) . 

请 应 用 N-R 法 解 以 上 方程 ， 求 取 临 界 距离 ri 随 z 变化 的 函数 ，z 的 变化 范围 为 0. 001 ~ 
0. 1cm， 分 辨 率 为 0.01cem。 并 作出 rm 随 z 变化 的 曲线 。 
5.7 酶 是 生物 催化 剂 ， 可 以 固定 在 生化 反应 器 的 多 孔 基质 中 ， 与 反应 器 内 的 底 物 扩散 混合 
发 生 反应 。 这 种 固定 化 酶 反应 器 已 经 发 展 成 为 一 种 体外 装置 ， Ba AUR 
rpg SORE RR A, DR RD SR EE A HI £T AH BE HL EF BT RE (Lavin A, 1985; Sung FA, 
1986). 。 由 固定 化 酶 颗粒 上 底 物 的 质量 守恒 可 以 推导 出 反应 效率 7 了 5j Thiele 模 数 由 之 间 的 关 
系 , 由 是 底 物 反应 率 与 底 物 扩散 率 之 比 ， 由 值 大 表示 扩散 制定 了 总 体 底 物 消耗 率 ， 值 小 则 表 
示 反 应 率 制 定 了 总 体 底 物 消 耗 率 。 对 于 一 阶 反应 ， 反 应 效率 7? 与 Thiele 模 数 $ 之 间 的 关系 式 
为 








oJ 1 0d 

7 = (ian 7 30) 
请 在 代谢 反应 效率 30% ~ 60% 的 变化 范围 内 (递增 步 长 5% ) ， 计 算 Thiele 模 数 中 值 的 变化 并 
作 图 。 
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第 3 部 分 系统 的 动态 行为 


第 6 章 有 限 差分 法 、 插 值 法 和 积分 法 


6.1 绪论 


在 科学 研究 和 工程 应 用 中 最 常见 的 数学 模型 是 微分 方程 形式 的 模型 ， 生 物 医 
学 领域 也 是 如 此 。 具 有 单个 独立 变量 的 系统 可 以 用 常 微分 方程 来 模拟 ， 有 2 个 或 
2 个 以 上 独立 变量 的 系统 则 要 用 偏 微分 方程 。 大 多 数 微分 方程 ， 特 别 是 非 线 性 微 
分 方程 以 及 较 大 规模 的 微分 方程 组 ， 没 有 解析 解 ， 需 要 用 数值 方法 求解 。 

本 书 的 第 6 章 、 第 7 章 和 第 8 章 将 讲述 微分 、 积 分 、 以 及 常 微分 方程 和 偏 微 
分 方程 求解 的 数值 方法 。 这 些 方法 都 基于 有 限 差分 的 概念 ， 因 此 ， 本 章 的 前 几 节 
将 介绍 有 限 差分 法 ， 并 推导 有 限 差分 和 差分 算 子 之 间 的 关系 ， 然 后 ， 应 用 这 些 概 
念 推导 差分 公式 和 积分 公式 ， 并 用 数值 方法 求解 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 。 这 里 
所 介绍 的 内 容 基 本 上 与 Constantinides 和 Mostoufi (1999) 著作 中 的 内 容 相似 。 

有 限 差分 法 具有 “ 双 行 道 ” 的 特性 。 如 果 某 个 微分 方程 已 知 ， 则 应 用 有 限 
差分 法 ， 通 过 计算 有 限 个 离散 点 上 的 函数 值 ， 可 以 求 得 微分 方程 的 数值 积分 解 ; 
反 过 来 ， 如 果 已 知 有 限 个 数据 ， 比 如 一 组 实验 数据 ， 也 可 以 用 有 限 差 分 法 对 这 些 
数据 进行 微分 或 积分 。 但 是 ， 要 注意 ， 数 值 微分 比 数值 积分 的 准确 度 要 低 。 

有 限 差 分 法 还 有 一 个 应 用 就 是 推导 插值 多 项 式 ， 包 括 内 插 公 式 和 外 插 公 式 。 
如 果实 验 数 据 所 对 应 的 函数 公式 未 知 ， 可 以 用 插值 多 项 式 表示 实 验 数据 。 格 雷 区 
里 -牛顿 ( Gregory-Newton) 插值 公式 (6.7 5) 等 插值 多 项 式 是 牛顿 - 科 获 
(Newton-Cotes) 求 积 公式 (6.10 节 ) 等 数值 积分 的 基础 。 

本 章 包 括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 掌握 有 限 差 分 的 概念 ， 并 学 会 应 用 有 限 差分 计算 导数 。 

2) 开发 程序 ， 计 算 函 数 或 数据 的 数值 积分 和 数值 微分 。 

3) 掌握 插值 多 项 式 的 概念 ， 并 用 于 推导 积分 公式 。 
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62 符号 算 子 


在 微分 计算 中 ， 导 数 的 定义 为 


s -'Gs) = lim SX) =f) (6.1) 

Xp x29 X ~ Xo 
在 有 限 差分 法 中 ，(x -所 ) 的 值 不 趋 于 0， 而 是 一 个 有 限 的 值 ， 设 该 值 为 上 ， 即 
的 (6.2) 


则 导数 的 近似 值 为 





f'(x) = 


某 些 情况 下 ， 在 区 间 (a, D) 内 存在 点 #， 该 点 的 导数 可 以 用 式 6.3) 准确 计 
算 。 这 就 是 微分 中 值 定理 。 
微分 中 值 定理 : 设 /(x) 在 区 间 a<x<4 中 连续 ， 并 在 区 间 a <x <b 内 可 微 
分 ， 则 至 少 存在 一 个 上 值 < eb, E 
fo = FOL) (6.4) 


该 定理 是 微分 计算 的 基础 ， 也 是 有 限 差 分 法 的 基础 。 

在 区 间 [xo, x] 连续 并 可 微 的 函数 .FA(x*) 可 以 用 泰勒 公式 (参见 第 3 章 ) 表 
mA 

f(x) = fla) + Ca- x03) +4 

nn) 

A (x 一 wt (xo) 
式 中 Rx) 余 项 ， 此 项 表示 无 穷 级 数 中 第 (n + 1) 项 直到 无 穷 项 的 总 和 。 
如 果 用 第 项 (包括 nn 项 ) 之 前 的 有 限 项 近似 计算 函数 值 ， 则 余 项 就 是 截断 误 
差 。 


Pt - f(x) (6.3) 





x xf" (x) (x - xo) f" (n) 
21 + 3! 





EE + Rx) (6.5) 








利用 微分 中 值 定理 可 以 证 明 ， 在 区 间 (xo, x) 中 存在 一 个 点 上 ， 使 得 余 项 为 
(xx) fime) 
R,(x) = (n*1)l (6.6) 


é 值 是 x 的 未 知 图 数 ， 所 以 ， 不 可 能 求 得 余 项 〈 即 截断 误差 项 ) 的 准确 值 。 但 
是 ， 这 个 余 项 提供 了 误差 的 上 限 ， 它 是 (x - x)" 的 函数 ， 也 是 (n+ 1) 阶 导数 
的 函数 ， 是 一 个 (n +1) 阶 的 项 ， 因 此 ， 我 们 在 讨论 截断 误差 时 ， 将 用 余 项 的 阶 
次 来 表示 误差 的 大 小 ， 通 常 记 为 O (A) ， 此 处 的 产 由 式 (6.2) 定义 。 

有 限 差分 法 的 操作 对 象 是 离散 的 数据 序列 ， 这 些 离散 数据 可 以 是 实验 数据 ， 
如 
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Yi-a Yi-2 Yia Yi Yii Yi Yin 
也 可 以 是 连续 函数 y(x*) 的 离散 值 ， 如 
y(x -3h) y(x-2h) y(x-h) y(x) y(x+h) y(x*2h) y(x +3h) 
同样 ， 可 以 是 函数 (x) 的 离散 值 ， 如 
f(x-3h) f(x-2h) f(x-h) f(x) f(x*h) flx +2h) f(x +3h) 
所 有 这 些 例子 中 ， 因 变量 y 或 /的 值 都 对 应 于 等 距 分 布 的 自 变量 x 的 值 。 图 6. 1 
FAST PRK y (x) 为 例 显示 了 这 个 概念 。 














图 6.1 等 距 分 布 的 自 变 量 x 对 应 的 y(x) PRBS 


下 面 将 利用 这 些 离散 序列 定义 一 组 用 于 微分 计算 和 有 限 差 分 计算 的 线性 符号 
算 子 ， 然 后 ， 再 推导 这 些 算 子 之 间 的 关系 。 这 些 线性 符号 算 子 为 

D = 微分 算 子 ; 

v= 向 后 差分 算 子 ; 

A = 向 前 差分 算 子 ; 

6 = 中 心 差分 算 子 
所 有 这 些 算 子 都 满足 代数 运算 的 分 配 律 交换 律 和 结合 律 ， 因 此 ， 可 以 作为 代数 
变量 来 处 理 。 

第 一 个 是 微分 计算 中 熟知 的 微分 算 子 D， 如 果 用 于 函数 (x) ， 就 是 

Dy(x) = BED = ys) (6.7) 
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记 住 这 些 概念 ， 下 面 就 可 以 推导 向 后 差分 算 子 、 向 前 差分 算 子 和 中 心 差分 
算 子 。 


6.3 向 后 有 限 差分 


假设 有 一 组 沿 * 方向 等 距 分 布 的 y 值 : 
Yi-3 Yi Yia Yi Yiri Yi+2 Yi+3 
也 可 以 表示 为 
y(x-3h) y(x-2h) y(x-h) y(x) ye +h) y(x-*2h) y(x-3h) 
TE i Rb CBD x 处) y 的 一 阶 向 后 差分 定义 为 
Vy, = yi 一 Yi (6.8) 
RA Vy(x) = y(x) -y(x - h) 
在 i 处 y 的 二 阶 向 后 差分 定义 为 
Vy,= VE Vy) = Voy; - yia) 


= n Vr (6.9) 
= (yi = yia) — Oi ~ Yos) 
= yi -2yia + ia 
等 价 于 y(x) 的 : 
Viy(x) = y(x) -2y(x - h) +y(x - 2h) (6. 9a) 
在 ;处 y 的 三 阶 向 后 差分 定义 为 
Vi= V( Vy) = Vy, -Yia +y) 
= Vy, -2 Vra Vy, (6. 10) 
= (yi 7 yia?) -2€yiai 7 Via) + (Yiz - yia? 
= y; -3yia t3yia ~ yis 
同样 ， 可 以 得 到 更 高 的 四 阶 和 五 阶 向 后 差分 : 
Vy = y, - Ay, +6y7 -4y,3 + yia (6. 11) 
Vy; = y; - 5y,, + 10y, - 10y, +5Y;4 — yis (6. 12) 


这 些 有 限 差 分 中 各 项 的 系数 对 应 于 二 项 式 (a - b)" 的 展开 系数 ，n 就 是 有 限 差分 
的 阶 数 。 因 此 ，P FIEL REI EARE A doro 
Vy, -Yco Gc mp (6. 13) 


注意 ， 二 项 式 展开 系数 之 和 总 是 等 于 0。 因 此 ， 可 以 用 这 条 规律 验证 高 阶 差 分 公 
式 是 否 正确 。 如 图 6.2 Bras, MAG = PAR n FTA LAE n 阶 向 后 有 限 差分 各 
项 的 系数 ， 这 样 ， 就 更 容易 记忆 了 。 
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1 1 V yi = yi - Xia 
121 Vy; 2 yi -2yia + Xia 
1331 Voy =y -3yia +3712 - Xia 
146 4 1 V tye =Y -Ayia + yia -4-3 + yi.s 
1 5 10 10 5 1 Vy =I SY *100y; a -10y; 5 5y; 4 -Yis 
1 6 15 20 15 6 11/9 °%y, 2y; -6y,., + 15y; 5 - 20y; 3 + 15¥;_4 - 6y; s + Yi 





图 6.2 杨辉 三 角 以 及 对 应 的 向 后 有 限 差分 
杨辉 三 角 每 行 的 第 一 个 元 素 和 最 后 一 个 元 素 都 为 1， 各 个 中 间 项 则 等 于 上 一 
行 两 个 相 邻 元 素 之 和 。 另 外 ， 有 限 差分 各 项 的 符号 是 正 负 交替 的 。 
例 6.1 用 具有 h 阶 误差 的 一 阶 向 后 有 限 差分 表示 一 阶 导数 。 
解 : 
用 有 限 差 分 项 表示 导数 的 通用 方法 就 是 用 第 3 章 讲 述 的 泰勒 级 数 展开 项 来 表 
示 函 数值 ， 我 们 先 用 y: 处 的 泰勒 公式 表示 yii: 


Yor EV + Gua me) y+ Goca) a Ut Ga 2 geo 
截 去 二 次 项 之 后 的 项 ， 得 到 : 
Yia = Yet Gua cxx Gaa ys R 
FAC - A) REC -x;) ， 并 重 排 等 式 ， 得 到 : 
yt 


由 于 误差 以 7 项 为 主 ， 把 余 项 纳 人 ， 则 有 
dy, _ 1 1 _ 
dei gU yia) + O(h) 


利用 这 个 公式 ， 就 可 以 由 向 后 有 限 差 分 计算 y. 函数 在 i 处 的 一 阶 导数 。 
OC h) 项 用 于 表示 级 数 截 去 部 分 第 一 项 的 数量 级 。 若 h<1.0， 并 且 卫 数 光滑 
连续 ， 则 级 数 截 去 部 分 以 其 第 一 项 为 主 。 当 h<1.0 时 ， 有 
h>W>hW>h' > >h 
因此 ， 具 有 高 阶 误差 项 Oh) 的 泰勒 公式 的 截断 误差 比较 小 ， 就 可 以 更 准确 地 
计算 导数 的 近似 值 。 
若 h>1.0， 则 
heck «Nj ch «ch 
此 时 ， 具有 高 阶 误差 项 的 泰勒 公式 的 截断 误差 就 更 大 ， 计 算 的 导数 近似 值 就 更 不 
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准确 。 
由 此 可 见 ， 步 长 的 大 小 对 于 数值 积分 和 数值 微分 的 准确 度 和 稳定 性 非常 重 
要 。 本 书 第 7 章 和 第 8 章 将 详细 讲述 这 个 问题 。 
例 6.2 用 具有 he 阶 误差 的 向 后 有 限 差分 表示 一 阶 导 数 。 
解 : 
先 用 Yi 处 的 泰勒 公式 分 别 表示 Yi-1 和 Yi-2: 
Yia = Yit Cu — x yi* Ger ti yit t Get ud yt +R" 


2 n 
Xia T X; ; Xi. 7 Xj n n 
Gua cx ou. eR Ua n + R” 
ni 


Hi C- A) EG x) , HEC 2h) 代替 (x,-。- x) ， 并 截 去 三 次 项 之 后 的 项 ， 
得 到 : 


Yia = Yi t (Xia — x) yi 


, k? r h? m 
Yia =~ hype Fyi E+ Rm 


2h) , (2hy ,, 
QU" OU veg 





yia = y; - 2hyi* 


H TERZINO), AI EO (A) ,下 面 消 去 这 两 个 公式 中 的 
y” 项 ， 即 将 第 一 个 公式 乘 以 4， 再 减 第 二 个 公式 ， 得 到 : 
Ay;_) — yia = 3y; - 2hyi+ O(h*) 
重 排 等 式 之 后 ， 有 : 
zs = 入 = a; Gv — 4yi1 t yia) + O(h) 
利用 该 公式 ， 就 可 以 由 向 后 有 限 差 分 计算 y 函数 在 i 处 的 一 阶 导数 ， 并 使 其 误差 
的 阶 数 为 OCh) 。 
表 6.1 汇集 了 上 述 2 个 例题 中 推导 的 一 阶 导数 公式 ， 以 及 二 阶 、 三 阶 和 四 阶 
求 导 公式 。 
可 见 ， 任 何 导数 都 可 以 根据 要 求 的 准确 度 用 有 限 差 分 的 形式 表达 。 但 是 ， 所 
要 求 的 准确 度 越 高 ， 需 要 计算 的 项 数 就 越 多 。 
如 果 已 知 等 距 x 值 上 的 一 组 y(x) 值 ， 比 如 一 组 实验 数据 ， 就 可 以 用 这 些 公 
式 计算 函数 y(x) 的 微分 。 反 之 ， 这 些 公式 也 将 在 第 7 和 第 8 章 用 于 求解 微分 方 
程 的 数值 积分 。 
表 6.1 用 向 后 有 限 差分 计算 的 导数 


误差 为 h 阶 





SI (ly) +0 (h) (6. 14) 
de ^ A Yi T Yi- + . 
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CX) 
REA h Y 
dy, 1 - 
dé 一 ares - 2y,.) * yi3) + O(h) (6.15) 
dy, 1 
= aU -3yn, + 3¥;-2 - yia) + OCA) (6. 16) 
d'y, 1 
Te T mas ~ 49,2) + 68i2 c Ayia + yia) + OCR) (6.17) 
REA M 阶 
dy; 1 2 
ax 2n Oi -4yi1 +Yi2) + Oh) (6. 18) 
dy, 1 2 
de Be On = Sy + 4yi-2 — Yi-3) + OCH) (6.19) 
dy 1 2 
do as Ov = 18y + 24y; 9 - My, + 3y;4) + OC) (6. 20) 
d'y, 1 2 
dé - y On — I4y;., *26y; ; -24y; 4 + lly,.4 -2y;5) + OCA") (6.21) 


6.4 向 前 有 限 差 分 


向 前 有 限 差 分 的 推导 与 向 后 有 限 差分 的 推导 类 似 ， 所 以 ， 这 里 就 直接 给 出 向 
前 差分 公式 的 汇总 。 读 者 如 果 想 了 解 完整 的 推导 过 程 ， 可 以 参阅 Constantinides 
和 Mostoufi 的 著作 (1999) 。y 函数 在 i 处 的 前 几 阶 向 前 差分 定义 如 下 : 


— İT: AY; = Vier 一 Yi (6. 22) 
SB: AY = yo — Wier +H (6. 23) 
=B: Ay yu ~ 3% + 3% — (6. 24) 
WES — A' = xus -4yi3 + OYn ZAY +Y; (6.25) 


五 阶 : A y, = Yas —Dyua + 10Y;,3 = Oy, + Syni - yi (6. 26) 

与 向 后 有 限 差 分 相同 ， 向 前 有 限 差 分 的 系数 也 对 应 于 二 项 式 (a - 68)" 的 展开 系 

数 ， 从 杨 和 辉 三 角 的 第 ” 行 可 以 方便 地 得 到 阶 向 前 差分 各 项 的 系数 ( 见 图 6.2)。 

在 MATLAB F, K% diff (y) 返回 7y 的 向 前 有 限 差分 。n 阶 向 前 有 限 差分 
的 值 可 以 用 diff (y, n) 计算 。 例 如 : 


>> y [1389 13 15] 
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y= 
1 3 8 9 13 15 

>> diff (y) 

ans = 


2 5 1 4 2 
>> diff (y,2) 
ans = 
3 -4 3 -2 
>> diff (y,3) 
ans = 
-7 7 -5 
>> diff (y,4) 
ans = 
14 -12 
>> diff (y,5) 
ans = 
-26 


9906.3 用 具有 hh 阶 误差 的 向 前 有 限 差分 表示 一 阶 导数 。 


先 用 y; 处 的 泰勒 公式 表示 y;,, ， 并 截 去 二 次 项 之 后 的 项 ， 则 : 


i (xi -a) " 
Yi = Yi + (Xi -a)y t Sy it R 


H h RE xu -x;), 得 


k? 
Yni = Yi +hyi+ ye R 
重 排 等 式 ， 得 
y! 一 mu Yi + yts gg 
由 于 误差 以 六 项 为 主 ， 即 
dy, 1 
do = in cx) + 00) 


利用 这 个 公式 ， 就 可 以 由 向 前 有 限 差 分 计算 y 函数 在 i 处 的 一 阶 导数 ， 其 误差 为 
h Wr. 

906.4 HEA h BRAEMAR BR Ed TPR. 
解 : 
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二 阶 导 数 的 有 限 差分 公式 中 不 能 有 一 阶 差 分 项 ， 因 此 ， 需 要 建立 两 个 方程 ， 
用 来 消去 其 中 的 一 阶 差分 项 。 
与 例 6. 3 的 方法 相同 ， 建 立 如 下 两 个 方程 


2 
Vier 三 入 十 (Xizi - mpya Sy R 
2 
Yan = Yi + Xia aye DRE yn, R 
H h RE Cx - x;) , FA 2h 代替 (Xis - x) D 得 到 
2 
ya 5y: thyte yt P 
2 
Yaa = y; + 2hy + yt R 
用 第 二 个 方程 减 第 一 个 方程 再 乘 2， 得 
Ya) 一 2Yi = -yi + hey + R 
重 排 等 式 之 后 ， 有 
dy, " l 
de =; pon -2yu, +y) + OCh) 


利用 这 个 公式 ， 就 可 以 由 疝 前 有 限 差分 计算 y 在 i 处 的 二 阶 导数 ， 其 误差 为 h 阶 。 

表 6.2 汇集 了 上 述 2 个 例题 中 推导 的 一 阶 导 数 和 二 阶 导 数 公式 ， 以 及 三 阶 和 
四 阶 求 导 公式 ， 还 包括 了 相应 的 误差 为 F 阶 的 一 组 方程 。 

应 该 指出 ， 本 节 和 上 一 节 得 到 的 所 有 有 限 差分 求 导 公式 中 的 系数 之 和 都 等 于 
0， 这 是 所 有 这 类 有 限 差 分 都 遵循 的 一 条 规则 。 

将 表 6. 1 与 表 6. 2 进行 比较 ， 可 以 看 出 ， 导 数 既 可 以 用 向 后 有 限 差 分 表示 ， 
也 可 以 用 向 前 有 限 差分 表示 ， 这 两 种 公式 的 项 数 以 及 截断 误差 的 阶 数 都 很 相似 。 
具体 采用 哪 一 种 有 限 差分 取决 于 函数 的 波形 及 其 边界 条 件 ， 这 将 在 第 7 章 和 第 8 


章 进一步 讨论 。 





表 6.2 用 向 前 有 限 差分 计算 的 导数 








误差 为 h 阶 

d) 1 

deg Gi c6 + OCA) (6.27) 
d'y, 

Ls - lys -2yui + yi) + OCh) (6.28) 
dx ho 

d'y, 1 

dé - pacc = 39:42 + 39:41 ~ y) + OCA) (6. 29) 
d*y; 1 

a er (Yes i t O42 — AYua t yi) + OCR) (6. 30) 


x h 
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( 续 ) 
误差 为 如 阶 
dy, 1 2 
d 3g Yi *t4y,, -3yj) + OCR7) (6.31) 
dy dg ; 
dé = rn -Yus tByas yu *2y)) + OCh“) (6.32) 
dy, 1 2 
dé = ag -3yus + 14943 -24yu; + B94, Sy) OQ) (6.33) 
d* y, 1 5 
dat = z. 一 2yüs * lvi, V 24y isa + 267542 = 14yi41 + 3y;) + OCh) (6. 34) 





6.5 中 心 有 限 差分 


顾名思义 ， 中 心 有 限 差分 就 是 以 主 节点 为 中 心 ， 利 用 主 节点 左右 两 边 距 离 为 
h/2 处 的 函数 值 计算 差 分 。 
在 前 两 节 用 过 的 数据 序列 中 增加 节点 间距 中 点 的 值 ， 使 其 变 成 ; 


Yi-2 Yi-i4 Yia Yi-% Yi Yiri Vis Visi Yi 
WW y 在 i 处 的 中 心 差分 公式 如 下 : 
一 阶 : 8y| = Ving — Yo (6. 35) 
二 阶 : y ,-2yQq-2y y (6. 36) 
ZR Oy = Yuu-3Yu4 + 3%: 7 Yias (6. 37) 
PORT: 8'y = xu. -4yui EON - Aya + yi (6. 38) 


BB: By = xy. -Syang *10y.4 -10y, uz *5y ug -Yi (6-39) 
与 前 两 种 有 限 差 分 相同 ， 中 心 有 限 差分 的 系数 也 对 应 于 二 项 式 (a - b)" 的 展开 
系数 ， 也 可 以 从 杨辉 三 角 的 第 n TER n. 阶 中 心 有 限 差分 各 项 的 系数 (AA 
6.2), 

应 该 注意 ， 奇 数 阶 中 心 差分 用 到 了 间距 中 点 的 函数 值 ， 而 偶数 阶 中 心 差分 只 
用 到 了 节点 上 的 值 。 如 果 奇 数 阶 和 偶数 阶 中 心 差 分 都 要 用 ， 所 需 的 y 函数 值 的 个 
数 就 要 比 向 前 差分 和 向 后 差分 多 1 倍 。 这 样 就 很 不 经 济 ， 尤 其 当 这 些 数据 必须 通 
过 实验 测定 时 ， 增 加 的 费用 会 更 多 。 这 个 问题 可 以 用 平均 算 子 的 方法 解决 (S 
Ji, Constantinides 和 Mostoufi, 1999) 。 

例 6.5 MRA A’ 阶 误差 的 中 心 有 限 差分 表示 一 阶 导 数 。 

解 : 
先 用 泰勒 公式 表示 y, FI y: 
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2 3 n 
(Xin 7 x) n Ga =a y" poet (Xin) =) y 二 R 
n; 


(xi -x) n (x; -x) m 

2 Yit 6 Y: t n! 
用 第 一 个 公式 减 第 二 个 公式 ， FHRA A = (xj - xj) , h=- (xi - x) , 再 进 
行 截断 ， 得 到 : 





Vit =I; + Oa — XY + 


(x 7x) 
+ — ————— —. 


yia =¥ t Gua 7 xX)y + y; +R” 


k? 
Yin 7 Yii = 2hyi+ yt + R° 


AAPM BRAT, AP aR KIM ( 和 ?项 比 余 项 大 得 多 ， 因此 ， 
可 以 求 得 y' 为 
dy. 
do Yi = agin yu) + OU) 
此 公式 用 中 心 有 限 差分 计算 了 y 函数 在 i 处 的 一 阶 导数 。 将 这 个 公式 与 式 
(6.14) 和 式 (6.27) 进行 比较 ， 可 见 ， 在 保留 项 项 数 相同 的 情况 下 ， 中 心 有 限 
差分 公式 提高 了 计算 的 准确 度 。 
例 6.6 用 具有 及 阶 误差 的 中 心 有 限 差分 表示 二 阶 导数 。 
解 : 
先 用 泰勒 公式 表示 Yi Fl yia: 


2 
x, - %;) my (xj -x) 
i 


3 n 
Xp — X; 
Yi Yit Gu — x)y + 2 Y 6 y'a p S a 


i y, + R” 
ni 


一 和 


n! 





2 3 
Xi ~ x) "a (xi - x) (x; 
2 Yi 


6 y^ ERES 





( n R+ 
yia 7 yi + Gua — )y + y, +R ' 


FEM TAS, FHEARA h = (x 7x) h = 一 (Xi 一 %;) ， 再 进行 截断 ， 得 到 : 


4 
Yin + Yi = 2y; + hey", + PE + RÓ 


Asso d OTRAS T, APLAR. (i ARTHAS, mut, 
可 以 求 得 7 为 

d'y, 

m = yi = 二 (ym -2yi + yia) + OCh) 
该 公式 用 中 心 有 限 差分 计算 了 y 函数 在 处 的 二 阶 导数 ， 其 误差 为 C 阶 。 将 这 
个 公式 与 式 (6.15) 和 式 (6.28) 比较 ， 可 见 ， 对 于 同样 数目 的 保留 项 ， 中 心 
差分 公式 提高 了 计算 的 准确 度 。 

表 6.3 汇集 了 例 6. 5 和 例 6. 6 推导 的 一 阶 和 二 阶 导数 公式 ， 以 及 三 阶 和 四 阶 

导数 公式 。 
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误差 为 有 Br 























dy 1 > 

s gO 7X0 + 000) (6.40) 
d'y, 1 . 1 

dé ^ emery -2y + y1) + OCA) (6.41) 
dud 2 

dé T MEE -2yu, + 2y 7 yi) + OCW) (6.42) 
dy | , 

dé Cor Oe Tin + OY c AY t yos) + OCH) (6. 43) 
REA h 阶 

dy; 1 ， 4 

de^ Dp = Yi + Byna -BY 1 tya) + OCA?) (6. 44) 
dx 1 4 

dé ^ ig -yaa+l6r = 30y, + 16y; ~ y, 5) + OCR") (6. 45) 
d'y, 1 4 

dé ^ "TEN = Yisa *tB8yus dy, t+137 -8yi a + Yiz) + OCA") (6. 46) 
d'y, 1 4 

dé ^ bhi S Yia + 12y¥ 42 — 39¥ 4) + 56y; -39y, , + 12¥;2 — Yi-3) + OC") (6. 47) 


6.6 插值 多 项 式 


科学 家 和 工程 人 员 经 常 需要 应 用 数值 积分 和 数值 微分 方法 解释 和 分 析 离 散 形 
式 的 实验 数据 ， 内 插 公 式 和 外 插 公式 就 可 以 满足 这 些 需 求 。 当 实验 数据 所 对 应 的 
函数 关系 不 太 明 确 时 ， 利 用 有 限 差 分 法 导出 的 插值 多 项 式 可 以 描述 实验 数据 。 更 
重要 的 是 ， 还 可 以 利用 这 些 多 项 式 求 取 难 以 积分 或 难以 微分 的 函数 ， 比 较 容易 地 
实现 数值 积分 和 数值 微分 。 

假设 在 自 变 量 * BÉ) (n + 1) 个 节点 上 函数 ,Ax) 的 值 已 知 ， 为 


Xo f (%) 
X, fin) 
X, f(x) 
X3 fo) 


X, f(x,) 
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如 图 6. 3 所 示 ， 这 些 值 称 为 函数 的 基 节 点 。 


























o 
S o 
o 
Oo 
9 o 
Xi X) x3 Xn] Xn 
a) 
SS 
Py(a) 
| 
XQ 3) xa Xnel Xn 
b) 
图 6.3 


a) 函数 /(x) 的 非 等 距 基 节点 b) 非 等 距 基 节 点 及 其 插值 多 项 式 
求 插值 多 项 式 的 目标 就 是 要 确定 如 下 形式 的 多 项 式 
P,(x) = a, +4,% + a,x + a,x + + a,x" (6.48) 
使 得 这 个 方程 可 以 准确 地 拟 合 函数 的 基 节 点 ， 并 把 这 些 基 节点 连接 起 来 ， 形 成 光 
滑 的 曲线 〈( 见 图 6.3b)。 然 后 ， 就 可 以 利用 这 个 多 项 式 求 取 基 节 点 之 间 任 意 x 值 
上 的 函数 近似 值 。 
在 给 定 的 (n+ 1) 个 已 知 基 节 点 上 ， 多 项 式 必须 满足 等 式 : 
P(x) = f(x,) i =0,1,2, e,n (6.49) 
将 已 知 的 (x;, f(x) ) ERAR (6.48) ， 可 得 (n € 1) 个 联 立 线性 代数 方程 ， 方 
程 组 的 未 知 数 就 是 多 项 式 的 系数 a。 ，…，a,。 该 线性 代数 方程 组 的 解 可 以 用 第 4 
章 所 介绍 的 方法 求 得 ， 第 9 章 会 详细 讨论 这 种 解 。 但 是 ， 这 个 解 会 导致 病态 线性 
系统 ， 所 以 ， 要 用 其 他 方法 求 插值 多 项 式 。 
MATLAB 有 几 种 求 播 值 多 项 式 的 函数 。 函 数 interpl 的 一 种 调用 形式 是 y, = 
interpl (x,y,x,) ， 输 入 自 变量 x 和 因 变 量 y 的 各 个 值 ( 即 基 节 点 的 值 ) ， 进 行 一 
维 插值 计算 ， 求 x, 对 应 的 y, 值 。 该 函数 默认 的 插值 方法 是 线性 插值 。 不 过 ， 用 
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户 也 可 以 通过 设置 第 4 个 输入 参数 来 指定 插值 方法 ， 例 如 : ，'nearest' 表 示 最 近邻 插 
值 ，'linear' 表 示 线 性 插值 ，'spline ' 表 示 三 次 样 条 插值 ，'cubic ' 表 示 三 次 多 项 式 
插值 等 。 如 果 自 变量 不 是 等 距 分 布 ， 可 以 用 函数 interp1q， 由 于 不 检查 输入 参数 ， 
该 函数 比 interpl 运算 速度 快 。MATLAB 还 有 spline 函数 ， 它 利用 非 扭 结 (not-a- 
knot) 方法 实现 一 维 三 次 样 条 插值 。 根 据 需 要 ， 该 函数 还 可 以 返回 分 段 多 项 式 的 系 
aX. pk interp2 interp3 和 interpn 分 别 实现 二 维 、 三 维和 nn 维 插 值 。 


6.7 等 距 节点 插值 


本 市 将 推导 基于 向 前 差分 和 向 后 差分 的 格雷 戈 里 -牛顿 公式 ( Gregory-Newton 
formula) ， 用 于 已 知 数据 或 实验 采样 数据 的 插值 计算 。 
6.7.1 格雷 成 里 -牛顿 插值 法 

首先 ,假设 等 距 x 值 上 的 一 组 已 知 的 f(x) 函数 值 为 


x —3h f(x - 3h) 
x - 2h f(x - 2h) 
x-h f(x - A) 
x f(x) 

x+h f(x +h) 
x+2h f(x + 2h) 
x t 3h f(x *3h) 


图 6.4 显示 了 这 些 节 点 ， 同 时 表 6.4 列 出 了 这 些 节点 及 其 相应 的 一 阶 、 二 阶 和 三 
阶 向 后 差分 ， 表 6.5 则 列 出 了 这 些 节点 及 其 相应 的 向 前 差分 。 





o 














x-2h xh x x+h x+2h 
图 6.4 用 于 插值 多 项 式 的 等 距 基 节点 
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利用 6. 2 节 定 义 的 符号 算 子 以 及 6.4 节 给 出 的 向 前 有 限 差 分 公式 ， 可 以 导出 
格雷 戈 里 -牛顿 向 前 插值 公式 ， 下 面 介 绍 推导 过 程 。 由 符号 算 子 的 定义 可 知 : 


Af(x) = f(x +h) - f(x) (6. 50) 
因此 

f(x € h) = (1+ AM(x) (6.51) 
该 公式 使 用 n 次 之 后 ， 可 得 

f(x+nh) = (1 + A)'f(x) (6. 52) 


(1+A) ”这 一 项 可 以 用 二 项 式 级 数 展开 为 
(1+A)" =1+nA+ ne 1) A? + Un 3e = 2) 43 + 














(6. 53) 
n(n -1)(n-2)(n-3),4 
41 A + 
TÆ, X (6.52) BH 
f(x +nh) = f(x) + ndf(*) QR D T D af (x) + nin nD 2) A f(x) + 
n(n- ba -3) M f(x) "n 
(6. 54) 


其 中 ,为 正 整 数 ， 二 项 式 级 数 有 (n + 1) 项 ， 因 此 ， 上 式 是 一 个 n 次 多 项 式 。 
AUR CLADE SAY (n +1) 个 基 节 点 的 值 ， 则 该 多 项 式 应 该 与 所 有 (n+1) ve 
点 完全 拟 合 。 假设 (n + 1) 个 基 节 点 为 Gf G0) , (xi,f (x1))， 
f(x,)) ， 其 中 (xo ,f(xo)) WETA, x 定义 为 

X, = % + ih (6.55) 
于 是 ， 其 他 点 与 主 节点 之 间 的 距离 就 可 以 表示 为 (x - x) ， 此 时 nn 不 再 是 整数 ， 
其 值 为 





X 一 %o 











nt^ (6. 56) 
写 出 式 (6.54) 在 原点 » = xo) 处 的 方程 ， 再 将 式 (6.56) 代入 ， 可 得 
Px) = flay) + E apr) + ea A) MfG) M 
i den D ey) a (6.51 
(x ~ x9) (x - S 38) C8 7 8) MfG) ces 


这 就 是 格雷 戈 里 -牛顿 向 前 插值 公式 。 其 通 式 为 
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fo) = fo) + S(T] -e e (6.58) 
k=1 =0 . 


利用 向 后 差分 ， 可 得 格雷 戈 里 -牛顿 向 后 插值 公式 
f(x) 2 fC) + —— (x ) vq Xo) + (x -x)(x-x. 


21h? 

(a -xa4)(x-x 
318 
(x-x)(x-oxj)ix-x,)x-x 


4th* 





D ve) + 





2) Vif (xs) + 








3) Vf (xj) pee 


(6. 59) 
其 通 式 为 
n k-1 k 
fla) sf) +S (TG) e (6.60) 
当 为 正 整数 时 ， 式 (6.53) 的 二 项 式 级 数 只 有 (n+1) 项 ， 是 有 限 级 数 。 而 
格 需 区 里 -牛顿 插值 公式 中 的 n 通常 不 是 整数 ， 因 此 ， 这 些 插值 多 项 式 有 无 限 项 。 
由 代数 运算 可 知 ， 如 果 |A| <1， 那 么 ， 当 项 数 越 来 越 大 时 ,， (1 +A) "的 二 项 式 级 
数 收敛 于 (1 A) "的 值 。 也 就 是 说 有 限 差分 必须 很 小 。 平 滑 函 数 或 者 基 节 点 之 
间 靠 得 很 近 (即刻 很 小 ) 的 函数 满足 这 个 条 件 。 当 然 ， 每 个 公式 能 够 使 用 的 项 
数 取决 于 现 有 的 已 知 数据 中 可 以 求 得 的 有 限 差分 的 最 高 阶 数 。 通 常 ， 对 于 等 距 数 
据 ， 紧 密 分 布 的 大 量 数据 点 的 插值 准确 度 最 高 。 

对 于 给 定 的 一 组 数据 点 ， 尽 可 能 选择 主 节点 靠近 需要 求 值 的 点 ， 使 (x - 
to) < 及， 可 以 进一步 提高 插值 的 准确 度 。 如 果 满足 (x - a) <h 这 个 条 件 ， 
则 插值 公式 就 可 以 使 用 尽 可 能 多 的 项 数 ， 也 就 是 ， 公 式 中 有 限 差分 的 数目 最 
大 。 公 式 误差 的 阶 数 等 于 序列 中 第 一 个 截 去 项 所 含有 的 有 限 差分 的 阶 数 。 由 表 
6.4 可 知 ， 表 中 下 部 分 的 节点 具有 最 大 数目 的 向 后 差分 ， 而 表 6. 5 则 显示 表 中 
上 部 分 的 节点 具有 最 大 数目 的 向 前 差分 。 因 此 ， 向 前 差分 公式 应 该 用 于 靠近 表 
上 部 分 的 节点 之 间 的 插值 ， 而 向 后 差分 公式 则 应 该 用 于 靠近 表 下 部 分 的 节点 之 
iad 

例 6.7 应 用 格 需 区 里 -牛顿 法 实现 等 距 数 据 的 插值 
问题 陈述 : 

某 住院 病人 从 晚上 到 第 二 天 早晨 体温 上 升 很 大 ， 原 因 未 知 ， 护 十 发 现 了 这 个 
情况 ， 并 用 了 药 。 为 了 分 析 这 个 体温 变化 过 程 ， 需 要 确定 病人 体温 达到 最 高 点 的 
时 间 以 及 最 高 体温 值 。 体 温 由 计算 机 每 小 时 记录 一 次 ， 表 6.6 列 出 了 记录 时 间 和 
相应 的 体温 值 。 请 编写 一 个 通用 的 MATLAB Bid, UT RE ERA UE TH 
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公式 求 4 阶 一 维 插值 ， 并 用 于 求解 本 题 。 


f 

该 MATLAB 函数 要 应 用 格雷 戈 里 -牛顿 向 前 插值 的 通用 公式 (6.58) 实现 nn 
阶 反 值 ， 因 此 ， 函 数 至 少 要 有 (n +1) 个 基 节 点 输入 参数 。 
程序 说 明 : 

本 题 使 用 Constantinides 和 Mostoufi (1999) 开发 的 格雷 戈 里 -牛顿 向 前 插值 
MATLAB PEZ gregory _ newton. m。 该 函数 调用 的 一 般 形式 为 y, = gregory _ newton 
(x, y, x n)， 其 中 ,第 一 、 二 个 输入 参数 为 基 节 点 坐标 值 ， 第 三 个 输入 参数 是 
需要 插值 计算 的 因 变 量 所 对 应 的 自 变 量 和 失 量 ， 第 四 个 输入 参数 n 是 插值 的 阶 数 。 
如 果 不 输入 第 四 个 参数 ， 函 数 就 使 用 线性 插值 法 。 如 果 要 进行 二 阶 及 二 阶 以 上 的 
高 阶 插值 ， 就 需要 输入 第 四 个 参数 n 的 值 。 

开始 时 ， 函 数 首 先 检 查 输 人 参数 。* 和 y 两 个 基 节 点 坐标 矢量 的 维 数 要 相 
等 。 自 变量 矢量 必须 是 单调 增 减 的 ， 如 果 不 是 ， 郴 数 就 中 止 运行 。 播 值 阶 数 不 能 
大 于 基 节 点 之 间 间 隔 的 数目 ( 即 基 节点 个 数 减 1)， 如 果 插 值 阶 数 超过 最 大 值 ， 
则 函数 显示 警告 信息 ， 并 按照 最 大 插值 阶 数 继续 运行 程序 。 完 成 这 些 检 查 之 后 ， 
eR AFAR (6.58) 执行 插值 计算 。 

主 程序 example6 _7. m 是 用 于 求解 本 题 的 。 程 序 先 要 求 用 户 输入 时 间 矢 量 
( 即 自 变 量 ) 、 病 人 体温 矢量 ( 即 因 变 量 )、 以 及 插值 阶 数 。 然 后 ， 调 用 函数 
gregory _ newton. m 计算 出 记录 体温 之 间 的 插值 体温 , 并 找 出 最 大 值 。 读者 可 以 
用 不 同 的 插值 阶 数 重复 运行 该 程序 。 
































R66 病人 体温 

时 间 (am) | P/F | 时间 (am ) 体温 /下 
1 98.9 7 104.0 
2 99.5 [ 8 | 104.1 
3 99.9 | 9 102.5 
4 p 101.3 | 10 101. 2 
5 | 101.6 十 11 _ | 100.5 
6 102.5 12 100. 2 


程序 


$ example6é_7.m-Interpolation of the time-temperature data 
$ given in Table 6. 6 by Gregory-Newton forward interpolation 


$ formula to find the maximum temperature and the time this 
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% maximum occurred 
clc; clear all; 


$ Input data 
time =input (' Vector of time -'); 
temp -input(' Vector of temperature = '); 
$ Vector of time for interpolation 
ti = linspace (min (time),max (time)); 
redo -1; 
while redo 
disp(' '); n=input(' Order of interpolation='); 
te gregory newton(time,temp,ti,n); % Interpolation 
[max _ temp, k] =max (te); 


max _ time =ti(k); 


oo 


Show the results 


fprintf ('\n Maximum temperature of %4. 1f F reached 


ae 


4. 2f. n',max temp,max time) 


oo 


Show the results graphically 
figure (1); plot (time, temp, 'o', ti,te) 
title ('Patient''s Temperature Profile!) 


xlabel ('Time (a.m )'); ylabel('Temperature (deg F)') 
axis([1 12 98 105]) 
disp(' ') 


redo -input(' Repeat the calculation (1/0):'); 


end 
完成 格雷 戈 里 -牛顿 插值 的 MATLAB 函数 


function yi gregory newton (x, y,xi,n) 


$ gregory  newton One dimensional interpolation. 


% YI =Gregory _ newton (X,Y,XI,N) applies the Nth-order 
$  Gregory-Newton forward interpolation to find YI, the 
$ values of the underlying function Y at the points in 
$ the vector XI. The vector X specifies the points at 


$ which the data Y is given 


at 
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S 
H 





E YI =Gregory _ newton(X,Y,XI) is equivalent to the 


oe 


linear interpolation 


$ See also INTERP1, NATURALSPLINE, Lagrange, SPLINE, INTERP1Q 


$ (c) N. Mostoufi & A Constantinides 
$ January 1, 1999 
$ Initialization 
if nargin «3 
error('Invalid number of inputs. ') 


end 


$ Check x for equal spacing and determining h 
if min (diff (x)) ~=max (diff (x)) 
error('Independent variable is not monotonic. ') 


else 
h=x(2) -x(1); 
end 
x= (x(:).  ')'; $ Make sure it's a column vector 
y=(y(:). ')'; $ Make sure it's a column vector 


nx = length (x); 
ny -length(y); 
if nx --ny 
error('X and Y vectors are not the same size. '); 


end 


$ Check the order of interpolation 
if nargin==3 [n«1 
n-1; 
end 
n= floor (n); 
if n>=nx 
fprintf ('\nNot enough data points for $ 2d-order interpolation. ',n) 


fprintf ('\n% 2d-order interpolation will be performed instead. V 
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n',nx-1) 
n=nx-1; 


end 


deltax (1,1:length(xi)) =ones (1, length (xi)); 
$ Locating the required number of base points 
for m=1:length (xi) 
dx =xi (m) -x; 
% Locating xi 
[ dxm , loc (m) ] =min (abs (dx) ); 
$ locating the first base point 
if dx(loc(m)) «0 
loc (m) 21oc (m) -1; 
end 
if loc (m) «1 
loc (m) 21; 
end 
if loc (m) +n >nx 
loc (m) 2nx-n; 
end 
deltax(2:n+1,m) =dx(loc(m):loc(m) +n-1); 
ytemp (l:n+1,m) =y(loc(m):loc(m) +n); 


end 


% Interpolation 
yi=y(loc)'; 
for k=1:n 
yi =yi+prod(deltax (1:k *1,:)). * diff (ytemp(1:k+1,:),k) / 


(gamma (k +1) * h^k); 


end 
程序 运行 的 输入 以 及 输出 结果 


>> example6 7 
Vector of time =[1:12] 
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Vector of temperature =[ 98.9, 99,5, 99.9, 101.3, 101.6, 102.5, 
104.0, 104.1, 102.5, 101.2, 100.5, 100.2] 


Order of interpolation =2 
Maximum temperature of 104.3 F reached at 7.56 


Repeat the calculation (1/0):0 


结果 讨论 

图 6.5 为 程序 运行 结果 的 作 图 显示 ， 从 此 图 以 及 以 上 数值 输出 结果 中 可 见 ， 
病人 的 体温 在 7.56 小 时 〈 即 早晨 7: 34) 达到 最 高 值 104. 3 下 。 读 者 可 以 用 其 
他 插值 阶 数 重 复 该 插值 计算 ， 观 察 高 阶 多 项 式 拟 合 的 效果 。 


Patient” s Temperature Profile 


105 


Temperature(deg F) 











Time(a.m.) 


图 6.5 病人 体温 曲线 图 


6.8 非 等 距 节 点 播 值 
本 节 将 推导 非 等 距 节点 的 两 种 插值 方法 ， 即 拉 格 朗 日 多 项 式 和 样 条 插值 。 


6.8.1 拉 格 朗 日 多 项 式 
假设 已 知 一 组 非 等 距 基 节点 ( 见 图 6. 3a) ， 定 义 如 下 多 项 式 : 
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P(x) = 2 p. GOf Gu) (6. 61) 


此 式 是 所 有 (n + 1) 个 基 节 点 函数 值 的 加 权 之 和 。 其 中 ， 权 重 p,(x) 是 一 组 1X 
多 项 式 消 数 ， 它 们 以 一 种 特殊 的 方式 与 每 个 基 节 点 相对 应 。 该 方程 实际 上 是 一 个 
n 次 多 项 式 的 线性 组 合 ， 因 此 , P, (x) 也 是 一 个 n 次 多 项 式 。 

为 了 使 插值 多 项 式 在 所 有 基 节 点 处 都 能 完全 准确 地 拟 合 已 知 的 函数 值 ， 每 个 
权重 多 项 式 p (x) 必须 满足 以 下 条 件 ， 即 : Sx =x, 时 ,pi(x) 的 值 为 1， 而 在 其 
他 所 有 基 节 点 处 其 值 为 0。 也 就 是 : 


0 izk 
px) = l (6. 62) 

拉 格 朗 日 多 项 式 即 为 
p,(x) = ce -al (6. 63) 


GR, CRER (6.62) 条 件 中 的 第 一 个 等 式 ， 因 为 只 要 * =x ， 上 式 的 乘积 
就 有 一 项 (x, —x,) -= 0 。 可 以 设 定 如 下 的 常数 C,， 使 得 拉 格 朗 日 多 项 式 同时 满 
Rot (6.62) 条 件 中 的 第 二 个 等 式 ， 即 : 


C, = 一 一 一 一 (6. 64) 
可 (> ~x,) 
将 此 式 代入 式 (6. 63)， 就 得 到 拉 格 朗 日 多 项 式 : 
_ : X — Xi 
p(x) = nc (6. 65) 
该 插值 多 项 式 P, (x) 有 一 个 余 项 ， 可 以 由 式 (6.6) RE, X 
n (n+l) 
R,(x) = I] - n) E Xo <E< x, (6. 66) 


6.8.2 Rea 


如 图 6. 6a 所 示 ， 如 果 数 据 节点 很 多 ， 高 次 插值 多 项 式 很 可 能 在 节点 之 间 形 
成 振荡 ， 而 不 是 光滑 地 连接 节点 。 这 时 ,虽然 插值 多 项 式 确实 是 通过 所 有 节点 
AY, 但是， 用 多 项 式 估计 节点 之 间 的 值 并 不 能 令 人 满意 。 为 了 避免 这 种 高 次 插值 
多 项 式 的 不 理想 效果 ， 可 以 用 一 组 低 次 插值 多 项 式 ， 其 中 的 每 个 多 项 式 只 需 拟 合 
几 个 节点 ， 这 组 插值 多 项 式 称 为 样 条 函数 。 图 6. 6b. 所 示 就 是 用 三 次 样 条 对 图 
6. 6a 数据 插值 的 结果 。 与 高 次 插值 相 比 ， 显 然 ， 三 次 样 条 插值 给 出 了 比较 好 的 
近似 结果 。 

在 工程 问题 中 应 用 最 多 的 样 条 函数 就 是 三 次 样 条 ， 该 方法 将 每 两 个 相 邻 节点 
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之 间 的 连接 曲线 用 一 个 三 次 多 项 式 来 近似 。 由 于 经 过 两 个 点 的 三 次 多 项 式 有 无 穷 
多 人 个， 因此， 必须 附加 限制 条 件 才能 得 到 惟一 的 样 条 函数 。 于 是 ， 设 定 在 同一 个 
节点 处 样 条 函数 具有 相等 的 一 、 二 阶 导 数值 ， 该 条 件 使 得 样 条 多 项 式 在 所 有 节点 
处 具有 连续 的 斜率 和 曲率 。 在 区 间 Les] 上 的 三 次 样 条 的 通 式 为 
P(x) = ax +bx + ex +d, (6. 67) 

该 方程 有 4 个 待定 系数 。 在 整个 插值 区 间 [xox] 上 共有 n 个 这 样 的 多 项 式 ， 因 
Jb, UH 4n 个 待定 系数 ， 求 解 这 些 系数 需要 4n 个 方程 。 这 些 方程 由 以 下 条 件 给 
出 : 

a. 每 个 样 条 函数 经 过 各 自 区 间 两 端的 节点 ， 形 成 2m 个 方程 ; 

b. 样 条 函数 的 一 阶 导数 在 内 节点 上 连续 ， 形 成 m -1 个 方程 ; 

c. 样 条 函数 的 二 阶 导数 在 内 节点 上 连续 ， 形 成 -1 个 方程 ; 

d. 整个 插值 区 间 两 端的 样 条 函数 在 端 节点 上 的 二 阶 导 数 为 0， 产 生 2 个 方 
程 。 这 称 为 自然 边界 条 件 。 还 有 一 种 常用 的 条 件 是 使 两 个 端 区 间 的 样 条 函数 的 三 
阶 导数 分 别 与 其 相 邻 区 间 样 条 函数 的 三 阶 导数 相等 ， 这 种 条 件 称 为 非 扭 结 条 件 。 

将 这 4n 个 线性 代数 方程 联 立 求解 ， 就 可 以 确定 所 有 三 次 插值 多 项 式 。 第 9 
章 将 进一步 讨论 样 条 了 苞 数 的 应 用 。 


























a) b) 


图 6. 6 
a) 高 次 插值 多 项 式 的 插值 结果 ， 相 邻 节点 之 间 会 出 现 波动 b) 三 次 样 条 的 插值 结果 


6.9 积分 公式 


下 面 几 节 将 推导 积分 公式 。 积 分 运算 
I= [fax (6. 68) 
是 被 积 函数 y = f(x) 在 自 变 量 x 的 积分 限 x, $) x, CME. MR BRS (x) 
的 积分 存在 解析 解 OANA TK. BÆ, ERLENT, BRA) 很 
复杂 ,或 者 只 是 x My 的 一 组 实验 数值 表 。 这 时 ， 就 需要 用 数值 方法 计算 式 
(6.68) 的 积分 ， 这 种 计算 称 为 数值 积分 。 
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如 图 6. 7a 所 孙 ， 由 微 积分 学 可 知 ， 函 数 /(x) 的 积分 等 于 积分 限 范围 内 函数 
曲线 与 x 轴 之 间 所 围 成 的 面积 ， 其 中 * 轴 下 面部 分 的 面积 为 负 值 ( 见 图 6. 7b) 。 
于 是 ， 求 积分 | ydx 的 一 种 方法 就 是 画 出 函数 曲线 图 ， 测 量 其 围 成 的 面积 。 但 
是 ， 这 种 操作 方法 不 切实 际 ， 也 很 不 准确 。 比 较 准确 并 且 系统 化 的 求 积分 方法 就 
是 数值 积分 。 下 一 节 ， 我 们 将 推导 等 距 节 点 的 牛顿 - 科 艾 (Newton-Cotes) 积分 公 
式 。 











b) 


图 6.7 积分 的 示意 图 
a) 只 有 正 值 面积 b) 有 正 值 面积 ， 也 有 负 值 面积 


6.10 ”牛顿 - 科 茨 求 积 公式 


这 种 方法 首先 用 多 项 式 ， 例 如 格雷 戈 里 -牛顿 向 前 插值 公式 (6.57) , ， 来 近似 
替代 函数 y = f(x) 。 实 际 应 用 时 ， 把 区 间 fa, x,] 分 段 ， 每 段 长 为 h， HK 
里 -牛顿 向 前 插值 公式 就 成 为 


(x — xo) (x - xy)(x -x ) 
y= ntg Ay + Te A’ ys + 





(6. 69) 
(x — xg) (x -x)(x 7%) 43 
3th? 

CHES, x, =x; +h)。 由 于 该 插值 公式 在 (n + 1) 个 有 限 节点 处 完全 拟 合 函 数 

值 ， 因 此 ， 我 们 把 整个 积分 区 间 [xo ,x, ] 分 成 n 段 ， 每 段 长 为 h。 然 后 ， 再 用 式 

(6. 69) ， 就 可 以 求 出 式 (6.68) 的 积分 。 可 以 将 积分 上 限 增 大 ， 则 包含 的 积分 

段 数 就 增加 ， 每 段 长 仍 为 k。 在 式 (6.69) 序列 中 保留 有 限 个 差分 项 ， 并 使 保留 

的 差分 项 数 等 于 积分 的 分 段 数 ， 这 种 运算 就 是 著名 的 牛顿 - 科 芯 求 积 公式 。n 值 

为 1、2 和 3 时 的 牛顿 - 科 茨 的 前 3 个 公式 分 别称 为 梯形 公式 、 辛 普 森 1/3 公式 和 
辛普森 3/8 公式 。 这 些 公 式 推 导 如 下 。 





Yo Tee 
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6.10.1] 梯形 公式 


推导 这 个 牛顿 - 科 获 第 一 积分 公式 时 ， 取 长 为 h 的 一 个 分 段 (n = 1) ， 并 用 
多 项 式 拟 合 该 分 段 的 (xo ,yo) 和 (x y.) 两 个 节点 ( 见 图 6.8)， 取 式 (6.69) 格 
雷 戈 里 -牛顿 多 项 式 的 前 2 项 (包括 一 阶 向 前 有 限 差分 项 ) ， 把 其 余 的 项 都 一 起 归 
为 余 项 。 这 其 实 就 是 用 直线 连接 两 个 节点 。 于 是 ， 积 分 方程 变 为 


n = f" [y + a) [8 co (6.70) 




















( Xo X] Xn 


图 6.8 ”用 梯形 公式 求 一 个 积分 段 的 积分 
上 式 右边 的 第 一 个 积分 是 对 x 求 积 ， 代 人 一 阶 向 前 差分 的 定义 Ayo =y -yo， 
可 得 
h n 
Lys) +f R(x) ds (6.71) 


其 中 的 余 项 可 以 用 é 表示 为 (推导 过 程 请 参见 Constantinides 和 Mostoufi 的 著作 
(1999)) 


[ R Gods =- RDSE) (6.72) 
这 是 一 个 及 BH, TURKO) 。 于 是 , R (6.71) 可 以 写 为 
= Fy +y) + 007) (6.73) 


这 个 公式 就 是 梯形 公式 ， 其 中 的 (h/2)(y。+ y1) 其 实 是 梯形 面积 的 计算 公 
式 。 如 上 所 述 ， 这 种 方法 拟 合 两 个 节点 就 是 用 直线 连接 两 节点 ， 如 图 6. 8 的 阴影 
所 示 ， 这 使 得 积分 面积 的 形状 成 为 梯形 。 曲 线 y = f(x) Bo y, 两 点 的 连 线 之 
间 形 成 的 面积 就 是 梯形 公式 的 截断 误差 。 如 果 /(x) 原本 就 是 直线 ， 其 二 阶 导数 
为 0， 余 项 就 没有 了 ， 梯 形 公式 计算 的 积分 就 是 准确 值 。 
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X (6.73) 的 梯形 公式 只 给 出 单个 长 度 为 h 的 积分 段 的 积分 值 。 要 得 到 整 
个 曲线 n 段 的 积分 ， 就 必须 把 式 (6.70) 用 于 每 个 积分 段 ， 得 到 如 下 一 系列 方 
Fe: 


= Fly tn) +O) (6.74) 

lL = to, +y) +O) (6.75) 
h ; 

I, = 2 na +y,) + OCh) (6. 76) 


天 之 和 就 是 曲线 总 积分 的 近似 值 。 把 整个 积分 区 间 上 的 所 有 这 些 方程 加 起 来 ， 就 
形成 了 复合 梯形 公式 : 


E Gs 23 v 4 y,) t 00h?) (6.77) 


AT BEA. RETR nO(RÀ) 。 这 上 只 是 一 种 近似 表示 方法 ， 因 为 每 个 余 
项 包含 了 y ERAH é 处 的 二 阶 导 数 ， 而 每 个 积分 段 的 & 是 各 不 相同 的 。 误 差 
项 的 绝对 值 计算 不 出 来 ， 但 其 相对 的 大 小 可 以 用 误差 项 的 阶 数 表示 。 由 于 nn 与 h 
成 反比 ， 即 
n= (6.78) 
复合 梯形 公式 的 误差 项 可 以 化 为 
nO(h?) = OCh) = O(h?) (6.79) 


这 就 是 说 ， 在 多 个 积分 段 上 重复 应 用 梯形 公式 使 得 计算 的 准确 度 降低 了 大 约 一 个 
数量 级 。 有 关 截 断 误 差 的 较为 严格 的 分 析 请 参见 附录 E 


6.10.2 辛普森 1/3 公式 

推导 这 个 牛顿 - 科 获 第 二 求 积 公式 时 ， 要 用 两 个 长 度 都 为 户 的 积分 段 (n = 2) 
( 见 图 6. 9) , 多 项 式 拟 合 (xo ,yo ) 、 (x, i) 和 (x; ya) 3 个 节点 ， 也 就 是 用 抛物 
线 拟 合 3 个 点 。 取 式 (6.69) 格雷 区 里 -牛顿 多 项 式 的 前 3 项 (包括 二 阶 向 前 有 
限 差分 项 ) ， 并 把 其 余 的 项 都 一 起 归 为 余 项 。 积 分 方程 变 为 


" (x — xo) (x — xy) (x - x) E 
L = JI» + i Xo L^ Ayo + PITE 1 Ayo ]ds + [ R(x)d 





(6. 80) 
TA VAIS HE 并 代入 有 关 有 限 差分 的 关系 式 简化 方程 ， 得 到 


I, = y + 4y +y) = ge DFE) (6. 81) 
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其 误差 项 为 上 阶 ， 可 以 记 为 OC) 。 因 为 只 保留 了 格雷 区 里 -牛顿 多 项 式 中 的 3 
项 ， 因 此 ， 预 期 的 误差 项 应 该 为 0( 忆 ) 阶 。 不 过 ， 余 项 中 k 项 的 系数 为 0， 所 
以 ， 就 产生 了 这 么 一 个 碰巧 的 结果 。 牛 顿 - 科 获 第 二 公式 的 最 终 形式 ， 也 就 是 党 
说 的 辛普森 1/3 公式 ， 为 

I, = Ov +4 +) + UP) (6.82) 


该 方程 求 的 是 两 个 积分 段 上 的 积分 。 在 每 两 个 积分 段 上 重复 应 用 辛普森 1/3 
公式 ， 并 把 整个 积分 区 间 上 所 有 这 些 方程 加 起 来 ， 就 产生 了 复合 辛普森 1/3 AX: 





n/2 n/2-1 


h 
bay Yo *4 P. Yua +2 > Yu * Y, + O(h*) (6. 83) 
fi izi 


辛普森 1/3 公式 使 用 成 对 的 积分 段 ， 因 此 ， 整 个 积分 区 间 必 须 分 成 偶数 段 。 
XX (6.82) 的 第 一 个 求 和 项 是 奇数 项 之 和 ， 而 第 二 个 求 和 项 则 是 偶数 项 之 和 。 

556.10. 1 节 所 述 相 同 ， 复合 辛普森 1/3 公式 的 准确 度 也 下 降 了 一 个 数量 级 ， 
BA Olh) o FER 13 公式 的 准确 度 比 梯形 公式 要 高 ， 但 所 需 的 运算 量 却 增 
加 了 。 

















xo xi X3 Xn 


图 6.9 应 用 辛普森 1/3 公式 求 两 个 积分 段 的 积分 


6.10.3 ”辛普森 3/8 公式 
推导 这 个 牛顿 - 科 区 第 三 积分 公式 时 ， 如 图 6. 10 所 示 ， 要 用 3 个 长 度 都 为 h 的 
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积分 段 (n =3) ， 并 用 多 项 式 拟 合 Go Xo) G5) 05) Gs.) 4 个 节点 ， 
等 价 于 用 三 次 方程 拟 合 这 4 个 点 。 取 式 (6.69) 格雷 戈 里 -牛顿 多 项 式 的 前 4 项 
(包括 三 阶 向 前 有 限 差分 项 ) ， 并 把 其 余 的 项 都 一 起 归 为 余 项 。 积 分 方程 变 为 


n= [Loy as, nm man, 








21k (6. 84) 
(x -x))(x-x)(x-x), " 
E Ay dx + JR, GO d: 
积分 该 方程 ， 并 代入 有 关 有 限 差分 的 关系 式 ， 简 化 方程 ， 得 到 
= ET + 3y, + 3y, + y3) - SP D'f (E) (6. 85) 


其 误差 项 为 所 阶 ， 可 以 记 为 O(&^) o 该 方程 的 最 终 形式 ， 也 就 是 常 说 的 辛普森 
3/8 公式 为 
I, = y, + y + 3y, - y,) + O(h’) (6. 86) 























图 6. 10 应 用 辛普森 3/8 公式 求 3 个 积分 段 的 积分 
对 于 每 3 个 积分 段 重复 应 用 式 (6.83) ， 并 把 整个 积分 区 间 上 所 有 这 些 方 程 
加 起 来 ， 就 得 到 复合 辛普森 3/8 公式 : 


rei os s +22 yu tya | #00) (6. 87) 


n/3-1 


8 
将 辛普森 1/3 公式 的 误差 项 与 辛普森 3/8 公式 的 误差 项 进行 比较 ， 可 见 两 者 具 
有 同样 的 阶 次 ， 后 者 只 是 稍微 准确 一 些 。 因 此 ， 通 常 辛普森 L/3 公式 用 得 比较 多 ， 


第 6 章 有 限 差 分 法 、 播 值 法 和 积分 法 173 





因为 它 只 需要 3 个 点 就 可 以 达到 同样 阶 次 的 精度 ， 而 3/8 公式 却 需要 4 个 点 。 
6.10.4 ”牛顿 - 科 荧 求 积 公式 小 结 


表 6.7 归纳 了 前 几 节 中 推导 的 3 个 牛顿 - 科 获 求 积 公式 。 
在 推导 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 的 过 程 中 ， 函 数 y = f 用 余 项 为 R,(x) B n Xx 
格雷 戈 里 - 牛顿 多 项 式 P,(x) 来 近似 。 其 积分 计算 的 通 式 为 


[es = [Poa + [R 00s (6.88) 
于 是 求 积 公式 的 一 般 形式 为 
[yde = OLD (6.89) 


EF, % 为 区 间 [a,b] 上 等 距 分 布 的 (n+1) 个 节点 ; 权重 w; 取决 于 P, (x) 多 项 
式 对 于 (n+1) 个 节点 的 拟 合 。 对 于 任意 阶 次 小 于 等 于 的 多 项 式 函 数 y = fn), 
这 个 积分 是 完全 准确 的 ， 即 
Í “yds = 2 wy, (6. 90) 

因为 对 于 阶 次 小 于 等 于 mn 的 多 项 式 ， 其 导数 DOSO AO, FR, 误差 项 
OLR? DFE) ] 不 存在 了 。 

MATLAB 的 4 个 函数 trapz m, cumtrapz. m, quad. m 和 quad8. m 就 是 应 用 不 
同 的 牛顿 - 科 茨 公式 完成 某 矢 量 〈 即 函数 ) 的 数值 求 积 计算 。 简 介 如 下 : 

1) 函数 trapz(x,y) 利用 梯形 公式 ,计算 y (BERERAKO 对 x (变量 
矢量 ) 的 积分 。 

2) 函数 cumtrapz(x,y) 利用 梯形 公式 ,计算 y (数据 矢量 或 函数 ) 对 x CE 
BRE) 的 累计 积分 。 

3) 函数 quad( ‘file_ name’ ,a,b) 利用 辛普森 1/3 AR, AKE [a,b1 Ett 
3$ m X f'F file _ name. m 表示 的 函数 的 积分 。 

4) PRU quad8( ‘file name' ,a,b) 利用 8 个 分 段 (9 个 节点 ) WEB RK 
公式 ， 在 区 间 [a,b] 上 计算 m 文件 fle _ name. m 中 存放 的 函数 的 积分 。 

表 6.7 牛顿 - 科 菊 数值 求 积 公式 小 结 





—— ATN 
公式 名 称 | 积分 公式 RO # 方程 编号 
A " h . Ü iip 
梯形 公式 | ydx = Oo +r) -IPSE (6.91) 
0 
d -| 














x } 
PERIA 公式 | f yde = Go rn t - gg DFE) (6.92) 
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( 续 ) 







积分 公式 











辛普森 3/8 公 式 | Yar = Bo t3n tant) | - dasvire) (6.93) 
so 

通用 求 积 公式 | | yd = Y wy OLR? D f(E) J (6.94) 
x) izÜü 








806.8 PHFJÉTOPAIUGC EE 1/3 积分 公式 
问题 陈述 : 

二 氧化 碳 释放 率 和 耗 氧 率 是 研究 发 酵 过 程 中 微生物 生长 的 两 个 非常 重要 的 指 
标 ， 通 过 分 析 发 酵 负 进 气 口 和 排 气 口 的 气体 成 分 、 流 速 、 温 度 和 气体 压力 ， 可 以 
算出 这 两 个 指标 。 二 氧化 碳 释放 率 与 耗 氧 率 之 比 称 为 呼吸 商 ， 可 以 很 好 地 反映 微 
生物 的 代谢 情况 。 并 且 ， 对 二 氧化 碳 释放 率 和 耗 氧 率 求 积分 ， 可 以 得 到 发 酵 过 程 
中 的 二 氧化 碳 的 总 释放 量 和 总 耗 气量。 这些 总 量 数据 是 建立 发 酵 模 型 物质 平衡 方 
程 的 基础 。 表 6. 8 所 示 为 产 黄 青 霉 菌 发 酵 生产 青霉素 的 一 组 二 氧化 碳 释放 率 和 耗 
氧 率 数据 。 

请 编写 一 个 MATLAB 通用 函数 ， 用 辛普森 1/3 公式 求 这 组 实验 数据 的 积分 ， 
并 计算 在 10h 发 醉 过程 中 总 的 二 氧化 碳 释 放量 和 总 耗 氧 量 。 将 这 种 算法 求 得 的 结 
果 与 应 用 现成 MATLAB 函数 trapz ( 即 梯形 公式 ) 求 得 的 结果 进行 比较 。 


表 6.8 发 酵 过 程 中 的 二 氧化 碳 释 放 率 和 耗 氧 率 数据 








发 醉 时 间作 二 氧化 碳 释 放 率 /( g/h) ERUR (g/h) 
140 15. 72 15. 49 
14] 15. 53 16. 16 
142 15. 19 15.35 
143 16. 56 15. 13 
144 16. 21 14. 20 
145 17.39 14.23 
146 17. 36 14. 29 
147 17. 42 12. 74 
148 17. 60 14. 74 
149 17. 75 13. 68 
150 18. 95 14. 51 
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解 题 方法 : 

分 别 对 二 氧化 碳 释 放 率 数据 和 耗 氧 率 数据 求 积 分 。 表 6. 8 提供 了 11 个 数据 ， 
共 形 成 10 个 数据 区 间 ， 既 可 以 用 梯形 公式 也 可 以 用 辛普森 1/3 公式 求 积 分 。 按 
照 题 目的 要 求 ， 先 用 辛普森 1/3 公式 ， 再 用 梯形 公式 。 
程序 说 明 : 

MATLAB 函数 simpson. m 由 Constantinides 和 Mostoufi (1999) FFA, RRA 
先 检查 输入 参数 ， 即 自 变量 矢量 x 和 随 数 矢量 y。 两 个 矢量 的 长 度 要 相等 ，* 矢 
量 的 元 素 要 等 距 分 布 ， 并 且 ， 两 个 矢量 的 元 素 个 数 应 该 为 奇数 ， 形 成 偶数 个 区 
间 。 如 果 矢 量 包 含 偶数 个 元 素 ， 形 成 奇数 个 区 间 ， 那 么 函数 先 计算 前 (n - 1) 个 
数据 点 的 积分 值 ， 再 用 梯形 公式 求 最 后 一 个 数据 区 间 的 积分 值 ， 然 后 将 两 个 积分 
值 相 加 ， 得 到 最 终 的 积分 值 。 用 户 要 特别 注意 这 种 情况 ， 因 为 辛普森 1/3 公式 截 
断 误 差 的 阶 数 与 梯形 公式 截断 误差 的 阶 数 是 不 同 的 。 完 成 这 些 检查 之 后 ， 函 数 按 
照 式 (6. 82) 进行 积分 计算 。 如 果 需 要 的 话 ， 按 照 式 (6.75) 计算 最 后 一 个 数 
据 区 间 的 积分 值 ， 并 将 其 加 入 总 积分 值 。 

主 程序 example6 _8. m 运行 时 ， 先 要 求 用 户 通 过 键盘 输入 数据 ， 然 后 调用 渗 
数 trapz. m 和 simpson. m 求 积 分 ， 最 后 显示 结果 。 


程序 如 下 : 


Example6.8.m- Calculates carbon dioxide evolved and 


oxygen uptaken in a fermentation process using TRAPZ 


do oo oe 


(trapezoidal rule) and SIMPSON (Simpson's 1/3 rule) functions 
clc; clear all 


$ Input data 
t-input(' Vector of time = '); 
r CO2-2input(' Carbon dioxide evolution rate (g/h) ='); 


r 02 = input (' Oxygen uptake rate (g/h) ='); 


$ Integration 

m1CC2 -trapz(t,r, CO2); 
mZ2CO2 =simpson(t,r  CO2); 
mlO2 =trapz (t,r_ O2); 
m202 2simpson(t,r, O2); 
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$ Output 

fprintf ('\n Total carbon dioxide evolution =% 9.4f (evaluated by 
the trapezoidal rule)',ml1CO2) 

fprintf ('\n Total carbon dioxide evolution =% 9.4f (evaluated by 
the Simpson 1/3 rule) ',m2CO2) 


fprintf ('\n Total oxygen uptake % 9.4f (evaluated by the 


trapezoidal rule) ',m102) 


ll 


fprintf ('\n Total oxygen uptake % 9.4f (evaluated by the 


Simpson 1/3 rule) \n',m202) 
应 用 辛普森 1/3 公式 求 积 分 的 MATLAB 函数 : 


function Q= Simpson (x, y) 
% SIMPSON Numerical evaluation of integral by Simpson's 1/3 rule 


% SIMPSON (X,Y) numerically evaluates the integral of the 

% vector of function values Y with respect to X by 

% Simpson's 1/3 rule. X is the vector of equally spaced 

$ independent variable. Length of Y has to be odd (even 

% number of intervals). If length of Y is even, the function 
$ calculates the integral for [ LENGTH (Y) -1] points by 

$  Simpson's 1/3 rule and adds to it the value of the 

$ integral for the last interval by trapezoidal rule 

$ See also TRAPZ , QUAD , QUAD8, GAUSSLEGENDRE 


$ (c) N. Mostoufi & A Constantinides 


oe 


January 1, 1999 


points = length (x); 

if length(y) ~=points 
error ('x and y are not of the same length') 
break 


end 


dx = diff (x); 
maxi =max ({ min (abs (x))/1000 , 1e -10]); 
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if max (dx) -min(dx) >maxi 
error ('X is not equally spaced ') 
break 


end 


h=dx(1); 
if mod (points,2) == 
warning ('Odd number of intervals; Trapezoidal rule will be used 
for the last interval. ') 
n-points-1; 
else 
n-points; 
end 
% Integration 
yl =y(2:2:n-1); 
y2 =y(3:2:n-2); 
Q=(y(1) +4 * sum(yl) +2 * sum(y2) *y(n)) * h /3; 


if n~=points 
Q=O+ (y(points) *y(n)) * h/2; 


end 
程序 运行 时 的 输入 以 及 输出 结果 : 
>>example6 _8 


Vector of time =[140:150] 

Carbon dioxide evolution rate (g/h) = [15.72, 15.53, 15.19, 
16.56, 16.21, 17.39, 17.36, 17.42, 17.60, 17.75, 18.95] 

Oxygen uptake rate (g/h) =[15.49, 16.16, 15.35, 15.13, 14.20, 
14.23, 14.29, 12.74, 14.74, 13.68, 14.51] 


Total carbon dioxide evolution = 168.3450 (evaluated by the 
trapezoidal rule) 
Total carbon dioxide evolution = 168.6633 (evaluated by the 


178 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





Simpson 1/3 rule) 
145.5200 (evaluated by the 


Total oxygen uptake 


trapezoidal rule) 


Total oxygen uptake 144.9733 (evaluated by the 


Simpson 1/3 rule) 


结果 讨论 : 
表 6.9 列 出 了 分 别 利用 辛普森 1/3 公式 和 梯形 公式 求实 验 数据 的 积分 所 得 到 
的 二 氧化 碳 总 释放 量 和 总 耗 氧 量 。 
表 6.9 两 种 算法 的 计算 结果 比较 








辛普森 1/3 Ae 梯形 公式 
二 氧化 碳 总 释放 量 /g 168. 6633 168. 3450 
总 耗 氧 量 /g 144. 9733 145. 5200 











6.11 本 章 学 习 要 点 


学 习 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 

1) 有 限 差 分 是 建立 微分 方法 和 积分 方法 的 主要 工具 。 

2) 用 有 限 差分 可 以 表达 满足 任意 准确 度 要求 的 导数 。 

3) 利用 本 章 所 建立 的 方法 可 以 计算 实验 数据 或 函数 的 数值 积分 和 数值 微 


4) 插值 多 项 式 用 于 建立 求 积 公式 。 
5) 牛顿 - 科 茨 求 积 公式 可 以 用 于 求实 验 数据 的 积分 。 
6) 样 条 插值 常用 于 非 等 距 数据 的 插值 。 


6.12 习题 


6.1 请 推导 向 后 有 限 差 分 项 表示 的 y 函数 的 三 阶 导数 公式 ， 并 使 其 误差 为 (a)h 阶 ; (b) € 
阶 。 
6.2 请 推导 向 前 有 限 差 分 项 表示 的 y 函数 的 一 阶 和 二 阶 导数 公式 ， 其 误差 为 有 阶 。 
6.3 请 推导 格雷 戈 里 -牛顿 向 后 插值 公式 。 
6.4 利用 表 6. 10 的 实验 数据 
(a) 建立 向 前 差分 表 ， 并 用 MATLAB 函数 diff 验证 结果 。 
(b) 建立 向 后 差分 表 。 
(c) 应 用 格雷 戈 里 -牛顿 插值 公式 计算 x =10, 50, 90, 130, 170 和 190 处 的 函数 值 。 
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#610 青霉素 发 酵 数据 





时 间 /h | 青霉素 浓度 /mL 时 间 A 青霉素 浓度 /mL 
0 0 | 120 T 9430 
20 106 140 10950 
40 1600 160 10280 
60 3000 180 9620 
80 5810 200 9400 
100 8600 

















6.5 编写 MATLAB 函数 ， 利 用 格雷 苹 里 -牛顿 向 后 插值 公式 ， 由 一 组 (n +1) 个 等 距 数 据 求 函 
TOf (x) 。 要 求 该 MATLAB 函数 具有 较 好 的 通用 性 ， 可 以 输入 任意 正 整 数 na。 然 后 ， 编 写 一 个 
MATLAB 脚本 ， 读 和 数据， 并 调用 该 MATLAB 函数 ， 考 察 其 拟 合 数据 的 结果 。 用 表 6. 10 的 实 
验 数据 验证 程序 ， 并 计算 x =10, 50, 90, 130, 170 和 190 处 的 函数 值 。 

6.6 对 于 表 6. 11 的 非 等 距 数 据 节点 ， 用 拉 格 朗 日 多 项 式 和 样 条 插值 计算 x=2, 4,5, 8,9 和 
11 处 的 函数 值 。 


表 6.11 非 等 距 数据 





x f(x) | x dq f(x) 
1 7.0 10 8.2 
3 3.5 12 9.0 
6 3.2 13 9.2 
7 3.9 











6.7 为 了 测定 化 学 反应 器 的 混合 特性 ， 在 1=0 时 刻 问 反应 器 快速 注入 不 参与 反应 的 示 踪 剂 。 
假设 反应 器 排放 物 中 示 踪 剂 浓度 监测 值 随时 间 变 化 的 函数 为 ce(1) ， 则 反应 器 的 滞留 时 间 分 布 
( Residence Time Distribution, RTD) MX Eg Y. 


ay 
累积 分 布 函数 定义 为 

FU) = 人 EDd 
反应 器 的 平均 灌 留 时 间 为 


其 中 ,，Y 为 反应 器 的 体积 ，4 为 流速 。 则 RTD 函数 的 方差 定义 为 
c= [a - t,) E(1)dt 


在 反应 器 混合 特性 测定 试验 中 ， 某 个 连续 流动 反应 器 排放 物 的 示 踪 剂 浓 度数 据 如 表 6. 12 所 
示 ， 请 计算 反应 器 的 RTD 函数 、 累 积分 布 函 数 、 平 均 滞留 时 间 以 及 RTD 函数 的 方差。 
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O12 化 学 反应 器 的 示 踪 剂 排放 浓度 数据 





时 间 /s c(t1)/( mg/L) 时 间 /s c(t)/ (mg/L) 
0 | 0 5 5 
1 2 6 l 2 
2 4 7 1 
3 7 8 0 
4 6 
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第 7 音 动态 系统 : 常 微分 方程 


7.1 绪论 


生理 系统 的 数学 模型 经 常 含有 常 微分 方程 或 偏 微分 方程 ， 这 是 因为 自然 界 的 
生物 系统 是 动态 的 ， 它 们 的 状态 一 直 在 随 着 时 间或 者 空间 的 不 同 而 发 生变 化 。 当 
系统 的 暂 态 过 程 结束 之 后 ， 模 型 方程 就 变 成 了 第 4 章 和 第 5 章 所 介绍 的 代数 方 
程 。 

本 章 将 讲述 常 微 分 方程 的 数值 解 。 常 微分 方程 用 于 描述 具有 单个 自 变 量 的 生 
理 系 统 的 动态 模型 ， 这 个 自 变 量 可 以 是 空间 变量 x 或 者 是 时 间 变 量 上 ， 这 取决 于 
系统 的 结构 及 其 边界 条 件 。 由 常 微分 方程 描述 的 生物 医学 模型 有 : 活 细胞 的 代谢 
途径 、 复 杂 的 药物 代谢 动力 学 、 血 氧 输送 动力 学 、 营 养 物 质 在 细胞 之 间 的 传输 、 
细胞 腊 和 神经 细胞 动作 电位 、 干 细胞 的 分 化 和 复制 、 组 织 细胞 的 迁移 和 结合 机 
制 、 细 菌 与 人 群 之 间 相互 作用 的 动态 过 程 等 。 | 

本 章 包 括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 利用 常 微分 方程 建立 生理 系统 动态 模型 ; 

2) 求解 微分 方程 的 数值 解 ， 作 图 表示 数值 解 的 结果 ， 并 解释 生物 系统 在 各 
种 不 同 条 件 下 的 动态 行为 ; 

3) 评价 模型 及 其 数值 解 的 准确 度 和 稳定 性 。 


7.1.1 药物 代谢 动力 学 一 一 药物 吸收 动力 学 


药物 代谢 动力 学 研究 药物 分 布 过 程 以 及 体内 药物 浓度 的 变化 速率 ( Fournier, 
1999) 。 药 物 可 以 通过 胃 肠 道 进 人 体内 ， 称 为 肠 道 给 药方 式 ; 也 可 通过 其 他 不 同 
的 途径 进入 体内 ， 如 静脉 注射 、 呼 吸 道 吸 人 、 经 皮 渗 透 等 ， 这 些 称 为 非 肠 道 给 药 
方式 。 

血液 灌注 率 、 毛 细 血 管 渗透 性 、 药 物 的 生物 亲和力 、 药 物 代谢 以 及 肾脏 排泄 
等 许多 因素 都 会 影响 药物 在 体内 的 吸收 。 药 物 在 体内 由 肝脏 内 的 酶 促 反 应 清除 ， 
并 通过 肾脏 排泄 到 尿 液 中 。 图 7. 1 显示 了 一 个 描述 药物 吸收 和 清除 过 程 的 简化 模 
型 ， 该 模型 将 所 有 的 体液 作为 一 个 房 室 单元 看 待 ， 它 的 数学 模型 是 一 组 线性 常 微 
分 方程 。 本 章 7. 5 节 将 推导 这 种 方程 组 的 求解 方法 ， 并 用 例 7. 3 加 以 说 明 。 
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药物 吸收 位 置 





体液 














排泄 过 程 
. 图 7. 1 药物 吸收 的 简化 模型 
7.1.2 组织 工程 一 一 细胞 分 化 、 细 胞 粘 附 以 及 细胞 迁移 动力 学 


不 同 的 胚胎 细胞 或 祖 细胞 特异 化 为 体内 具有 不 同 功能 的 组 织 ， 这 种 动态 演变 
过 程 称 为 细胞 分 化 。 例 如 ， 胎 儿 体内 的 胚胎 干细胞 会 复制 并 分 化 成 为 各 种 类 型 的 
细胞 ， 如 骨 细 胞 、 皮 肤 细胞 、 肝 细胞 、 肌 细胞 等 。 分 化 过 程 包括 一 系列 细胞 表 型 
以 及 形态 结构 上 的 变化 ， 尤 其 在 分 化 后 期 ， 这 些 变化 更 加 明显 ， 很 容易 直接 辨别 
(Palsson 和 Bhatia，2004) 。 分 化 过 程 从 于 细胞 递交 分 化 信息 开始 ， 随 后 进行 一 
系列 有 序 的 基因 表达 ， 每 一 次 基因 表达 都 使 细胞 的 分 化 到 达 一 个 新 的 阶段 。 通 过 
这 一 系列 不 断 积 累 的 变化 ， 于 细胞 最 终 分 化 发 育成 完全 成 熟 的 特定 细胞 群 。 这 些 
成 熟 细 胞 在 体内 完成 它们 的 既定 功能 之 后 ， 最 终 要 么 将 亡 ， 要 么 通过 “ 转 分 化 ” 
过 程 转变 成 其 他 类 型 的 细胞 。 干 细胞 转化 成 为 完全 成 熟 的 特异 细胞 的 这 一 系列 过 
程 可 以 用 多 房 室 模 型 来 模拟 ， 根 据 各 个 房 室 的 非 稳 态 平衡 原理 ， 可 以 建立 模型 的 
常 微分 方程 组 。 例 7.6 将 进一步 讨论 干细胞 分 化 及 其 常 微分 方程 组 模型 的 求解 过 

组 织 工程 的 研究 方向 之 一 就 是 设计 制造 合适 的 多 和 孔 基 体 〈 即 多 孔 膜 )， 仿 真 
.表皮 的 特性 作为 康复 治疗 的 辅助 支架 ， 用 于 促进 真皮 的 再 生 ， 从 而 提高 创伤 和 烧 
伤 皮肤 的 愈合 速度 。 与 伤口 修复 以 及 组 织 再 生 相 关 的 一 种 细胞 活动 称 为 细胞 迁移 
(Lauffenburger 和 Horowitz，1996) 。 要 使 细胞 在 伤口 处 以 及 辅助 组 织 再 生 的 植 人 
支架 中 重新 生长 ， 必 须 有 细胞 迁移 ; 胚胎 形成 过 程 中 的 细胞 分 选 和 器 官 发 育 也 要 
有 细胞 和 迁移。 另外， 细胞 迁移 还 与 癌症 和 肿瘤 的 转移 有 关 。 

,细胞 迁移 是 特异 的 细胞 表面 受 体 与 其 配 体 之 间 相 互 作用 产生 的 协同 过 程 ， 配 
体 通 常 是 胞 外 基质 中 的 生物 分 子 〈 见 图 7.2) 。 细 胞 迁移 过 程 的 定量 分 析 需 要 建 
立 细胞 运动 (如 细胞 的 运动 速度 、 运 动 方 向 、 细 胞 群体 的 运动 特性 ) 与 配 体 的 
各 种 特性 之 间 的 关系 。 许 多 配 体 特性 ， 如 配 体 的 浓度 、 受 体 占 有 率 、 配 体 亲和力 
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等 ， 都 会 影响 细胞 的 运动 。Moghe 和 他 的 同事 们 ( Tjia 和 Moghe, 2002a, 
2002b) 建立 了 一 个 很 有 意义 的 模型 ， 对 复杂 的 细胞 迁移 过 程 进行 了 定量 分 析 。 
这 个 细胞 迁移 模型 包括 了 受 配 体 结合 之 后 配 体 的 细胞 内 吞 过 程 (根据 配 体 载体 
的 性 质 ， 可 以 是 胞 吞 作 用 ) 。 他 们 以 动力 学 原理 为 基础 ， 利 用 与 常规 Michaelis - 
Menten 动力 学 方程 相似 的 扩散 反应 方程 ， 建 立 了 描述 细胞 与 配 体 之 间 相 互 作用 
的 动力 学 模型 (Tjia 和 Moghe, 2002c). P7. 7 将 进一步 论述 并 求解 这 个 描述 细 
胞 迁移 的 数学 模型 。 

















图 7.2 带 有 配 体 的 微 载体 促进 了 皮肤 表皮 细胞 的 迁移 
图 I、 五 和 于 显示 了 细胞 不 断 清除 配 体 的 轨迹 〈 搞 自 Tjia 和 Moghe，2002c) 。 


7.1.3 代谢 工程 一 一 活 细胞 的 糖 酵 解 途径 


活 细胞 分 解 葡萄 糖 产 生 二 氧化 碳 和 水 的 复杂 过 程 称 为 糖 酵 解 ， 它 由 若干 酶 促 
反应 组 成 。 糖 酵 解 过 程 中 产生 的 化 学 能 被 储存 在 细胞 内 的 三 磷酸 腺 苷 (ATP) 化 
合 物 中 ， 用 于 和 蛋白质 等 其 他 化 合 物 的 生物 合成 。 糖 酵 解 途径 的 净 反 应 式 为 

C,H,,0, + 60, 一 6C0, + 6H,0 + 能 量 
糖 酵 解 途径 中 的 许多 化 学 反应 N PERI 酶 促 反 应 的 一 般 形 式 为 


S + 五 一 一 > ES—"+P+E 
其 中 ， ee T 酶 促 反 应 的 动态 
过 程 可 以 用 常 微分 方程 组 来 模拟 。 本 章 7. 4 节 将 推导 常 微 分 方程 组 的 求解 方法 ， 
并 将 利用 这 些 方法 求解 例 7. 2 中 的 酶 促 反应 模型 。 酶 促 反 应 的 稳 态 分 析 可 以 把 微 
分 方程 模型 简化 成 为 代数 方程 ， 用 第 4 章 和 第 5 章 讲 述 的 方法 就 可 以 求解 这 些 代 
数 方程 。 


7.14 ”分子 的 跨 膜 运输 
分 子 的 跨 生 物 膜 传输 对 于 活 细胞 的 生理 过 程 至 关 重 要 ， 细 胞 生长 和 繁殖 所 需 
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的 营养 物质 的 供应 以 及 废物 从 胞 内 向 胞 外 的 传送 都 涉及 跨 膜 传输 。 跨 膜 传输 是 一 
个 复杂 的 过 程 ， 包 含 多 种 机 制 ( 见 图 7. 3)。 


h 


ies m 


Ü 
L 


"i 


WANN 
Py 


| 
4 





图 7.3 生物 膜 上 的 跨 膜 扩 散 

分 子 的 被 动 传输 取决 于 细胞 膜 内 外 存在 的 浓度 梯度 和 电压 差 的 共同 作用 。 中 
性 分 子 会 从 高 浓度 区 扩散 到 低 浓 度 区 ， 带 电 分 子 会 沿 着 细胞 膜 内 外 存在 的 电压 梯 
度 移动 。 另 外 ， 还 有 载体 介 导 的 传输 以 及 主动 传输 等 产生 分 子 跨 膜 运动 的 机 制 。 
分 子 的 传输 机 制 可 以 用 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 描述 。 本 章 将 讨论 可 以 用 常 微 分 
方程 描述 的 具有 单个 自 变量 的 动态 传输 系统 ， 并 在 例 7.5 中 求解 了 描述 细胞 膜 和 
神经 细胞 动作 电位 的 Hodgkin-Huxley 模型 。 在 第 8 章 我 们 将 讨论 可 以 用 偏 微分 方 
程 描述 的 两 个 或 更 多 个 自 变 量 的 传输 系统 。 


7.2 常 微分 方程 的 分 类 


常 微分 方程 根据 方程 的 阶 数 、 线 性 与 非 线 性 、 齐 次 与 非 齐 次 以 及 边界 条 件 等 
分 类 。 方 程 中 具有 的 最 高 阶 导数 的 阶 数 就 是 微分 方程 的 阶 。 常 微分 方程 分 为 线性 
和 非 线性 两 类 ， 如 果 微 分 方程 含有 因 变 量 的 客 、 导 数 的 需 、 或 者 因 变量 与 导数 的 
乘积 ， 则 该 方程 为 非 线 性 微分 方程 。 本 章 中 ， 我 们 尽 可 能 用 符号 y 表示 因 变 量 ， 
用 符号 上 表示 自 变 量 。 要 记 住 ， 通 常 习惯 用 :或 者 x 表示 常 微分 方程 的 自 变量 。 
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n 阶 线性 常 微分 方程 的 一 般 形式 可 以 写 为 
d'y 
di^! 
WRR (0) =0， 则 方程 为 齐 次 方程 。 如 果 R(t) 关 0， 则 方程 为 非 齐 次 方程 。 
MEL [bI i=n,…, 0| 为 i 的 函数 时 ， 称 为 变量 系数 ， 当 系数 为 常数 时 ， 则 
称 为 常量 系数 。 以 下 是 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 微分 方程 的 几 个 例子 : 





5, (0) 2 4, (1) ee bu) M a c()y = R(t) (7.1) 
dt" dt 





一 阶 线性 齐 次 微分 方程 tye (7.2) 
一 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 2, y=k (7.3) 
一 阶 非 线性 非 齐 次 微分 方程 z, P =k (7.4) 
2 
二 阶 线性 非 齐 次 微分 方程 2 + H tye (7.5) 
4 d'y dy 
二 阶 非 线性 非 齐 次 微分 方程 yeu ey = costs) (7.6) 
三 阶 线性 齐 次 微分 方程 dy a Mey cg (7.7) 
. dt di dt 


三 阶 非 线性 非 齐 次 微分 方程 +a) eS ey = sin(t) (78) 
dt dt di 


X (7.4), X; (7.6) MR (7.8) ZWEE F, y (dd? ) 和 (dydi)? 
项 ， 因 此 是 非 线 性 方程 ;而 式 (7.2), XX (7.3). 3X (7.5) 和 式 (7.7) 则 是 
线性 方程 。 

为 了 求 取 n 阶 微分 方程 或 者 个 一 阶 微分 方程 的 联 立方 程 组 的 惟一 解 ， 必 须 
CA n 个 特定 自 变 量 对 应 的 n 个 因 变 量 或 其 导数 的 值 ， 这 就 是 问题 求解 的 初始 条 
件 和 边界 条 件 。 

常 微分 方程 可 以 分 为 初 值 问 题 和 边 值 问题 。 所 谓 初 值 问 题 ， 就 是 在 自 变 量 初 
始 值 处 ， 所 有 因 变 量 和 (或 者 ) 其 导数 的 值 都 已 知 。 如 果 自 变量 的 初始 值 换 成 
终止 值 ， 那 么 ， 其 实质 与 初 值 问题 相同 ， 只 是 积分 的 方向 要 反 一 下 ， 因 此 ， 这 两 
种 情况 都 属于 初 值 问题 。 所 谓 边 值 问 题 ， 是 在 多 个 自 变 量 的 点 上 已 知 因 变 量 和 
(或 者 ) 其 导数 的 值 。 如 果 在 自 变 量 初 始 值 处 设 定 某 些 因 变量 和 (RA) 其 导数 
的 值 ， 并 且 ， 在 自 变 量 终 止 值 处 设 定 其 他 一 些 因 变量 和 (或 者 ) 其 导数 的 值 ， 
那么 ， 就 称 为 两 点 边 值 问题 。 

下 面 的 7.4 节 将 推导 初 值 问题 的 求解 方法 。 本 书 不 介绍 边 值 问题 的 求解 方 
法 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Constantinides 和 Mostoufi (1999) 的 著作 ， 以 及 
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Kubícek 和 Hlavacek (1975) 等 人 的 著作 。 
7.3 标准 型 的 转化 


很 多 常 微 分 方程 求 积分 的 方法 都 要 求 提供 如 下 形式 的 ”个 一 阶 常 微分 方程 组 


成 的 联 立 方程 组 : 
dy, 
FELD y(to) = No 
t 
Oy (a "e ) (t ) — 
dt 2 ^Y »Yn Yao Y2,0 (7.9) 
dy, 
w^ Uomo) ya t9) = Yno 


这 被 称 为 方程 的 标准 型 。 如 果 在 某 个 共同 点 i 处 给 定 初始 条 件 ， 则 以 上 方程 组 
的 解 为 





y FG 
h- F,(t) (7.10) 
y, = F(t) 
利用 矩阵 符号 ， 可 以 将 该 方程 组 表示 为 
V fuy) (7.11) 
dt 
初始 条 件 矢量 表示 为 
y(to) = Yo (7.12) 
解 矢 量 表示 为 
y = F(t) (7.13) 
高 阶 微分 方程 或 者 含有 混合 阶 数 的 微分 方程 可 以 通过 一 系列 代 换 ， 转 化 为 标 
准 型 。 
(Wan, Bn 阶 微分 方程 为 
d'z dz dz d'z 
fF glz Z ©... 7.14 
di" c| di'd?' dt | 
将 以 下 转换 
z=y 
dz dy, 
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d'z dy, 
a ao 
dz dy, (7.15) 
d^ do 
d'z dy, 
d de 
RAA (7. 14)， 则 得 到 的 等 价 标 准 型 方程 组 为 如 下 nn 个 一 阶 方程 ; 
dy, 7 
dt =V 
dy, 
ue cd 


dt (7.16) 


Yn 
Uu GCy, YY2 73 7 >Yn st) 


dt 
如 果 微 分 方程 组 的 右边 都 不 是 自 变量 的 函数 ,那么 这 个 方程 组 可 以 写成 ; 
d 
P = f(y) (7.17) 
QO Cy) 是 ?的 线性 函数 ， 则 方程 可 以 写成 矩阵 形式 : 
y = Ay (7. 18) 


下 面 的 例 7.1 (a) 和 (b) 就 是 这 样 的 方程 。 本 书 7. 4 节 将 讨论 非 线性 方程 组 的 
求解 方法 ，7. 5 节 将 推导 线性 常 微分 方程 组 的 求解 方法 。 

下 面 举例 说 明 将 高 阶 线性 或 非 线性 微分 方程 转化 为 标准 型 的 方法 。 

例 7.1 将 常 微分 方程 转化 为 标准 型 

问题 陈述 : 

应 用 式 (7.15) 和 式 (7.16) 定义 的 转换 公式 将 以 下 常 微分 方程 转化 为 标 
准 型 ; 


dz - ; he 
(a) toga ga 8G ede-0 (是 线性 齐 次 方程 ) 
初始 条 件 为 
t = 0 时 ， 





dz 
de 











0 
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(b) We sdz dz gd 5267 (是 线性 非 齐 次 方程 
一 一 z-e £k 
di de dt? dt ^ 




















初始 条 件 为 
3 2 
1 =0 时 ,<| 22, 97 空 | = 1，zl = 0.5 
dt |, dt^ |g dt lo 
dz ,dz dz! 
> 一 一 —-[—) -2z =0 是 非 线 : fe 
(c) ati (Z) z (是 非 线性 齐 次 方程 ) 
边界 条 件 为 
dz dz 
t = 0 时 ,一 一 | = 2， = 3 
de? dt |, zlo 
解 : 
(a) 应 用 式 (7.15) 转换 公式 ， 得 到 以 下 4 个 方程 
dy 
uo y, (0) = 0.5 
t 
dy 
u^ »(0)21 
dy 
a y,(0) = 1.5 
dy, l 
doom + 6y, + 2y, - 5y, y,(0) = 2 


这 是 一 个 线性 常 微分 方程 组 ， 可 以 表示 为 式 (7.18) ARE SR, A Re A 
为 


0 1 0 0 
Ax 0 0 1 0 
0 00 1 
-3 6 2 -5 


线性 常 微分 方程 组 的 求解 方法 在 7. 5 节 讨 论 。 
(b) 此 方程 右边 有 e 项， 所 以 是 非 齐 次 方程 。 方 程 的 左边 与 方程 (a) 相同 ， 
因此 ， 就 用 方程 (a) 的 转换 式 。 要 替换 e 项， 还 需要 加 上 如 下 转换 式 : 
Ys = e” 
dys 4 
dr --e --ys 


将 这 些 转换 式 代 入 方程 (b) ， 就 得 到 以 下 5 个 线性 常 微分 方程 : 


第 7 章 动态 系统 : 常 微分 方程 189 





dy 
—-» y,(0) = 0.5 
dt 
dy 
本 = 和 y2(0) = 1 
dy 
ly y,(0) = 1.5 
dt 
dy, 
do m + 6y, *2y,-5y, + Ys y4(0) = 2 
dy. 
ua 775 ys(0) = 1 
该 方程 组 是 线性 的 ， 可 以 简化 为 式 (7.18) WERE, PRR A 为 
0 10 0 0 
0 01 0 0 
A=|0 00 1 0 
-3 62 -5 1 


0 00 0 -1 
(c) 该 方程 是 非 线性 的 ， 但 是 ， 可 以 用 如 下 相似 的 转换 式 : 


z-y 

dz dy 

di dt =» 

dz dy, 

aan 

d? de 

RATE (e), ， 得 到 

They, y, (0) = 3 
Diy y, (0) =2 
d 


Y3 
uo +93 -YY 为 (0) = 1 


显然 ， 这 是 一 个 非 线性 微分 方程 组 ， 不 能 表示 为 矩阵 形式 。 下 一 节 将 推导 非 线性 
微分 方程 的 求解 方法 。 
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7.4 非 线性 常 微 分 方程 组 


本 节 推 导 标 准 型 常 微分 方程 组 数值 解 的 求法 。 常 微分 方程 组 的 标准 型 为 


V fay) (7.11) 
di 

其 初始 条 件 矢 量 为 
y(t) = yo (7.12) 


为 了 能 够 作 图 说 明 求 解 方法 ， 我 们 先 把 y 看 作 单 变量 ， 而 不 是 矢量 变量 ， 也 就 是 
先 考虑 单个 微分 方程 。 由 单个 微分 方程 推导 出 来 的 求解 公式 可 以 推广 到 微分 方程 
组 的 求解 。7. 4. 3 节 会 证 明 这 一 点 。 
下 面 开 始 推导 求解 方法 。 首 先 ， 重 排 式 〈7. 11) ， 两 边 求 积 分 ， 积 分 区 则 为 
i tt, My, Sy yu: 
[dy = [r0 (7.19) 
可 以 求 得 左边 的 积分 为 
yia 7 yi = [fena (7.20) 
这 个 积分 的 一 种 求法 就 是 取 方 程 的 左边 ， 用 泰勒 级 数 求 其 近似 值 。 这 种 方法 直接 
采用 因 变 量 y 的 切线 斜率 ， 而 不 是 求 函数 (1,y) 下 面 的 面积 。 下 面 的 7.4.1 节 
和 7.4.2 节 就 讲述 这 种 求解 方法 。 
7.4.1 欧 拉 法 和 改进 欧 拉 法 
欧 拉 法 是 最 早 建立 的 常 微分 方程 求解 方法 之 一 ， 它 来 源 于 式 (6.27): 


dy; 

dx 
从 例 6. 3 的 推导 过 程 已 知 ， 该 式 来 自 于 y;,1 相 对 于 y; 的 泰勒 级 数 展开 式 。 重 排 这 
个 方程 ， 可 以 得 到 y 值 的 向 前 计算 公式 : 


dy, 2 
Viel Ty th + Oh) (7.21) 
t 


= On =y) + OCh) (6.27) 


这 就 是 微分 方程 求 积 的 显 式 欧 拉 公式 。“ 显 式 ” 的 意思 是 方程 中 只 含有 位 于 左边 
的 一 个 未 知 量 y,,, ， 其 值 可 以 用 方程 右边 的 已 知 值 求 得 。 用 和 MPC, y) 代替 
式 中 的 导数 ， 得 到 如 下 更 常用 的 显 式 欧 拉 公 导 

Yu = Ye + hf (ti,yi) + O(h’) (7. 22) 
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Wea, fu. y) 等 价 使 用 。 应 该 记 住 ， 这 两 项 之 所 以 相等 ， 是 因为 存在 
式 〈7.11) 这 个 微分 方程 。 

式 (7.22) 显 式 欧 拉 法 的 含义 是 : 下 一 个 y 值 可 以 由 前 一 个 值 向 y 的 切线 方向 
移动 一 个 步 长 hh 得到。 示意 图 7.4a 说 明了 这 一 点 。 这 种 欧 拉 公式 具有 二 阶 截 断 误差 
OCh) ， 很 不 准确 。 如 图 7. 4b Biz, MRA BERK, y 的 轨迹 很 快 就 会 偏离 其 真实 值 。 





























图 7.4 ， 显 式 欧 拉 积分 法 
a) Hb b) 多 步 
用 向 前 泰勒 级 数 和 向 后 泰勒 级 数 相 结合 的 方法 可 以 改善 欧 拉 法 的 准确 度 。 下 
面 就 从 式 (6. 14) 开始 ， 该 式 由 向 后 泰 勤 级 数 和 向 后 有 限 差 分 得 到 ( 见 例 6. 1) : 


P (0 (6.14) 
并 按照 此 公式 写 出 (i+1) 处 的 导数 : 
dyin 1 
uo Pus - 7) + O(h) (7. 23) 
EHER, KE yis HAS as Yi,1) 代替 导数 ， 得 到 
Vier = Yit Af (tir Vir) + OCR’) (7. 24) 


这 就 是 隐 式 欧 拉 公式 (也 就 是 向 后 网 拉 公式 ) ， 需 要 计算 函数 /在 未 知 数 y,,, E 
的 值 。 该 式 的 含义 是 : 从 i 位 置 向 前 移动 一 步 到 i+1 位 置 时 所 取 的 方向 必须 由 
i+1 处 的 计算 值 决定 。 

隐 式 方程 不 能 单独 求解 ， 必 须 组 成 代数 方程 组 才能 求解 。 如 果 方 程 组 是 线性 
的 ， 则 可 以 用 第 4 章 讲述 的 高 斯 消 元 法 求解 。 如 果 方 程 组 中 含有 非 线 性 方程 ， 问 
题 就 难得 多 ， 必 须 用 第 5 章 讲述 的 非 线 性 代数 方程 组 的 牛顿 法 求解 。 

对 于 隐 式 欧 拉 公 式 ， 可 以 先 用 显 式 欧 拉 法 预测 一 个 y;,; 的 值 ， 以 此 简化 问题 
的 求解 : 

(Fist) mm = Yi + hf (ti,yi) + O(h*) (7.25) 

然后 再 把 这 个 预测 值 代 入 式 (7.24) 隐 式 欧 拉 公式 ， 得 到 一 个 校正 值 : 
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(Vist) 校正 = y; + hf | tis (Vist) 预测 ] + OCh?) (7.26) 
这 两 步 的 结合 称 为 欧 拉 预测 -校正 ， 也 就 是 改进 的 欧 拉 法 。 式 (7.26) 的 校正 可 
以 反复 使 用 ， 直 到 校正 值 收敛 为 止 ， 也 就 是 两 个 连续 的 校正 值 之 差 小 于 设 定 的 收 
敛 指标 。 但 是 ， 第 二 次 以 后 的 校正 对 于 准确 度 的 提高 不 再 会 有 很 大 的 作用 。 
显 式 欧 拉 法 和 隐 式 欧 拉 法 的 误差 都 是 (V) 阶 。 不 过 ， 结 合 预测 -校正 法 之 
后 ， 准 确 度 提 高 ， 误 差 变 为 (W) 阶 。 证 明 如 下 : 将 yo =y + Ay, W Yi = 
y,+ Vyi,1 两 式 相 加 ， 并 重 排 ,得 到 


Yin 7 Yi * js + Vy) (7.27) 
利用 泰勒 级 数 展开 ， 得 到 
h 3 
Yin 7 Yi t 5 M Uu) tf yu] + OCR) (7.28) 


由 于 (V) 项 的 符号 正好 相反 ， 因 此 被 抵消 ， 从 而 提高 了 公式 的 准确 度 。 
将 式 (7. 28) 改写 为 
‘kh h 3 
Yin 7 Yi tf ex) tf Xia) + O(h’) (7. 29) 
可 见 这 种 方法 是 采用 了 步 长 h A aE y 函数 斜率 的 平均 值 〈 即 两 个 斜率 的 权 
重 相等 ， 均 为 1/2 ) 。 这 个 公式 也 称 为 克拉 克 - 尼 科 尔 森 ( Crank-Nieolson) 法 。 
式 (7.29) 可 以 写成 如 下 更 一 般 的 形式 : 


Var = Oy; tuk, + wk, (7.30) 

其 中 
k, = hf (ti,y;) (7.31) 
ky = hf(t; + cjh,y, + ak) (7. 32) 


如 何 选取 权重 因子 w, 和 wz 以 及 计算 斜率 的 位 置 i 和 (i+1)， 取 决 于 积分 公式 
所 要 求 的 准确 度 ， 也 就 是 ， 由 无 限 级 数 展开 中 保留 的 项 数 决定 。 

这 就 是 接 下 来 要 讨论 的 一 系列 常 微 分 方程 积分 公式 的 基础 ， 这 些 积分 公式 具 
有 不 同 的 准确 度 。 


7.4.2 ” 龙 格 - 库 塔 法 


最 常用 的 常 微分 方程 求 积 方法 有 一 个 系列 ， 它 们 是 二 阶 、 三 阶 、 四 阶 和 五 阶 

龙 格 - 库 塔 法 ， 加 上 其 他 几 个 由 龙 格 - 库 塔 法 演变 而 来 的 方法 。 这 些 方 法 都 基于 上 

一 节 (7.4.14) 末尾 提 到 的 加 权 斜 率 公式 。 求 解 (7.11) 微分 方程 的 向 前 积 
分 公式 的 一 般 形 式 为 

View EY; twk, + wrk, + wes to + wk, (7. 33) 


jUÉ— MAAK, HP, AARRE ki 的 计算 如 下 : 
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k, = hf (t;,y,) 
kı = hf(t; + c,h,y, + anki) 


ks = hf (x, + c4h,y; + azk, + ayk) (7. 34) 


kn = hf (x; + ch y; + a, Kk, + Gk, 十 十 an sa Eni) 


这 组 公式 可 以 简写 为 


Yi =V + X wk, (7.35) 
j=l 
t-l 
k; = hf ( x, * chy; + >, aki) (7. 36) 
=i 


HH, 620, a,=0. y 的 无 限 展开 级 数 中 保留 了 mm +1 项 ，m 的 值 就 决定 了 
算法 的 复杂 度 和 准确 度 。 

本 书 不 介绍 龙 格 - 库 塔 法 的 推导 过 程 ， 有 兴趣 的 读者 可 以 参阅 Constantinides 
各 Mostoufi (1999) 的 著作 ， 该 书 详细 推导 了 二 阶 龙 格 - 库 塔 法 。 

表 7.1 列 出 了 几 个 龙 格 - 库 塔 公式 。 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 可 能 是 用 得 最 多 的 常 微 
分 方程 数值 求 积 方 法 ， 其 误差 为 0 ( 广 ) 。 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 比 显 式 方法 的 稳定 区 
域 要 宽 ，Hairer 等 人 对 这 个 问题 作 了 详细 的 论述 (Hairer 等 ，1980，Hairer 和 
Wanner, 1991a, 1991b) 。 具 有 步 长 控制 的 五 阶 隐 式 龙 格 - 库 塔 法 ， 比 如 Radau5 算 
法 ， 可 用 于 刚性 微分 方程 组 的 求解 。 本 书 不 深入 讨论 这 些 问题 ， 有 兴趣 的 读者 可 
以 参阅 上 述 参考 文献 。 

R71 龙 格 - 库 塔 积分 公式 小 结 

SERED OME RIE ER RARE) 


1 
Yin 7 Yi + 本 (有 thy) + O(h’) 





ky = hf Ct yi) (7. 37) 
hy = Mt + hay, + ky) 
三 阶 龙 格 - 库 塔 法 
Vier = Yi +h +4k, vk) + OCK*) 
ky = hf (tisy) 
k (7. 38) 
b= (s + 一 一 +2) 
2 


ky = hf(t; & h,y; + 2ky - ky) 
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( 续 ) 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 
Yi = Yi es *2k, 2k, + kha) + OCA) 
ky = hf (tiy) 
ky = hf( + 5 ) 7.39 
2t Mem tu (7.39) 


ky = Ar h hs 
= hfl + —.y;t— 
35 ACE; 7 2? 


ka= Aft; t+ huy, + ky) 


7.4.8 ”微分 方程 组 
在 7.4 节 的 开头 曾经 提 到 过 单个 微分 方程 的 求解 方法 可 以 推广 用 于 微分 方程 
组 的 求解 。 为 了 说 明 这 一 点 ,假设 有 如 下 规范 型 的 n 个 联 立 常 微分 方程 : 





dy, 
wu TAE Ta) 
dy, 
v = t, , Vn 
di ACY Ya In) (7.40) 
dy, 
d za) 
t 


比如 采用 四 阶 龙 格 - 库 塔 公式 求 该 方程 组 的 解 ， 则 有 








1 
Ving = vit g + 2k, 2k, + ky) + OCh’) j=l,2,--,n 
ky = hf (ti Va ya Ya) J =1,2,.,n 
74 h ky, ky kin > 
Ky = wi + 2 Ya 十 2 Yo 十 2 Ut Nin x) i= 1,2,7,n (7. 41) 
h ky ky ky, 、 
ky = DD + 2 »Yü + 2 »Ya2 + 2 2775Yin x) J = 1,2,++,n 
ky = hfi(t + haya + kasya + kas Vin + Es) j-71,2,'n 


RU FRR AE VEN LSM MAE. TE MATLAB 中 , k HIEM y, 的 值 可 以 用 
矢量 表示 ， 于 是 ， 式 (7.41) 就 很 容易 用 矩阵 形式 求解 。 
7.4.4 ”求解 非 线性 微分 方程 组 的 MATLAB 函数 


MATLAB 有 几 个 函数 可 用 于 求解 式 (7. 11) 形式 的 常 微分 方程 组 ， 表 7.2 列 出 了 
这 些 解法 器 以 及 它们 所 采用 的 求解 方法 。 下 面 这 些 语句 都 可 以 用 于 调用 常 微分 方程 
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(ODE) 解法 器 : 


LT,Y] =solver (ename _ func, tspan, y0) 
[T,Y]-2solver(8name _ func, tspan, y0, options) 


[T,Y] =solver (@name _ func, tspan, y0, options, pl, p2,...) 


Hp, “solver” 就 是 ode23 , ode45 , odell3, odel5s, ode23s, ode23t 和 ode23tb 
这 些 解法 器 之 一 。 解 法 器 的 输入 参数 有 : 

name func; 是 包含 微分 方程 组 等 式 右边 部 分 的 m 文件 的 文件 名 ， 该 m 文件 是 
个 函数 ， 调 用 name — func(t,y) 函数 返回 一 个 列 矢量 ， 它 对 应 于 微分 方程 的 /ty )。 

tspan: 这 是 一 个 矢量 ， EXTR nU tf]。 若 要 计算 单调 递增 或 单调 递 
减 的 一 组 特定 点 上 的 值 ， 用 tspan = [10, c. E] 表示 ; 若 要 计算 等 距 分 布点 上 
的 值 , 用 tspan = [t0:delt:tf] 表示 ， x^ del 是 用 户 设 定 的 邻近 两 点 之 间 的 距离 

yo: 是 包含 微分 方程 初始 条 件 的 一 个 矢量 。 

options; 这 是 用 odeset 函数 建立 的 积分 参数 。 在 MATLAB 指令 窗 中 键入 help 
odeset 指令 可 以 查看 有 关 该 消 数 的 详细 说 明 。 

pl, p2, … : 这 是 解法 器 传递 给 name _ func 函数 和 “options” 中 设 定 的 其 
他 函数 的 参数 。 

[T, Y]: 解法 器 返回 的 自 变量 和 因 变 量 的 值 分 别 存 放 在 矢量 T 和 了 中 。 如 
果 用 户 没 有 用 上 述 方法 设 定 tspan， 积 分 解法 器 就 会 自动 控制 步 长 ， 使 得 自 变 量 
矢量 不 是 等 距 分 布 的 。 

表 7.2 MATLAB 的 常 微分 方程 (ODE) 解法 器 








解法 器 求解 方法 
ode23 低 阶 龙 格 - 库 塔 法 〈 二 阶 、 三 阶段 ) 
ode45 高 阶 龙 格 - 库 塔 法 〈 四 阶 、 五 阶段 ) 


odel13 阶 数 可 变 (1 ~13 阶 ) 的 亚当 斯 - 巴 什 福 思 - 莫 尔 顿 法 
odel 5s 隐 式 、 多 步 、 阶 数 可 变 (1 ~5 阶 ) ， 适 用 于 刚性 微分 方程 组 


ode23s 二 阶 改进 Rosenbrock 方法 ， 和 运用 于 刚性 微分 方程 组 
ode23t 梯形 公式 的 一 种 “自由 ”插值 实现 ,适用 于 求解 中 度 刚性 微分 方程 组 
ode23tb 一 种 隐 式 龙 格 - 库 塔 公 式 的 实现 ， 具 有 两 个 阶段 。 第 一 阶段 是 梯形 公式 ， 第 二 阶段 是 二 阶 





向 后 微分 公式 ， 适 用 于 刚性 微分 方程 组 
例如 : 


[T,Y] =ode45 (@testl _ func,[0:10],[1,0],[1,0.1,0.02,0.1) 
function dydt =testl  func(t,y,pl,p2,p3) 
dydt =[pl * y(1) -p2 * y 2) ^2;p3 * exp (y (1) ) J 
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该 MATLAB 函数 test] _ func 用 一 个 列 矢量 dydt 返回 导数 的 值 。 即 使 自 变 量 上 没 
有 显 式 出 现在 导数 的 定义 中 ， 函 数 的 第 一 个 输入 参数 也 必须 是 1。 函数 的 第 二 个 
输入 参数 是 因 变 量 矢量 Y。 附 加 参数 pl 、p2 和 p3 是 ode45 调用 中 的 最 后 3 个 值 ， 
即 0.1、0.02 和 0.1， 被 传递 给 test _ func 函数 。 

函数 调用 的 男 一 种 方法 是 : 


[T,Y] =ode45 ('test2_ func',[0:10],[1,0],[],0.1,0.02,0.1) 
function dydt =test2 _ func(t,y,flag,pl,p2,p3) 
dydt -[pl*y(1) -p2*y(2)^2;p3 * exp (y(1)) J; 


注意 ， 此 处 test2 _ func 函数 的 第 3 个 输入 参数 flag 是 空 变 量 ， 从 第 4 个 参数 开始 
才 是 附加 参数 。 

例 7.2 酶 促 反应 的 求解 
问题 陈述 

假设 有 一 种 酶 E， 通 过 与 底 物 S 形成 中 间 产 物 ES 来 催化 底 物 转化 成 产物 P， 
其 反应 式 为 


ky ky 
S+E=—ES——>P+E 
-1 


应 用 物质 作用 定律 可 以 建立 描述 该 酶 促 反 应 动力 学 过 程 的 微分 方程 组 。 请 利用 以 下 初 

始 条 件 和 速率 常数 ， 求 解 微分 方程 组 ， 并 作出 模型 中 各 个 变量 随时 间 变 化 的 曲线 。 
初始 条 件 : [S], = 1.0uM [E], = 0. 1. M LES], =0 [P], = 0 

HH: ky =0.1(pM)7's” k, =0.1s" k, = 0.38"! 

同时 确定 反应 达到 99. 996 底 物 转化 率 所 需要 的 时 间 (精确 到 s) 。 

解 : 

根据 物质 作用 定律 ， 稀 释 气 体 或 溶液 中 ， 两 个 反应 物 分 子 的 碰撞 速率 与 两 个 

反应 物 浓度 的 乘积 成 正比 。 因 此 ， 可 以 建立 如 下 模型 方程 ; 








we. --A[S][E] +k [ES] [S], = 1.0 
MEI. LIS]DE] +k [ES] e IBS] [E] = 0.1 
E = k [S][E] - k [ES] 一 k,[ ES] [ES], -0 
d[P] _ ] 
"qe 7 PLES] [P], - 0 


用 下 列 程序 example7 _ 2. m 和 函数 enzyme _ kinetics _ equations. m 求 方程 组 在 0 ~ 
1000s 时 间 范 围 内 的 积分 。 
MATLAB 程序 为 
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$ example7 2.m- Integration of simple enzyme kinetics model 
$ using MATLAB function ode45.m to integrate the differential 


$ equations that are contained in the file: 


oo 


enzyme kinetics _ equations. m 


cle; clear all; 

% Set the initial conditions, constants, & time span 
yzero-[1, 0.1, 0, 0]; 

kl =0.1; k 120.1; k2 =0.3; 

tspan =[0 1000]; 


oo 





Integrate the equations 
[t,y] =ode45 (@enzyme kinetics _ equations, tspan, yzero, [], kl, 
k_1,k2); 
n= length (t); 
$ Print out the results 
n = length (y); 
for i=1:n 
if y(i,1) <=0.001 * yzero (1) 
fprintf('Reaction is 99.9 percent complete at time =% 4.0f sec- 
onds',t(i)); 
break 
end 
end 
% Plot concentration profiles 
clf; figure(1); plot(t,y(:,1),'-',t,y(:,4),'--') 
title ('Concentration Profiles of Substrate and Product', 'FontSize 
',12) 
xlabel ('Time, s','FontSize',12); 
ylabel ('Concentration, \muM', 'FontSize',12); 
legend('S','P'); 
figure (2); plot(t,y(:,2),'- ', t, y (0,3), ! -. ") 
title ('Concentration Profiles of Enzyme and Complex', 'FontSize',12) 
xlabel ('Time, s','FontSize',12); 
ylabel ('Concentration, \muM', 'FontSize',12); 
legend ('E', 'ES') 
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包含 微分 方程 组 的 函数 为 


function dy -enzyme kinetics equations (t,y,kl,k_1,k2) 
$ enzyme kinetics _ equations. m 

$ Contains the equations for example7 2 
$ Variables 

S=y(1); E-y(2); ES-y (3); 

$ Equations 

dy=[-kl*S*E+k_1#*ES 

-kl*S*E-k 1*ES-k2-*ES 
kl*S*E-k_1*ES 一 K2 * ES 

k2 * ES]; 


求解 结果 : 

如 图 7. 5a 和 图 7. 5b 的 曲线 所 示 ， 复 合 物 [ES] 在 反应 的 初始 几 秒 钟 时 间 内 迅 
速生 成 ， 底 物 S 逐渐 转化 为 产物 P。 程 序 运行 的 如 下 输出 结果 显示 在 960s 时 99. 9% 
的 底 物 已 转化 成 为 产物 ， 此 时 ， 酶 的 复合 物 没 有 了 ， 酶 还 原 为 原来 的 游离 状态 。 


Reaction is 99.9 percent complete at time =960 seconds 


Concentration Profiles of Substrate and Product 
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图 7.5a 底 物 和 产物 的 浓度 曲线 
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Concentration Profiles of Enzyme and Complex 








Concentration, yM 











0 200 400 600 800 1000 
图 7.5b 酶 及 其 复合 物 的 浓度 曲线 
7.5 线性 常 微 分 方程 组 


很 多 生物 医学 系统 的 数学 模型 是 常 系数 线性 常 微分 方程 组 ， 可 以 简写 为 如 下 
形式 : 
y! = Ay (7.18) 
给 定 的 初始 条 件 为 
y(0) = yo (7.42) 


7.5.1 应 用 特征 值 和 特征 矢量 的 求解 方法 


常 系数 线性 常 微分 方程 组 具有 特定 形式 的 解 ， 可 以 由 矩阵 4 的 特征 值 和 特 
征 矢量 求 得 。 为 了 推导 这 个 解 ， 我 们 先 考虑 如 下 单个 线性 微分 方程 : 


Yo 
am (7.43) 
其 初始 条 件 为 

y(0) = yo (7.44) 


A (7.43) 其 实 是 式 (7.18) 矩阵 方程 的 标量 形式 。 通 过 分 离 变量 并 将 方程 两 
边 求 积 分 ， 可 以 求 得 该 标量 方程 的 解 : 
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y d i 
| 22 5 [ adt 
yo Y 
nla (7.45) 
Yo 
¥ =e" Yo 
lS, ERED EB A 
y = e"y, (7. 46) 
式 中 oy,» 因 变量 矢量 和 初始 条 件 矢量 ，; 
e“ 一 一 矩阵 指数 函数 ， 可 用 下 式 求 值 : 
2,2 33 44 
“are Are ot ,24 ,24 + (7. 47) 
2! 3! 4! 
Tex (7.46) 求 导 ， 可 以 证 明 它 就 是 式 (7.18) 方程 组 的 解 : 
dy _ d Al 
dr mi )Jo 
d Ar AU Au 
- (i + At + T + 31 + 4! n 
, AY AP 
s(a sAr rt 31 pr (7.48) 
= A(T + At At Ae =) 
21 t 31 + Jo 
- A(e^)y, 
ES Ay 


因为 需要 计算 指数 e” 项 的 无 穷 级 数 ， 所 以 ， 通 过 计算 式 (7.47) 求解 线性 常 微 
分 方程 组 是 很 困难 的 。 但 是 ， 进 一 步 应 用 代数 运算 ， 可 以 用 矩阵 A 的 特征 值 和 
特征 矢量 表示 这 个 解 。 由 附录 C 可 知 , 并 阶 非 奇异 矩阵 4 有 个 特征 矢量 和 个 
非 0 特征 值 ， 定 义 为 


Ax, = A,X, 
Ax, = dow, (7.49) 
Ax, = À,X, 
所 有 这 些 特征 矢量 和 特征 值 可 以 用 如 下 简化 形式 表示 : 
AX = XA (7. 50) 


其 中 ,和气 阵 下 的 列 是 各 个 特征 矢量 : 
X = [ze (7.51) 
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矩阵 A 是 一 个 对 角 和 矩阵 ， 其 对 角 线 上 的 值 就 是 矩阵 4 的 特征 值 : 


A 0 0 = 0 
0 A. 0 ... 0 

A=|0 0 a, - 0 (7.52) 
0 0 0 - A, 


经 过 一 系列 抢 阵 运算 ， 可 以 把 式 (7.47) 和 式 (7.50) 结合 起 来 ， 将 矩阵 指数 
表示 为 
e = Xe" X” (7.53) 
有 关 这 个 方程 的 完整 推导 过 程 请 参阅 Constantinides 和 Mostoufi 的 著作 (1999) 。 
结合 式 (7.46) MA (7.53), ， 就 可 以 用 特征 值 和 特征 矢量 表示 线性 微分 方 
程 组 的 解 ， 为 
y = [Xe"X" ly, (7.54) 
HE nxn tee A 存在 n 个 线性 独立 的 特征 矢量 ,就 可 以 用 这 种 方法 求解 。 这 个 
条 件 等 价 于 和 矩阵 闻 必 须 是 非 奇 异 的 ， 其 逆 矩 阵 存 在 。 可 以 利用 附录 C 中 建立 的 
方法 或 者 直接 用 下 面 介绍 的 MATLAB A Bee, AERE A 的 特征 值 和 特征 矢 
量 。 


7.5.2 ”求解 线性 微分 方程 组 的 MATLAB 函数 


MATLAB 有 如 下 用 于 计算 和 矩阵 指数 以 及 特征 值 和 特征 矢量 的 郴 数 : 

expml (A): 用 Pade 通 近 算法 (Burden 等 人 ，1981) 求 4 的 矩阵 指数 。 

expm2 (A); 用 泰勒 级 数 求 4 的 矩阵 指数 。 实 际 使 用 时 ， 这 个 方法 通常 较 
慢 ， 也 不 准确 。 

expm3 (A): 通过 特征 值 和 特征 矢量 求 4 的 矩阵 指数 。 这 种 方法 的 准确 度 
由 特征 矢量 矩阵 的 情况 决定 。 

eig (A): RERE A 的 特征 值 。 

(X, LAMBDA] =eig (A): 生成 形 如 式 (7.52) 的 特征 值 的 LAMBDA 对 
AERE, FHERR (7.51) 的 特征 矢量 矩阵 X, MWER (7.50) 方程 ， 
也 就 是 4 于 =X.， LAMBDA, 

利用 这 些 MATLAB 函数 可 以 求解 式 (7. 54) 的 方程 组 ， 程 序 如 下 : 


syms t 
A-[enter the elements of matrix A] 





yO =[enter the elements of vector y0] 
[ X, LAMBDA] - eig (A) 
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y =X * expm (LAMBDA * t) * X* -1 * y0 


下 面 的 例 7. 3 进一步 说 明了 这 些 MATLAB 函数 的 用 法 。 

例 7.3 药物 吸收 动力 学 
问题 陈述 : 

体内 药物 吸收 的 机 制 可 以 用 模型 来 仿真 ， 如 图 7. 6 所 示 为 最 简单 的 一 种 模 
型 ， 由 3 个 过 程 组 成 。 





药物 吸收 部 位 ko = 吸收 率 系数 


4= 药 物 








ky = 排涝 率 系数 





体液 
了 = 体内 药 量 











排泄 过 量 
有 = 排泄 和 代谢 的 药 量 





图 7.6 药物 吸收 和 排泄 的 机 制 
假设 所 有 体液 作为 一 个 单位 看 待 。 下 面 分 别 建立 描述 这 3 个 过 程 的 非 稳 态 物 
质 平衡 的 线性 常 微分 方程 。 其 中 ， 描 述 吸 收 部 位 药物 变化 率 的 方程 为 
d4 


apt he AO) = Ao (7.55) 

描述 体内 药物 变化 率 的 方程 为 
T -RA-RB,  B(0)-0 (7. 56) 

描述 药物 排泄 变化 率 的 方程 为 
dE LB,  E(0)-0 (7.57) 

dt 


这 3 个 方程 组 成 了 一 阶 线性 常 微分 方程 组 ， 其 解 4 (1)、8 C) MLE (t) 分 别 
对 应 于 给 药 深度、 体内 药物 浓度 以 及 药物 排泄 浓度。 如 果 已 知 ko =0. 01min, 
k, 20. 035min ”。 请 分 别 用 解析 法 和 数值 法 求解 该 方程 组 ， 同 时 计算 体内 药物 浓 
度 达 到 最 大 值 时 的 时 间 tw ， 以 及 体内 药物 达到 的 最 大 浓度 Ba = B (nu), FF 
作出 这 3 个 药物 浓度 随时 间 变 化 的 曲线 。 
解 : 

(a) 微分 方程 组 的 解析 解 可 以 用 如 下 MATLAB 符号 数学 工具 箱 的 指令 
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dsolve 来 求 取 ， 即 


>> [A,B,E] =dsolve('DA= - kÜ* A', 'DB=k0 *A-k1*B','DE=kl* 
B','A(0) =AQ', 'B(O) 20','E(0) 20"); 

>> A = simplify (A) 

A= 

AO * exp ( -K0 * t) 





>> B = simplify (B) 

B= 

k0 * AO * (-exp(-kl*t) +exp(-kK0*t))/{-kK0 +kl) 

>> E = simplify (E) 

E= 

-A0 * (exp(~ k0 *t)*kl - ki - kO-exp(- kl * t) *kO0)/(-k0+k1) 


由 这 些 输 出 结果 可 知 4、B 和 的 解析 解 为 





A(t) = Age 
B(t) = 0 0 ( —kot e ^") 
kı ~ ko 
E(1) = - Ag (ke ™" 一 ke") + Ag(E, - ky) 
g (ki - ko) 
由 质量 守恒 定律 可 知 ， 


A(t) + B(t) + E(t) =A, +B, + FE, 
用 以 下 MATLAB 指令 很 容易 验证 这 个 等 式 : (注意 ， 本 题 中 Bu ME, 都 等 于 0) 


>> simplify(A+B+E) 
ans = 
AO 


x BG) ASH, JOA HUA 0, LA ko =0. 01min H k, 20. 035min ^, FLL 
解 得 1, 的 值 为 


>> dB = diff (B) 

dB = 

kO AO * (Kl * exp(-kil* t) -kO* exp( - KO** t))/(— XO t k1) 
>> tmax solve (dB,'t') 


tmax — 
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log (k1/k0)/(-k0O+k1) 
>> k0 =0. 01;k1 =0. 035; 
>> eval (tmax) 
ans = 

50.1105 


此 结果 说 明 大 约 在 用 药 之 后 50min 时 体内 药物 浓度 达到 最 大 值 。 
(b》 下 面 分 别 用 式 (7. 54) 的 特征 值 -特征 矢量 算法 以 及 式 (7.46) 的 矩阵 指数 
算法 求 本 题 的 数值 解 。 如 下 为 MATLAB 脚本 ， 程 序 名 是 example7 _3b. m, 


% example7 _3b.m-Solution of the drug absorption problem, 
% both symbolically and numerically, using the eigenvalue - 


% eigenvector method and the matrix exponential method. 


cle; clear all; 
syms ct 

% Constants 

k0 =0. 01; ki =0. 035; 

disp ("Initial concentrations:') 

c0 =[1; 0; 0] 

disp(' '); disp('Matrix of coefficients:') 
K=[ -k0 0 0; k0 -k1 0; 0 k10] 


% Eigenvalue-eigenvector method 
[ X, lambda] =eig (K); 


disp (' '), disp('Eigenvectors (each column of matrix X):'), X 

disp (' ') 

disp ('Eigenvalues (on the diagonal of matrix lambda) :'), lambda 
disp (' '), disp('Inverse of X:'), X^-1 

disp (' '); disp('Concentrations using eigenvalue-eigenvector meth- 


od:') 
c=X* expm (lambda * t) * K* -1 *cO 


$ Evaluate concentration profiles 
t =[0:100]; c=evali(c); 
$ Find the maximum concentration and time of drug in the body 
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[ Cmax, tm] =max(c(2,:)); 

fprintf ('\nMaximum concentration in the body = 6.4f at tmax =% 
4.2f min. \n',Cmax, tm-1) 

$ Plot the results 

clf; figure (1); h=plot(t,c(1,:), t,c(2,:), ':',t,c(3,:),'- -"); 


title ('Eigenvalue-Eigenvector Solution') 








ylabel('Concentration'); xlabel('Time, min'); legend('C, A','C B 
"tC C!) 


$ Matrix exponential method 

disp(' '); disp('Concentrations using matrix exponential method: ') 
syms t 

C —expm(K* t) * cO 

t-[0:100]; c=evali(c); 


$ Plot the results 

figure (2); h=plot(t,c(1,:), t, c(2,:), ':',t,c(3, :),' - - ); 
title('Matrix Exponential Solution') 

xlabel('Time, min'); ylabel('Concentration'); legend('C A','C B 
'"'C C!) 


输出 结果 ( 见 图 7.7): 


Initial concentrations: 
c0 = 
1 


Matrix of coefficients: 
K= 
-0.0100 0 
0.0100 -0.0350 
0 0.0350 0 
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Eigenvectors (each column of matrix X): 


0 0 0.5661 
0 0.7071 0.2265 
1.0000 -0.7071 -0.7926 


Eigenvalues (on the diagonal of matrix lambda): 


lambda = 
0 0 
0 -0.0350 0 
0 0 -0.0100 
Inverse of X: 
ans = 
1.0000 1.0000 1.0000 
-0.5657 1.4142 0 
1.7664 0 0 


Concentrations using eigenvalue - eigenvector method: 
c= p 
exp ( -1/100 * t) 
-2/5*exp(-7/200* t) +2/5 * exp(-1/100 * t) 
142/5*exp(-7/200*t) -7/5 * exp (-1/100 * t) 
Maximum concentration in the body =0.1731 at tmax =50.00 min. 


concentrations using matrix exponential method: 


C= 
exp ( -1/100 * t) 
-2/5 * exp( -7/200 * t) +2/5 * exp(-1/100 * t) 
1 +2/5 * exp( -7/200 *t) -7/5*exp( - 1/100 * t) 
结果 讨论 : 


不 出 所 料 ， 这 两 种 方法 的 结果 相同 ， 并 且 都 与 解析 法 的 结果 一 致 。i,, 和 
B,, 的 值 分 别 为 50min 和 0. 1731, 
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Matrix Exponential Solution 








Concentration 
Concentration 














Time,min 


a) 





图 7.7 数值 求解 的 输出 结果 
a) 特征 值 -特征 矢量 求解 法 b) 矩阵 指数 求解 法 


7.6 稳 态 解 及 其 稳定 性 分 析 


在 求解 微分 方程 组 的 数值 解 之 前 ， 我 们 先 来 考察 方程 组 的 稳 态 解 。 当 变量 随 
时 间 的 变化 率 为 0 时 ， 即 系统 进入 了 稳 态 。 因 此 ， 将 变量 的 时 间 导 数 设 为 0， 求 
解 所 得 到 的 代数 方程 组 ， 就 可 以 得 到 微分 方程 组 的 稳 态 解 。 微 分 方程 组 很 可 能 有 
多 个 稳 态 解 ， 其 中 包括 所 有 变量 都 等 于 0 的 平凡 解 。 下 面 我 们 通过 分 析 由 两 个 非 
线性 常 微分 方程 组 成 的 方程 组 来 说 明 这 些 概 念 。 方 程 如 下 : 


dN, 
"dt =f, CUN, INS) 
(7. 58) 


dN, 
=f,(N, ,N,) 
dt 


稳 态 时 ， 导 数 均 为 0， 因 此 : 
ANY Nz ) = 0, RON NT) =0 (7. 59) 
RE N* ，N; 一 一 因 变量 的 稳 态 值 。 
再 定义 两 个 稳 态 值 的 小 偏差 ( 即 扰动 ) M 和 WN,， 使 得 
N = Ni +N, N, =N? +N, (7. 60) 
将 式 (7.60) RAR (7.58) ， 可 得 
d(N, - Nj) 


di -fUN + N,N; + Ny) 
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dCN + N,) MEN 
—d = AN +N N} € IN.) (7.61) 
将 方程 左边 分 解 成 相应 的 两 个 导数 ， 右 边 进行 泰勒 级 数 展 开 ， 则 
aN? dN o. af, Of To ween 
dt + dt =f, (N, NI ) (s 1 A% N, + 高 阶 项 
: (7.62) 
dN. dN, 








+ = fCNr ND + (22) N, + (2) N, + 高 阶 项 
dt dt aN, aN, 


应 用 稳 态 条 件 〈 即 稳 态 时 ， 时 间 导 数 和 六、 请 两 个 函数 均 为 0) ， 并 且 假 设 稳 态 
值 的 扰动 很 小 ,因此 可 以 忽略 包含 M, NS, NI, Ns 等 的 高 阶 项 。 于 是 ， 就 可 以 
将 描述 稳 态 值 周围 小 扰动 的 方程 组 线性 化 ， 即 式 〈7. 62) 简化 为 

dN, VN af V^ 
UN PS 


dt ƏN, ƏN, 
dN, dh\ - /fy i 
— = |) N —t. 5 
dt PE MES ' 

偏 导 数 和 矩阵 就 是 在 稳 态 值 邻近 点 计算 的 原始 微分 方程 组 的 雅 可 比 和 矩阵 : 

GU UR) 

aN aN, 

pw (7.64) 


FEES 


显然 ， 式 0.63) 是 一 个 线性 常 微分 方程 组 ， 可 以 写成 如 下 形式 : 
N 2J'N (7.65) 
1E 7.5 节 已 经 证 明 ， 式 (7.18). 的 线性 常 微分 方程 组 可 以 用 矩阵 4 的 特征 值 求 
解 。 同 理 ， 式 (7.65) 的 解 取决 于 雅 可 比 矩 阵 广 的 特征 值 。 特 征 值 可 以 是 正 实 
数 、 负 实数 ， 也 可 以 是 带 正 实 部 或 负 实 部 的 复数 。 
寺 征 值 的 一 般 形式 为 
A, =a, + 5,1 k - 01,2,-,n (7. 66) 





rd 


(7.63) 


之 

















式 中 a, 实 部 ; 
9 系数 ，i=v -1。 

记 住 ， 复 数 特 征 值 总 是 以 共 斩 复 数 对 的 形式 出 现 。 表 7. 3 归纳 了 所 有 可 能 的 
特征 值 情况 以 及 它们 的 稳定 性 分 析 ， 图 7.8 则 显示 了 对 应 于 各 种 情况 的 时 间 曲 线 
以 及 N 对 于 AN, 的 相 图 。 负 数 特征 值 产 生 稳定 解 〈 第 1、2 种 情况 ) ， 而 正 数 特 
征 值 引起 不 稳定 (第 3、4 种 情况 ); 复数 特征 值 则 产生 解 的 振 游 (582. 4, 6 
种 情况 )。 如 果 正 实数 特征 值 和 负 实 数 特征 值 都 有 ， 则 解 是 亚 稳 定 鞍点 (第 5 种 
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情况 )。 最 后 ， 如 果 特 征 值 为 实 部 为 0 的 复数 ， 则 解 为 中 性 稳定 振荡 (第 6 种 情 
D) 。 
同样 ， 可 以 分 析 含 有 n(n >2) 个 独立 变量 的 方程 组 的 稳定 性 。 这 时 ， 雅 可 
比 矩 阵 的 大 小 为 nxn， 可 以 建立 两 两 成 对 变量 的 相 图 。 如 果 有 必要 ， 也 可 以 建 
立 三 维 相 图 。 
表 7.3 基于 雅 可 比 和 矩阵 特征 值 的 稳定 性 分 析 

















TE FE a, b, 稳定 性 分 析 
1 部 是 负数 0 稳定 ， 无 振荡 
2 都 是 负数 非 0 稳定 ， 振 荡 
3 都 是 正 数 0 不 稳定 ， 无 振荡 
4 都 是 正 数 非 0 不 稳定 ， 振 荡 
5 正 数 和 负数 0 Whee. FRI 
6 0 4E 0 PYRE. ed 

时间 曲线 相 图 

. «M 
x "| — me 

Na N 

时 间 Ny 


情况 1 一 稳定 节点 : 无 振荡 
FER: 负 实 部 ， 虚 部 为 0: 





Esp Tín jtf £X 相 图 
Ny 
Ni 
Ny 
时 间 Ny 


情况 2 一 稳定 焦点 : 稳定 阻尼 振荡 
FWE: 负 实 部 ， 虚 部 不 为 0。 


图 7.8 稳定 性 分 析 的 时 间 曲 线 和 相 图 
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时 间 曲 线 相 图 





时 间 Na 
情况 3 一 不 稳定 节点 : 无 振 沪 
特征 值 : 正 实 部 ， M 











时 间 曲 线 
Ni 
Nz 
时 间 
情况 4 一 不 稳定 焦点 : 不 稳定 振荡 
特征 值 : EXW, BAP AO, 
时 间 曲 线 TRES 
NA 
N, N, y) A 
& 
时 间 Na 
情况 5 一 亚 稳定 鞍点 
TRUE: 一 个 正 实 部 ， 一 个 负 实 部 ， 虚 部 为 0。 
时 间 曲 线 相 图 
Ni 
Ny 
时 间 Ny 


情况 6 一 中 性 稳定 振荡 
特征 值 : 实 部 为 0， 虚 部 不 为 0. 


图 7.8 稳定 性 分 析 的 时 间 曲 线 和 相 图 〈 续 ) 
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7.7 数值 稳定 性 和 误差 传播 


有 关 微 分 方程 数值 积分 的 最 重要 的 研究 内 容 就 是 误差 传播 、 稳 定性 以 及 解 的 
收敛 性 。 常 微分 方程 求解 有 两 类 稳定 性 问题 : 固有 稳定 性 和 数值 稳定 性 。 固 有 稳 
定性 由 模型 的 数学 公式 决定 ， 正 如 7.6 节 所 述 ， 该 稳定 性 取决 于 微分 方程 雅 可 比 
和 矩阵 的 特征 值 。 而 数值 稳定 性 决定 于 数值 积分 算法 中 的 误差 传播 ， 误 差 传播 则 取 
次 于 求 数值 解 的 差分 方程 的 特征 根 。 本 节 将 论述 常 微分 方程 数值 积分 的 数值 稳定 
性 问题 。 

数值 积分 算法 中 存在 着 3 种 误差 .截断 误差 、 舍 入 误差 和 传播 误差 。 截 断 误 
差 的 大 小 取决 于 近似 解 的 无 穷 级 数 展开 保留 项 的 多 少 。 增 加 级 数 的 保留 项 或 者 减 
小 积分 步 长 h， 可 以 减 小 截断 误差 。 常 微分 方程 数值 积分 的 求解 方法 越 来 越 多 ， 
可 以 达到 的 计算 准确 度 也 越 来 越 高 ， 截 断 误差 越 来 越 小 ， 但 是 这 使 得 计算 过 程 中 
所 需 执行 的 算术 运算 量 迅速 增加 ， 也 就 伴随 着 伟人 误差 的 累积 越 来 越 大 。 

第 3 章 已 经 讲 过 ， 计 算 机 只 能 用 有 限 的 有 效 位 数 存放 数据 ， 当 计算 机 把 数 截 
成 n 位 有 效 数字 时 ， 就 引入 了 舍 人 入 误差 。 使 用 双 精 度数 可 以 大 大 减 小 舍 人 误差。 
但 是 ， 即 使 是 非常 小 的 舍 人 误差 也 可 能 影响 解 的 准确 度 ， 尤 其 是 数值 积分 算法 ， 
需要 向 前 或 向 后 计算 成 干 上 万 步 ， 每 一 步 计 算 都 有 舍 人 误差 。 

数值 积分 计算 中 的 截断 误差 和 舍 人 误差 会 积累 和 传播 ， 就 形成 了 传播 误差 。 
在 某 些 情况 下 ,传播 误 差 会 以 指数 形式 增长 ,或 者 表现 为 振荡 形式 ， 导 致 计算 所 
得 的 解严 重 偏 离 正确 解 。 

图 7.9 显示 了 某 个 数值 积分 算法 的 传播 误差 。 从 一 个 已 知 的 初始 点 yo 出 
发 ， 该 算法 求 得 第 一 步 的 值 y,，y, 中 包含 了 截断 误差 和 舍 人 误差 。 当 然 ， 为 
了 看 得 比较 清楚 ， 图 中 的 误差 放大 了 。 第 二 步 以 为 起 始点 计算 y, FS y, 
中 已 经 含有 截断 误差 和 舍 人 误差 ，y, 的 值 也 就 包含 了 传递 过 来 的 这 部 分 误差 ， 
再 加 上 第 二 步 计 算 引 入 的 新 的 截断 误差 和 舍 信 误差。 之 后 的 每 一 步 都 有 这 样 的 
过 程 。 

数值 积分 算法 中 误差 的 传播 有 多 个 影响 因素 ， 是 一 个 复杂 的 过 程 。 舍 人 误差 
是 传播 误差 的 一 部 分 ， 它 完全 由 所 使 用 的 计算 机 的 精度 决定 。 截 断 误差 则 由 选用 
的 算法 、 积 分 步 长 的 大 小 以 及 被 积分 函数 的 导数 值 决定 。 因 此 ， 必 须 结合 所 需求 
积 的 微分 方程 ， 分 别 考察 每 种 算法 的 误差 传播 及 其 稳定 性 。 适 用 于 某 种 微分 方程 
的 方法 可 能 并 不 能 用 于 其 他 微分 方程 。 

本 书 附录 对 数值 积分 算法 的 稳定 性 问题 进行 了 较为 详细 的 论述 ， 同 时 进 
一 步 讲 述 了 其 他 问题 ， 如 步 长 控制 、 刚 性 微分 方程 组 的 求 积 等 。 
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¥o 





加 4 fy t3 t4 


Eq 7.9 数值 积分 算法 中 的 误差 传播 (为 了 能 看 得 比较 清楚 ， 误 差 已 被 放大 ) 


7.8 应 用 举例 


例 7.4 代谢 工程 一 一 活 细胞 糖 酵 解 途径 的 建 模仿 真 

问题 陈述 : 

糖 酵 解 途径 中 很 重要 的 一 步 就 是 6- 磷 酸 果 糖 经 磷酸 化 转变 成 1、6- 二 磅 酸 果 
糖 。 该 反应 由 磷酸 果糖 激酶 俱 化。 磷酸 果糖 激酶 是 一 种 变 构 酶 ， 可 以 被 三 磷酸 腺 
ff (ATP) 抑制 ， 被 二 磷酸 腺 苷 (ADP) RARER (AMP) 激活 。 当 磷酸 果 
糖 激酶 与 y 分 子 ADP 结合 后 ， 就 被 激活 ， 其 反应 式 为 


k 
Bj + yADP == iff -ADP" 
-3 


已 激活 的 活性 复合 酶 再 催化 6- 磷 酸 果糖 转化 为 1、6- 二 磷酸 有 果糖， 并 且 将 一 分 子 
ATP 转变 为 一 分 子 ADP， 即 : 





6- 磷酸 果糖 
t 
k, ka 
ATP + Kj — ADP’ == ATP- iif -ADP —— ff -ADP + ADP 
ka 
0 


1 .6- 二 磷酸 果糖 
这 就 是 Keener 和 Sneyd 在 1998 年 提出 的 Sel'kov 模型 。 该 反应 的 结果 是 产生 更 多 
的 ADP 分 子 进一步 激活 磷酸 果糖 激酶 ， 因 此 ， 这 是 一 个 具有 正 反馈 效应 的 反应 。 
假设 ATP 的 供应 速率 固定 不 变 , Ao, 并且, 假设 ADP 离开 反应 的 流速 为 包 ， 
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则 形成 复合 酶 、 消 耗 ATP、 并 生成 ADP 的 整个 反应 过 程 可 以 分 为 如 下 几 步 : 


vi 
i 


yS, + Ex ES} 


S, + EST = S ES — gs) + S, 


M 
其 中 ，S,| 代表 ATP 分 子 ，5, 代表 ADP 分 子 , E (RARER HA. 
Keener 和 Sneyd 应 用 质量 作用 定律 ， 得 到 以 下 描述 该 反应 动力 学 过 程 的 常 微 
分 方程 组 











ds, | 
— kx, kx, 

dt 

ds, 
= kx, — kysle + kx, — s, 

dt 
dx, 
qo hee + (ko) + KE)x,-ksle-kax (7. 67) 

t 
dx, 
dt = ksx = (ka + ky) xy 

de dx, dx, 

dt di dt 


其 中 , s = [S] = [ATP], = [$] = [ADP],e = [E],x, = LES], = 
[SES] o FFE RARE. Bi TL He i Ee A ER (de/di) ， 它 来 
ELT BRA REE Ceu) 的 守恒 方程 ， 即 假设 酶 的 总 量 保持 不 变 ， 为 


€ * XQ +X, = eo (7. 68) 
这 些 方程 组 成 了 一 阶 非 线性 常 微分 方程 组 。7.4 节 介 绍 过 这 种 方程 组 的 求解 方 
法 ， 现 在 就 用 来 求解 这 个 糖 酵 解 问题 。 


题目 要 求 

(a) 由 文献 可 知 ， 糖 醉 解 的 速率 是 周期 性 振荡 变化 的 。 请 利用 以 下 初始 条 
件 和 常数 值 ， 积 分 上 述 微分 方程 组 ， 考 察 其 计算 结果 是 否 真是 如 此 。 
初始 条 件 :9 (0) = 1.0 5,(0) 202 x(0) =0 x(0) =0 e(0) = 1.4 

常量 :y =2.0 v = 0.003 n = 2.57, k =0.1 

k, 202 k 201 5-02 k,-02 

注意 ， 为 了 保持 方程 中 所 用 单位 的 一 致 性 ， 常 数 使 用 的 时 间 单 位 为 s， 浓 度 单 位 
F nM, 
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请 作 图 显示 5 个 独立 变量 的 浓度 曲线 ， 分 析 其 结果 。 并 且 ， 作 出 s, As, 的 
相 图 ， 分 析 相 图 的 含义 。 

(b) 通过 考察 邻近 稳 态 解 的 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 ， 对 方程 组 进行 稳定 性 分 
析 。 并 说 明 特 征 值 如 何 反 映 浓度 随时 间 变 化 的 振荡 特性 。 
解 : 

(a) 方程 组 的 求 积 。 

下 列 程序 example7 _4a. m, JH ode45 解法 器 计算 微分 方程 组 的 积分 ， 并 作 图 
显示 其 结果 。 


$ example7 _ 4a. m-Integration of the glycolysis model 
% using the MATLAB function ode45.m to integrate the 
$ differential equations that are contained in the file: 


% glycolysis _ equations. m 
cle; clear all; 


% Set the initial conditions & time span 
yzero=[1,.2, 0,0, 1.4]; 
tspan =[0 3000]; 


% Integrate the equations 

[t,y] =ode45 (@glycolysis _ equations, tspan, yzero) ; 
n= length (t); 

% Plot concentration profiles 

clf; figure (1); plot(t,y) 

title('Concentration Profiles of Glycolysis') 
xlabel('Time, s'); ylabel('Concentration') 

text (530,1. 35, 'ATP (s. 1)'); text(900,0.65,'ADP (s. 2)') 
text (1600,0. 25, 'Enzyme-ADP complex (x 1)') 

text (1600,0. 09, 'ATP-Enzyme-ADP complex (x 2)"') 
text (1600,1.28,'free enzyme (e)') 


% Plot phase diagrams 
figure (2); plot(y (:,1), y (:,2)) 
title('Phase Plot of Glycolysis') 
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xlabel('ATP (s 1)'); ylabel('ADP (s 2)') 
包含 方程 组 的 MATLAB e&t (glycolysis _ equations. m) 


function dy =glycolysis equations (t, y) 
$ glycolysis _ equations. m 
$ Contains the glycolysis model for example7 4a 
$ Constants | 
gamma =2; neul =0.003; neu2 =2.5 * neul; 
kl =0. 1; k 1-22*kl; k2 =0.1; k3-0.2; k_3=k3; 
sl-y(1);s2-y(2); xl =y(3); x2=y(4); e=y(5); 
$ Equations 
dy-[neul-kl*sl*xl-k 1*2 

k2 * x2 - k3 * s2^gamma* e +k 3*xl -neu2 * s2 

=- k1 * s1 * x1 + (k_1 +k2) * x2 +k3* s2“gamma*e-k_3* xl 

kl * s1 * x1 - (k_1+k2) * x2 

- ( -k1 * s1 * xl + (k_1+k2) *x24+k3 * s2¢gamma*e-k _3* x1) - 
(kl *s1* xl- (k_1+k2) *x2)]J; 


积分 结果 如 图 7. 10 所 示 


1.5 


Concentration Profiles of Glycolysis 










free enzyme(e) 


Concentration 





Enzyme-ADP complex(x;) 
ATP-Enzyme-ADP complex(x;) 
0 500 1000 1500 2000 2500 3000 


Time,s 














图 7. 10a 糖 酵 解 反应 的 各 个 浓度 曲线 


由 图 7. 10a 的 糖 酵 解 反应 系统 方程 组 的 浓度 曲线 可 见 ， 在 所 给 定 的 常量 和 初 
始 条 件 下 ， 系 统 开始 时 有 一 些 振荡 , 但 3000s〈 即 50min) 之 后 趋 于 稳 态 。 
图 7. 10b 中 ADP 与 ATP 的 相 图 显示 了 与 图 7.8 情况 2 类 似 的 稳定 焦点 。 
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Phase Plot of Glycolysis 
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ATP(s,) 


图 7. 10b. 糖 酝 解 反应 的 相 图 


(b) 糖 酵 解 系统 方程 的 稳 态 分 析 

下 列 程序 example7 _ 4b. m 完成 式 (7.67) 方程 组 的 稳定 性 分 析 。 首 先 ， 利 
用 MATLAB 指令 jacobian (dy, v) 求 取 微分 方程 组 的 雅 可 比 和 矩阵， 甚 中 ，dy 为 
导数 向 量 ，* 为 变量 向 量 。 然 后 ， 将 导数 设置 为 0， 并 用 MATLAB 指令 solve 求解 
未 知 变量 ， 以 便 计 算 微分 方程 的 稳 态 解 。 最 后 ， 再 用 指令 eig 求 得 邻近 稳 态 解 的 
雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 ， 用 于 考察 稳 态 解 的 稳定 性 。 


$ example7 _ 4b. m-Steady state analysis of the glycolysis model 


$ using MATLAB functions jacobian. m and eig.m 
clc; clear all; 


$ Set the constants 
e0 =1. 4; gamma =2; neul =0. 003; neu2 =2. 5 * neul; 
kl =0.1; k_1=2* kl; k2 =0.1; k3=0.2; k. 3- k3; 


% Evaluate the Jacobian matrix 
syms sl s2 x1 x2 e 
disp('Steady State Analysis of the Glycolysis Equations: ') 
v-[sl, S2, xl, x2, el; 
dy =[neul -kl * sl * xl +k_1¥* x2; 
k2 * x2 - k3 * s2°gamma *e+k_3 * xl -neu2 * s2; 


-kl * sl * xl + (k_1 +k2) * x2 +k3* s2^gamma*e-k_3%*xl; 
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kl * sl * x1 - (k _1+k2) * x2; 


- ( -kl * s1 *xl+(k_1+k2) * x2 +k3 * s2*gamma*e-k _3* x1) - (kl * 
sl * xl- (k_1+k2) * x2) J; 
J 2 jacobian (dy,v); 


disp ('The Jacobian matrix is:'), J 


oe 


Evaluate the steady state solution 

[ SteadyState] = solve ('neul -kl * sl *xl+k_1*x2=0', 

'k2 * x2 - k3 * s2“gamma*et+k_3* xl -neu2*s2=0', 
-kl*sl*xl+ (k_1+k2) * x2 +k3* s2“gamma*e-k_3*x1l=0', 





"kl * s1 * x1 - (k_1+k2)* x2 =0', 


‘et+xl+x2=e0', 'sl,s2,xl,x2,e"'); 


disp(' '), disp('The steady state values of each variable are:') 
disp('sl'),disp (SteadyState. s1),disp(' ') 
disp ('s2'),disp (SteadyState. s2),disp(' ') 





'x2'), disp (SteadyState. x2),disp(' ') 


( 

( ( ( 

( ( ( 
disp('xl'),disp (SteadyState. x1),disp(' ') 
disp ( (S ( 

(re ' 


disp('e '),disp (SteadyState. e), disp( 
n = length (SteadyState. s1); 
disp('Value of each variable at the steady state (s):') 
disp(' s1 s2 x1 x2 e') 
fori-1:n; 

Sl =eval (SteadyState. s1); s2 =eval (SteadyState. s2); 

xl =eval (SteadyState. x1); x2 =eval (SteadyState. x2); 

e =eval (SteadyState. e); 

fprintf(' $ 2i $$ 9.4f $ 9.4f $94f $9.4f $9.4fF no 

i, sl(i),s2(i),x1(i),xx2(i),9); 
end 
fori-1:n 

sl =eval (SteadyState. sl); s2 =eval (SteadyState. s2); 

xl =eval (SteadyState. x1); x2 =eval (SteadyState. x2); 

e =eval (SteadyState. e); 

fprintf ('\nSteady state $ 2i \n',i) 


disp(' '); disp ('Jacobian matrix at steady state:'), eval (J) 
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disp(' '); disp ('Eigenvalues of Jacobian at steady state: '); 
eig (eval (J) ) 


end 


稳 态 分 析 结 果 : 


Steady state Analysis of the Glycolysis Equations: 


The Jacobian matrix is: 


J= 

[ -1/10* xl, 0, -1/10 * s1, 1/5, 0] 
[ 0, -2/5*s2*e-3/400, 1/5, 1/10, -1/5*s2^2] 
[ -iA0*xl, 2/5*s2*e, -1/10*si-1/5, 3/10, 1/5*5s2^2] 
[ 1/10* x1, 0, 1/10*sl, -3/10, 0] 
[ 0, -2/5*s2*e, 1/5, 0, -1/5* s2^2] 


The steady satate values of each variable are: 

sl 

neul * (k_1+k2) * (k3 * exp (log (neul/neu2) * gamma) +k _ 3) /k1/ 
exp (log (neul /neu2 ) * gamma) /k3/ ( - neul + eO * k2) 

S2 

neul /neu2 


x1 
exp (log (neul /neu2) * gamma) * k3 * ( -neul * e0 * k2) /k2/ 
(k3 * exp (log (neul/neu2) * gamma) +k _ 3) 


neul/k2 


k 3* (-neul +e0 * k2) /k2/ (k3 * exp (log (neul/neu2) * gamma) +k_ 3) 
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value of each variable at the steady state(s): 
sl s2 x1 x2 e 
1 0.4763 0.4000 0.1890 0.0300 1.1810 


Steady state 1 


Jacobian matrix at steady state: 


ans = 
-0.0189 0 -0.0476 0.2000 0 
0 -0.1965 0.2000 0.1000 -0.0320 
-0.0189 0.1890 -0.2476 0.3000 0.0320 
0.0189 0 0.0476 | -0.3000 0 
0 -0.1890 0.2000 0 -0.0320 


Eigenvalues of Jacobian at steady state: 
ans = 

-0.4859 

-0.3060 

-0.0015 +0 .0044i 

-0.0015 -0.0044i 

-0.0000 


对 于 给 定 的 系统 方程 和 常量 ， 稳 态 分 析 结 果 显 示 : 系统 存在 一 个 稳 态 解 ， 达 
到 稳 态 时 ， 反 应 系统 中 各 个 主要 成 分 的 浓度 如 下 : 

[ATP] =0.4763 [ADP] =0.4000 

[ 酶 -ADP 复合 物 ] =0. 1890 

[ATP- 酶 -ADP 复合 物 ] =0. 0300 

[游离 酶 ] =1. 1810 
系统 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 为 : 2 个 负 实数 ，2 个 带 负 实 数 的 复数 和 1 个 0 特征 值 。 
这 种 特征 值 组 合 表 明 系 统 具 有 趋 于 稳 态 的 阻尼 振荡 特性 。0 特征 值 是 酶 总 量 质量 
守恒 定律 应 用 的 结果 。 这 些 结论 与 浓度 曲线 反映 的 系统 变化 过 程 一 致 。 

例 7.5 细胞 膜 和 神经 细胞 动作 电位 的 动力 学 过 程 
问题 陈述 : 

Hodgkin 和 Huxley 在 20 世纪 40 年 代 和 50 年 代 所 完成 的 工作 (Hodgkin 和 
Huxley, 1952) 获得 了 诺 贝 尔 奖 ,他 们 的 工作 主要 是 研究 钟 、 钠 离子 通道 的 开放 
和 关闭 ， 以 及 这 些 通 道 的 活动 在 产生 神经 细胞 动作 电位 中 的 作用 。 他 们 研究 了 枪 
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乌贼 巨型 轴 突 上 外 加 电压 对 于 Na, 子 通 道 的 作用 ， 并 建立 了 描述 离子 通道 
动力 学 过 程 的 数学 模型 。 
AX Hodgkin-Huxley 模型 的 文章 和 书 非常 多 ， 其 中 Keener 和 Sneyd (1998) 


的 著作 较 简 明 地 论述 了 这 个 模型 。 首 先 ， novo 
联 的 形式 ， 在 没有 外 加 电流 的 情况 下 ， 离 子 通道 电流 与 电容 电流 之 和 必须 为 0， 
因此 ， 有 方程 : 


C,—+1, =0 (7. 69) 


式 中 [一 一 细胞 膜 内 外 的 电压 差 ; 

C, 一 一 细胞 膜 电 容 ; 
通道 电流 。 

在 乌贼 巨 轴 突 以 及 很 多 神经 细胞 的 细胞 膜 {-， 主 芝 的 离子 电 wc f Is, 
MEEA, ABT FR v SEHE fra dtt eA. 钠 、 钾 离子 通 
的 电流 可 以 用 如 下 电流 -电压 关系 式 计算 ; 








人 gU Vra) (7.70) 

Ik = gr(V - Va) (7.71) 
漏电 流 的 计算 式 则 为 

1 =e (V-V,) (7.72) 


式 中 gn。，&gx 一 一 细胞 膜 钠 离子 和 钾 离 子 通道 的 电导 ; 
&i 一 一 漏电 流 的 电导 ; 
和 ， 也 一 一 钠 和 钾 两 种 离子 在 细胞 膜 内 外 的 浓度 差 引起 的 平衡 电位 ; 
凡 一 一 氯 离子 等 其 他 离子 形成 的 漏电 流 为 0 时 的 膜 电位 。 
钠 和 钾 离 子 的 平衡 电位 可 以 用 能 斯 特 (Nernst) 方程 计算 : 





yy, = Fin (Ar (7.73) 
V, = LESS (7.74) 


随 着 膜 电 压 的 变化 ， 离 子 通道 会 开放 或 关闭 ， 这 种 离子 通道 响应 膜 电压 变化 的 特 
性 是 细胞 电 兴 奋 性 的 基础 ， 对 于 神经 生理 学 具有 非常 重要 的 意义 。 根 据 Keener 
和 Sneyd (1998) 所 述 ， 流 经 一 群 离子 通道 的 电流 可 以 用 以 下 方程 描述 : 
1 = q(V,U9(V) (7.75) 
AP (V, 一 一 群体 中 开放 通道 所 占 的 比例 ; 
gb(V) 一 一 单个 通道 的 电流 -电压 (1-V) 关系 函数 。 

最 简单 的 钾 离 子 通 道 模 型 假设 离子 通道 不 是 处 于 关闭 状态 (比例 为 l-n), 

就 是 处 于 开放 状态 (比例 为 了 7)， 即 
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AN AA (7.76) 
al V) 
(l-n) S (7) 
于 是 ， 开 放 的 离子 通道 的 变化 率 就 可 以 用 以 下 微分 方程 描述 : 
d 
q aA = 0) - (28 (7.77) 
有 时 这 个 方程 可 以 写成 如 下 形式 : 
d 
nOD) TD m = m (7. 78) 
式 中 on. (V) — m 的 稳 态 值 。 
Ne (V) 可 以 由 式 (7.77) 求 得 ， 为 
a 
N- (V) ate (7.79) 
T, 为 趋向 稳 态 的 时 间 常 数 : 
Q1 (7. 80) 
T, = a B . 


Hodgkin 和 Huxley 在 研究 枪 乌贼 巨 轴 突 时 用 了 电压 钳 技 术 ， 就 是 在 细胞 膜 上 
施加 一 个 阶 牙 电压 ， 把 细胞 膜 电 位 从 一 个 值 固 定 到 另 一 个 值 上 ， 然 后 保持 膜 电 位 
不 变 ， 同 时 测量 外 界 所 需 提供 的 电流 1,,,。 根 据 测 得 的 实验 数据 ,为 了 拟 合 S 形 
增加 和 指数 式 衰减 的 钾 电 导 gx 的 变化 过 程 ，Hodgkin 和 Huxley 提出 了 如 下 钾 电 
导 方 程 : 

gy = Bn (7.81) 

同样 ， 他 们 也 提出 了 钠 电 导 gs 的 方程 ,用 于 描述 钠 离子 通道 开放 和 关闭 两 

个 过 程 : 

£x, = gum h (7.82) 
Keener 和 Sneyd (1998) 对 以 上 钾 通 道 的 机 制 进行 了 解释 ， 他 们 把 每 个 钾 通 道 等 
价 为 包含 4 个 “n” 门 的 通道 ， 只 有 当 这 4 个 门 都 打开 时 ， 钾 离子 才能 流 过 通 
道 ， 因 此 钾 通 道 开放 的 概率 为 nn*。 他 们 也 解释 了 钠 通 道 的 机 制 ， 把 每 个 钠 通 道 
看 成 由 3 个 “m” 门 和 1 个“h” 门 组 成 ， 每 个 门 不 是 开 就 是 关 ， 也 只 有 当 这 4 
个 门 都 开放 时 ， 钠 离子 才能 流 过 通道 ， 因 此 钠 通道 开放 的 概率 为 mh 

把 式 (7.69) ~ 式 (7.72) 以 及 式 (7.77)、 式 (7.81) düzX (7.82) 组 
合 起 来 ， 就 形成 了 如 下 完整 的 Hodgkin-Huxley 模型 : 


dz 一 一 一 
C, di = - gn (v -ay) 一 gym h(v = Vra) SELV- v) + Lapp 


l 
" =a,(1 - n) -Bn 
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dm em) - 

dt = An m Bam (7 83) 
dh 
qu - Bh 


其 中 膜 电 位 " 指 的 是 偏离 膜 静 息 电位 的 值 ， 即 "= 了 =- 所 ， 单 位 为 mV; 电流 密度 
I 的 单位 为 LA/cm ; 各 个 离子 通道 电导 的 单位 为 mS/em^;. HAC, 的 单位 为 
MF/cm 。 速 率 常数 a AB 的 单位 为 (ms)”， 它 们 的 方程 是 : 























10 - -v 
a, = 0.01 —— B, = 0. 125e( 动 
eCW)-1 
25 - -v 
a, = 0. 1 ——— B, = 4e C8) (7. 84) 
eCw)- ] 
= 0.079 (3) l 
a, = 0.07e\2 B, = Syn 
eC). 1 
各 个 门 变量 的 稳 态 值 和 时 间 常 数 为 
Qn An Ot 
n, = m, = h, = 
Q, * B, Qn + B, Os + B, (7. 85) 
B 1 1 B 1 
Cn + B, ” Qn + B, , Op + B, 


该 仿真 模型 的 常量 和 初始 条 件 如 下 : 


gy = 36mS/em’ Zn, = 120mS/em* P = 0. 3mS/em’ 


vr = 一 12mV vy, = ll5mV v = 10.6mV 
2(0) = 8mV n(0) = 0.3177 m(0) = 0.0529 
A(0) = 0.5961 


其 中 ,方程 组 (7.83) 中 4 个 变量 (v, n, m Ah) 的 初始 条 件 根据 Hodgkin 和 
Huxley 的 陈述 确定 : 他 们 指出 “在 动作 电位 产生 过 程 的 任意 时 刻 ， 整 条 轴 突 上 
的 膜 电位 都 相等 ， 轴 突 中 没有 轴 向 电流 ， 因 此 ， 除 了 外 加 刺激 期 间 存在 净 电 流 之 
外 ， 膜 的 净 电流 总 是 为 0。 如 果 外 加 刺激 只 是 一 个 ;=0 时 刻 的 短 脉 冲 ， 则 求解 方 
EH (7.83) 的 动作 电位 波形 时 ，1,,, 应 该 为 0， 并 且 有 初始 条 件 V=W, n、m 
和 的 初始 值 则 取 :=0 时 的 静 息 稳 态 值 。” 

题目 要 求 : 

(a) 首先 ， 核 实 初 始 条 件 m (0), m (0) Mh (0) 的 值 ， 它们 是 v=0 时 的 更 
息 稳 态 值 。 在 0 ~ 20ms 的 时 间 范 围 内 积分 微分 方程 ， 设 初始 膜 电 位 为 8mV。 由 
于 沿 轴 突 方向 没有 电流 ， 膜 的 净 电流 总 是 为 0， 因 此 ,电流 密度 为 0 pA/em ; 
膜 电容 设 为 1pF/cm*。 请 作出 膜 电位 v、 门 变量 nw、m 和 有 h， 以 及 离子 通道 电导 
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gy Fl gy, (方程 (7.81) 和 (7.82) ). 随时 间 变 化 的 曲线 。 
(b) 计算 - 100 ~ 100mV 膜 电位 范围 内 ， 各 个 时 间 和 常数 和 门 变量 (方程 (7. 85) ) 
随 膜 电 位 变化 的 稳 态 值 ， 并 作出 它们 的 曲线 图 。 
解 : 

微分 方程 求 积 。 

如 下 example7 5. m 程序 首先 利用 方程 组 (7.85) 计算 门 变 量 的 初始 值 ， 然 
后 用 MATLAB 函数 ode45. m 对 包含 在 hodgkin _ huxley _ equations. m 函数 中 的 微 
分 方程 组 求 积 分 。 同 时 ， 本 程序 也 调用 rate _ constants. m 函数 计算 a AB 的 值 ， 
程序 还 计算 各 个 时 间 常 数 和 门 变量 的 稳 态 值 ， 并 作 图 显示 所 有 计算 结果 。 


% example7 _ 5. m-Simulation of the Hodgkin-Huxley model 
$ using MATLAB function ode45.m to integrate the differential 
% equations that are contained in the file: 


% hodgkin huxiey _ equations. m 


clc; clear all; 

warning off MATLAB:divideByZero 

$ Evaluate the initial conditions for gating variables 

v =0; [alpha n,beta n,alpha m,beta m,alpha h,beta h]-rate _ 
constants (v); 

tau n-1./(alpha n-«beta n); 

n sSss-alpha n. *tau n; 

tau m-1l./(alpha m-*beta m); 

m Ss alpha m *tau m; 

tau h-1./(alpha h-«beta Rh); 

h_ss=alpha_h. *tau h; 

fprintf ('\n The following initial conditions of the gating varia- 
bles are used: ') 

fprintf ("\nn_ss=% 5.4g 1m ss-$ 5.4g nh ss-$ 5.4g ', n. ss, 
m ss,h ss) 

fprintf ('\n They are the resting steady state values of these varia- 
bles (when v ^0). ') 

$ Integrate the equations 


yzero-[8,n  ss,m ss,h, ss]; tspan - [0,20]; 





[t, y] =ode45 (@hodgkin _ huxley, equations, tspan, yzero) ; 
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$ Evaluate the conductances 
ggK = 36; ggNa =120; 
gK = ggK * y (:,2). ^4; gNa -ggNa * y (:,3). ^3. *y(:,4)7 


$ Plot the results 

clf; figure (1); plot(t,y(:,1), 'k'); 

title('Time Profile of Membrane Potential in Nerve Cells') 
xlabel{'Time (ms)'); ylabel('Potential (mv)') 

figure (2); plot(t,y(:,2:4)); 

title('Time Profiles of Gating Variables') 

xlabel('Time (ms)'); ylabel('Gating variables!) 
text(7,0.6,'Mleftarrown(t)'); text (4. 5,0. 9, '\leftarrow m(t)'); 
text (7,0.25, '\leftarrow h(t)') 

figure (3); plot(t,gK,t,gNa); 

title ('Time Profiles of Conductances') 

xlabel('Time (ms)'); ylabel('Conductances') 

text(7,6,'g K'); text(3.6,25,'g lNai'); 


$ Evaluate the rate constants 
v=[ -100:1:100]; 
[ alpha n,beta n,alpha m,beta m,alpha h,beta . h] —rate  con- 


stants (v); 


$ Evaluating time constants and gating variables at steady state 
tau n-^1l./(alpha n-*beta n); 

n ss-alpha n. *tau n; 

tau m-1l./(alpha m-*beta m); 

m sSs-alpha m. *tau m; 

tau h-1./(alpha h-*beta hh); 

h ss-alpha h. * tau_h; 








$ Plot the time constants 

figure (4); plot(v,tau n,v,tau m,v,tau, h) 
axis ([ -100 100 0 10]) 

title('Time Constants as Functions of Potential') 
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xlabel ('Potential (mV)'); ylabel('Time constants (ms) ') 
text (-75,4, '\tau  n'); text (0,0.8,'\tau m'); text (15,8,'\tau  h'); 


$ Plot the gating variables at steady state 

figure (5); plot(v,n_ss,v,m_ss,v,h_ ss) 

axis ([ -100 1000 1]) 

title ('Gating Variables at Steady State as Functions of Potential') 
xlabel('Potential (mV)'); ylabel('Gating variables at steady state') 
text (-35,0.1,'n_\infty'); text (25,0. 4,'m Mnfty'); 

text (-20,0.8,'h_\infty'); 


包含 待 求解 方程 组 的 MATLAB 函数 (hodgkin _ huxley _ equations. m) 


function dy -hodgkin huxley equations (t, y) 


oe 


hodgkin _ huxley _ equations. m 


oo 


Contains the Hodgkin-Huxley model for example7 5 


Constants 


oe 


ggK =36; ggNa 7120; ggL 20.3; 

vK = -12; vNa=115; vL 710.6; 

Iapp 20; Cm=1; 

$ Equations 

vay); n=y(2); m=y(3); h-y(4); 

[alpha n,beta n,alpha m,beta m,alpha h,beta . h] =rate _ con- 


stants (v); 


dy-[(-ggK*n^4 * (v - vK) - ggNa * m^3 *h* (v -vNa) -ggL * (v - vL) + 
Tapp) /Cm 

alpha n* (1-n)-beta n*n 

alpha m* (1-m) -beta m*m 

alpha h* (1-h) -beta h*h]; 


计算 速率 常数 的 MATLAB PEZ (rate _ constants. m) 


function [alpha n,beta n,alpha m,beta m,alpha h,beta hl- 


rate constants (v) 
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rate _ constants. m 


% Calculates the rate constants for the Hodgkin-Huxley model 


alpha _n=0.01* (10 -v). /(exp((10 - v) /10) -1); 
beta_n=0.125 * exp(-v/80); 

alpha _m=0.1 * (25 -v). /(exp((25 - v) /10) - 1); 
beta _m=4 *exp(-v/18); 

alpha h20.07 * exp(-v/20); 

beta h-1./(exp((30-v)/10) +1); 


运行 结果 (曲线 图 见 图 7. 11) : 


The following initial conditions of the gating variables are 
used: 

n ss-0.3177 

m. ss 0.05293 

h ss =0.5961 
They are the resting steady state values of these variables (when v 


=0). 


结果 讨论 : 

在 1=0 时 刻 给 细胞 膜 施加 一 个 刺激 电位 ， 使 细胞 膜 电 位 〈( 即 偏离 膜 静 息 电 
位 的 值 ) 达到 8mV， 超 过 了 阅 值 ， 于 是 诱发 产生 了 如 图 7. lla 所 示 的 自主 动作 
电位 过 程 ， 膜 电位 迅速 上 升 并 超过 100mV， 然 后 下 降 回 到 静 息 电位 ， 整 个 过 程 
持续 时 间 小 于 20ms。 该 动作 电位 的 产生 机 制 如 下 : 由 于 钠 通 道 的 “m” 门 具有 
很 小 的 时 间 常 数 r，( 见 图 7. 11d) ， 因 此 , m(t) 的 响应 比较 快 ， 也 就 是 钠 通道 的 
开放 比较 快 ， 使 得 钠 离 子 流 入 细胞 ， 从 而 膜 电位 进一步 上 升 。 随 着 膜 电 位 的 上 
jt, ho 的 值 变 为 0 ( 见 图 7. 1le) ， 于 是 ， 导 致 钠 电导 为 0 ( 见 图 7.1lc)， 钠 通 
道 失 活 。 但 是 ,“h” 门 的 时 间 常 数 7; 较 大 ， 因 此 ， 它 产生 作用 较 慢 。 当 膜 电位 
上 升 时 ,电压 门 控 的 钾 通 道 也 开放 ， 但 是 ,与 钠 通 道 不 同 ， 它 们 的 开放 比较 慢 ， 
钠 通道 关闭 之 后 钾 通 道 才 完全 开放 。 这 以 后 钾 通 道 保持 开放 状态 ， 直 到 膜 电 位 回 
复 到 接近 其 静 息 电位 为 止 。 

建议 同学 们 做 一 下 本 章 末 尾 的 习题 7. 1， 并 分 析 和 解释 所 得 到 的 结果 。 该 习 
题 外 加 了 10pA/cm 的 恒定 电流 。 

例 7.6 于 细胞 分 化 动力 学 
问题 陈述 : 
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Time Profile of Membrane Potential in Nerve Cells 
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图 7.11a 神经 细胞 膜 动 作 电位 的 时 间 曲 线 
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图 7.11b 各 门 变量 的 时 间 曲 线 
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图 7. Vic 离子 通道 电导 的 时 间 曲 线 
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Time Constants as Functions of Potential 
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图 7.11d 时 间 常 数 随 膜 电位 变化 的 曲线 


Gating Variables at Steady State as Functions of Potential 
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图 7.1le 门 变量 稳 态 值 随 膜 电位 变化 的 曲线 

不 断 成 长 的 胚胎 体内 的 干细胞 通过 复制 和 分 化 ， 可 以 发 育成 为 骨 细胞 、 皮 肤 
细胞 、 肝 细胞 、 肌 细胞 等 各 种 特异 细胞 。 在 成 人 体内 ,骨髓 中 含有 干细胞 ， 例 
.如 ， 产 生 红血球 的 造血 干细胞 、 生 产 结缔 组 织 细胞 的 间 充 质 干 细胞 等 。 干 细胞 分 
化 过 程 包括 一 系列 细胞 表 型 以 及 形态 结构 上 的 变化 ， 尤 其 是 在 分 化 后 期 ， 这 些 变 
化 更 加 明显 ， 很 容易 直接 辨别 (Palsson 和 Bhatia，2004) 。 分 化 过 程 由 任务 递交 
开始 ， 随 后 进行 一 系列 有 序 的 基因 表达 ， 每 一 次 基因 表达 都 使 细胞 的 分 化 到 达 一 
个 新 的 阶段 。 通 过 这 一 系列 不 断 积累 的 变化 ， 于 细胞 最 终 分 化 发 育成 完全 成 熟 的 
特定 细胞 群 。 这 些 成 熟 细胞 在 体内 完成 它们 的 既定 功能 之 后 ， 最 终 要 么 凋 亡 ,要 
么 通过 “ 转 分 化 ”的 过 程 转变 成 其 他 类 型 的 细胞 。 图 7. 12 的 框图 描述 了 干细胞 
转变 为 完全 成 熟 的 特异 细胞 所 经 历 的 一 系列 过 程 。 
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图 7.12 干细胞 复制 和 分 化 的 机 制 

其 中 , X 为 处 于 第 i 个 分 化 阶段 的 细胞 数目 (单位 为 细胞 )，7 为 参加 分 化 
的 细胞 数目 (单位 为 细胞 /天 ) ,为 细胞 从 第 i 个 阶段 进入 第 i+1 个 阶段 的 转 
化 率 (单位 为 1/ 天 )， N 为 细胞 分 化 需要 经 历 的 总 的 阶段 数 ， 可 以 多 达 16 ~ 18 
个 阶段 。 

最 后 阶段 〈 即 第 N 个 阶段 }) 可 以 认为 是 细胞 分 化 的 既定 目标 ， 也 就 是 细胞 
变 成 了 成 熟 的 特异 细胞 。 如 果 最 后 这 个 阶段 的 转化 率 常数 iv 为 0， 则 细胞 无 凋 
T-, E AME. 

利用 多 房 室 模型 很 容易 仿真 细胞 分 化 的 动力 学 过 程 。 假 设 每 个 阶段 细胞 内 容 
物 的 分 布 都 是 均匀 的 ， 对 模型 的 每 个 房 室 建立 非 稳 态 平衡 方程 ， 就 可 以 得 到 以 下 
常 微分 方程 组 : 


dX, 
— =1-k,X, 

dt 

dX, 

uoc hake 

dX, 

= S hy Xi — EX, 
dt 

dX, 

= ky a Xy 一 kyXy 
dt 


该 模型 描述 了 干细胞 从 一 个 分 化 阶段 到 下 一 个 分 化 阶段 的 转化 过 程 ， 这 里 假设 不 
存在 干细胞 的 分 裂 和 自我 更 新 现象 。 本 章 最 后 所 列 习题 中 的 7.9 和 7. 10 两 个 习 
题 增加 了 干细胞 的 分 裂 和 自我 更 新 现象 。 
题目 要 求 ， 

通过 求解 以 上 微分 方程 组 的 数值 解 ， 仿 真如 下 干细胞 分 化 过 程 : 

(a) 干细胞 提交 分 化 的 速率 为 1= 5000 细胞 天。 假设 分 化 过 程 有 10 个 阶 
E, BPN =10。 且 最 后 阶段 没有 细胞 损耗 ， 即 E, =0。 求 解 微分 方程 组 ， 并 跟踪 
干细胞 经 历 这 10 个 分 化 阶段 的 过 程 。 初 始 条 件 如 下 : 
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I =5000 细胞 /天 ， 

X, (0) =0 细 胞 (i=1, =, N) 

有 =2.2 天 (=1,…，N-1l) 

ky =0, 《无 细胞 死亡 或 转 分 化 ) 

分 析 讨 论 各 个 时 间 曲 线 ， 并 说 明 这 个 分 化 过 程 是 否 可 以 达到 一 个 稳 态 。 

(b) 假设 无 新 细胞 加 入 分 化 过 程 ， 即 1=0， 并且 处 于 第 一 个 分 化 阶段 的 初 
A8 ARR E y X, (0) = 5000 。 设 这 些 细胞 经 历 与 (a) 相同 的 各 个 分 化 阶段 ， 分 
化 的 最 后 阶段 也 无 细胞 损耗 。 请 求解 微分 方程 组 ， 并 跟踪 这 些 细胞 经 历 10 个 分 
化 阶段 的 过 程 。 初 始 条 件 如 下 : 


1=0 细胞 /天 ， 
X, (0) =5000 细胞 , X, (0) =0 (i=2, =, N) 
k, 22.2 X! (i=l, =, N-1) 


ky =O, (无 细胞 死亡 或 转 分 化 ) 

分 析 讨 论 各 个 时 间 曲 线 ， 并 说 明 完 成 整个 分 化 过 程 需要 多 少 天 。 

(e) 除了 第 10 个 分 化 阶段 存在 细胞 死亡 之 外 ， 其 他 条 件 都 与 (a) 相同 。 
请 分 析 各 个 时 间 曲 线 ， 并 预测 系统 的 稳 态 特性 。 初 始 条 件 如 下 : 

I 25000 细胞 /天 ， 

X, (0) =0 细胞 (i=1,…, N) 

k,=2.2K' (i=l, +, N) 
解 : | 
以 下 是 求解 所 有 3 种 分 化 过 程 的 MATLAB 程序 及 函数 : 


example7 _ 6. m-Solution of the stem cell differentiation model 
using MATLAB function ode45. m to integrate the differential 


equations that are contained in the file: 


oc oo oo oe 


cell differentiation equations.m 


clc; clear all; 
$ Set the number of stages & time span 
N=10; tzero =0; tmax=10; tspan= [tzero:0.1 :tmax]; 


$ Case (a): With continuous input; no death 


I-5000; $ Input 
Xzero = zeros (N,1); % Initial conditions 
k=2.2 * ones (N-1,1); k(N) =0; % Transiton rate constants, no 


death 
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$ Integrate the equations 
[t,x] =ode45('cell _ differentiation ..equations', tspan, Xzero, [ ] 7 
N,1,k); 
$ Pseudo steady state values for stages 1 toN-1 
SS-I/k(1); X last =X (length (X),N); 
disp ('Case (a) ') 
fprintf ('The pseudo steady state number of cells in stages % ld to% 
2d=% 4.0f',1,N-1,SS) 
fprintf ('\nThe number of cells in stage % 2d, at $ 2d days =% 4.0f V 
n',N,tmax,X last) 
$ Plot concentration profiles 
clf; figure (1); subplot (2,1,1), plot(t,X(:,1:1:N -1)) 
title ( 'Continuous input (I-2',num2str(I),: 
'); no death (k(1:', num2str(N-1),') =',num@str(k(1)),°"" 
', k(", nut2str (N), ') =',num2str(k(N)),') ']) 
text (0.4,SS,'i-1'); text (0. 45 * tmax, 8/2,[| 'i 2 ', num2str (N - 1) ]); 
xlabel('Time, days'); ylabel('Number of cells'); 
subplot(2,1,2), plot(t,X(:,N) /1000) 
axis([tzero, tmax, 0, 1.1 * X. last/1000]) 
text(tmax/2,X last/2000,['i-2', num2str(N)]); 
xlabel('Time, days'); ylabel('Number of cells (thousands) "'); 
$ Case (b): With no new input; no death 
I-20; $ Input 
Xzero -zeros(N,1); Xzero(1) 5000; $ Initial conditions 
$ Integrate the equations 
[t,X] =ode45 ("cell differentiation  equations', tspan, Xzero,[ ], 
N,I,k); 
$ Steady state values for stages 1 toN-1 
SS -I/k(1); 
X iast-^X(length(X),N); 
disp('Case (b)') 
fprintf ('The steady state number of cells in stages $ 1d to $ 2d -$ 
4. 0£',1,N-1,SS) 
fprintf ('\nThe final number of cells in stage $ 2d at $ 2d days =% 
4. 0f \n',N,tmax,X_ last) 
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% Plot concentration profiles 
figure (2); plot(t,X(:,1:1:N)) 
title(['No new input (I-2', num2str(I),:- 
'); no death (k(1:', num2str(N-1),') = num@str(k(1)),°"" 
', kC, num2str (N),') =', num@str(k(N)),')']) 
text (0.4,0.8* X(1),'i=1"'); 
text (0. 45 * tmax,X(1)/2,[ 'i =",num@str (N) ]); 
xlabel ('Time, days'); ylabel ('Number of cells'); 
% Case (c): With continuous input; with death (or transdiff. ) 
IT =5000; $ Input 
Xzero = zeros (N,1); $ Initial conditions 
k(N) =k(1); $ reset the death rate constant 
$ Transiton rate constants, with death 
$ Integrate the equations 
[t,X] =ode45('cell differentiation  equations',tspan,Xzero, [1], 
N,I,k); 
$ Pseudo steady state values for stages 1 toN-1 
SS - I/k(1); 
X last =X(length(X),N); 
disp ('Case (c)') 
fprintf ('The steady state number of cells in all stages =% 4.0f',55) 
$ Plot concentration profiles 
figure (3); plot(t,X(:,1:1:N)) 
axis([tzero, tmax, 0, 1. 1 * I/k(1)]) 
title(['Continuous input (I =',-" 
num2str (I), '); with death (k(1:', num2str(N),'- 
') =",num2str(k(1)),')']) 
text (0.4,SS,'i=1'); text (0.5 * tmax,SS/2,|'i-', num2str (N) |); 
xlabel('Time, days'); ylabel('Number of cells’); 


包含 微分 方程 组 的 MATLAB 函数 (cell _ differentiation _ equations. m) 


function dX =cell_ differentiation equations (t,X,flag,N,I,k) 
$ cell differentiation _ equations. m 


$ Contains the equations for example7 _ 6 


6 
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$ Equations 

dX(1)-I-k(1)*X(1); 

for i-2:N 
dX(i)-k(i-1)*X(i-1)-k(i)*X(i); 





end 
© 


$ Convert to column vector 
dX -2dX'; 


分 化 过 程 (a) 的 结果 和 讨论 : 

输出 结果 为 : 

Case (a) 

The pseudo steady state number of cells in stages 1 to 9 =2273 

The number of cells in stage 10, at 10 days = 29547 

图 7. 13 所 示 是 这 个 分 化 过 程 的 仿真 结果 。 图 中 上 半 部 分 是 第 1 到 第 9 阶段 
的 时 间 曲 线 。 第 1 阶段 中 恒定 不 变 的 干细胞 输入 〈 即 了 = 5000 细胞 /天 ) 使 得 细 
胞 分 化 的 前 9 个 阶段 在 10 天 之 内 就 达到 稳 态 ， 稳 态 时 每 个 阶段 具有 的 细胞 数 为 

I 5000 细胞 /天 


X = 一 = = 2273 4 
mu" 2.2/ X ni 





Continuous input(I25000): no death(k(1:9)=2.2,k(10)=0) 








Number of cells 








Time.days 











Number of cells(thousands) 








0 —24- 上 一 
8 


10 
Time,days 


图 7.13 在 输入 恒定 并 且 最 后 阶段 无 细胞 损耗 的 情况 下 ， 
各 个 分 化 阶段 的 细胞 数目 随时 间 变 化 的 曲线 
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把 前 9 个 微分 方程 的 导数 设 为 0 ( 即 稳 态 ) ， 求 解 稳 态 时 的 细胞 数 所 ， 就 可 以 得 
到 这 个 数值 。 但 是 ， 由 于 没有 细胞 损耗 Chi =0) ， 最 后 第 10 阶段 的 微分 方程 不 


dX so 344 " ` wr 
存在 稳 态 。 如 果 设 ”= 0， 就 得 到 /=0， 显 然 是 错误 的 。 因 此 ， 我 们 称 这 个 分 


化 过 程 具 有 “ 准 稳 态 " 。 如 图 7. 13 的 下 半 部 分 所 示 ， 第 10 天 时 ， 处 于 最 后 阶段 
的 细胞 数目 为 29547， 并 且 还 在 继续 增加 。 这 个 最 后 阶段 是 细胞 分 化 过 程 的 既定 
目标 ， 因 此 ， 细 胞 就 是 应 该 在 这 个 阶段 不 断 产 生 积累 。 

分 化 过 程 (b) 的 结果 和 讨论 : 

输出 结果 为 : 





Case (b) 
The steady state number of cells in stages 1 to 9 =0 
The final number of cells in stage 10 at 10 days =4997 


图 7. 14 是 该 分 化 过 程 的 仿真 结果 。 由 于 没有 新 加 入 的 干细胞 ， 分 化 的 最 后 
阶段 也 没有 细胞 损耗 ， 因此， 如 图 7.14 所 示 ， 现 有 的 细胞 就 一 个 接 一 个 地 完成 
每 个 分 化 阶段 ， 最 后 ， 都 聚集 到 最 后 阶段 。 由 于 7=0， 所 以 ,第 1 到 第 9 阶段 的 
稳 态 细胞 数目 均 为 0， 即 


No new input(I=0):no death (k(1:9)=2.2,k(10)=0) 





5000 





4500 


4000 


35007 


3000 - 


2500r 


Numher of cells 








Time,days 


图 7.14 在 既 无 新 细胞 输入 又 无 细胞 损耗 的 情况 下 ， 
各 个 分 化 阶段 的 细胞 数目 随时 间 变 化 的 曲线 
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xy = 二 -9 细胞 < 关 


= 0 细胞 
， 2.2/ 天 
既然 初始 细胞 数 为 5000， 在 分 化 过 程 中 又 无 任何 细胞 损耗 ， 因 此 ， 第 10 阶段 的 
最 终 细胞 数 约 为 5000。 
分 化 过 程 (c) 的 结果 和 讨论 : 
输出 结果 为 : 


Case (c) 


The steady state number of cells in all stages =2273 


Continuous input(I=5000);with death(k(1:10)=2.2) 





2500 


2000 上 


= 

tA 

2 

e 
T 


1000 + 


Number of cells 


500 














Time,days 


图 7.15 在 输入 恒定 并 且 存 在 细胞 损耗 的 情况 下 ， 
各 个 分 化 阶段 的 细胞 数目 随时 间 变 化 的 曲线 
图 7. 15 是 这 个 分 化 过 程 的 仿真 结果 。 该 细胞 分 化 过 程 中 ， 新 干细胞 提交 分 
化 的 速率 恒定 不 变 ， 为 1=5000 细胞 /天 。 并 且 ， 第 10 阶段 也 有 细胞 损耗 。 这 
样 ， 所 有 10 个 阶段 的 稳 态 细胞 数 均 为 
. 7 5000 细胞 /天 
APS ayk CO" 
细胞 不 断 地 从 一 个 阶段 分 化 到 下 一 个 阶段 ， 并 且 在 分 化 到 最 后 阶段 之 后 死亡 。 理 
论 上 ， 这 样 的 细胞 分 化 过 程 会 在 生物 体 中 持续 一 生 。 
例 7.7 组 织 工 程 一 一 表皮 细胞 迁移 模型 
简介 : 
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组 织 工 程 的 研究 方向 之 一 就 是 设计 并 制造 合适 的 多 孔 基 质 ( 即 多 和 孔 膜 ), 仿 
真 表皮 的 特性 ， 作 为 康复 治疗 的 支架 ， 用 于 促进 真皮 的 再 生 ， 从 而 提高 创伤 和 烧 
伤 皮肤 的 愈合 速度 。 要 使 细胞 向 创伤 面 集中 ， 进 入 所 植 入 的 支架 中 并 促使 组 织 再 
生成 功 ， 就 必须 有 细胞 迁移 。 据 了 解 ， 细 胞 迁移 与 特定 的 细胞 表面 受 体 和 和 胞 外 基 
质 上 的 细胞 内 吞 配 体 之 间 的 相互 作用 有 关 ， 皮 肤 表皮 细胞 .( 即 角 化 细胞 ) 与 微 
载体 中 存在 的 配 体 之 间 形 成 配 体 - 受 体 复合 物 ， 可 以 启动 和 促进 胞 吞 作用 ， 也 就 
是 细胞 吸收 基质 分 子 ， 从 而 大 幅度 提高 细胞 的 运动 。 

Tjia 和 Moghe 两 人 以 动力 学 原理 为 基础 ， 利 用 与 常规 Michaelis-Menten 动力 
学 方程 相似 的 扩散 反应 方程 ， 建 立 了 细胞 与 配 体 相互 作用 以 及 胞 吞 耦合 的 动力 学 
模型 (Tjia 和 Moghe, 2002c), 

微 载体 CL) 









游离 受 体位 点 
(B) 





无 活性 复合 物 活性 复合 物 
(B-L) (B; * L) 











- gU CO 


图 7.16 细胞 与 配 体 的 相互 作用 
模型 的 机 制 : 
图 7.16 显示 了 细胞 与 配 体 相互 作用 的 机 理 ， 其 中 的 每 一 步 过 程 描述 如 下 : 
1) 含有 配 体 的 微 载体 CL) 作用 于 细胞 表面 的 游离 受 体位 点 (8B) ,形成 无 活性 
AWB- L), B 
L+ B= ap L (7.86) 


2) 无 活性 复合 物 再 与 第 二 个 Sih, RIERA UD, à 


Be b+ BeOS By +L (7. 87) 
ky 
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3) 活性 复合 物 被 细胞 吸收 ， 变 成 胞 内 宫 泡 。 复 合 物 被 吸收 之 后 ， 微 载体 也 
就 脱离 了 细胞 膜 受 体 ， 使 受 体 回收 ， 重 新 成 为 细胞 膜 表面 的 游离 受 体 。 基 于 这 个 
Bit. ， 胞 吞 吸收 的 速率 和 爱 体 回收 的 速率 合 在 一 起 ， 用 参数 态 表示 ， 即 

By + L— ^ V «2B (7. 88) 
数学 模型 的 建立 : 

细胞 产生 迁移 之 后 ， 可 以 获得 新 的 微 载体 用 于 胞 吞 作用 ， 因 此 ， 细 胞 迁移 会 
使 细胞 接触 微 载体 的 机 率 发 生变 化 。 与 半 无 限 平 面 中 分 子 扩散 的 机 理 类 似 ， 可 以 
导出 如 下 细胞 迁移 (Migration) 的 速率 方程 : 

dI L] Lo 
"d - - Au (7. 89) 
式 中 4 一 一 细胞 过 到 的 有 效 配 体 的 浓度 ; 
人 一 一 随机 运动 系数 ; 

4 一 一 细胞 膜 表 面 E 

Lyf BR EU E 

下 面 是 包含 细胞 迁移 和 配 体 一 受 体 结合 这 两 个 部 分 的 整体 模型 : 

1) 细胞 直到 的 局 部 胞 外 微 载体 浓度 [L] 的 变化 由 如 下 速率 方程 决定 : 

alz} =- kgl L][B] ek [B+ L] uh (7. 90) 
dt Ace 
该 方程 的 第 一 项 对 应 于 反应 式 (7.86) 的 正 向 反应 速率 ， 第 二 项 对 应 于 反 向 反 
应 速率 ， 第 三 项 则 反应 了 方程 (7.89) 给 出 的 细胞 迁移 速率 。 

2) 由 无 活性 微 载体 一 受 体 复合 物 浓 度 [BL] 的 平衡 ， 可 以 导出 如 下 速率 

方程 : 


E i, keal LB] - kg [Beh] - kp [B+ L][B] + E, LB,  L] 





(7.91) 
3) 活性 微 载体 一 受 体 复合 物 浓度 (B.-L) 的 变化 速率 为 








d[ B, +L] 
dt = ky B , L] [B] 一 kp Bs ° L] - k, [ B, ° L] (7.92) 
4) 胞 吞 微 载体 的 浓度 [V] 的 变化 速率 为 
atv) - k [B, - L] (7.93) 
dt 
5) 细胞 膜 上 受 体位 点 的 总 数 [8 定 为 常数 ， 即 
[B,] [B] - [B- L] +[B,-L] (7.94) 


通过 测量 细胞 对 于 覆盖 了 可 琢 收 微 载体 的 表面 的 实际 清除 (clearance) 3E 
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率 ， 就 可 以 了 解 细胞 迁移 的 净 效 果 。 对 于 给 定 的 初始 表面 颗粒 浓度 ， 细 胞 的 表面 
清除 速率 等 于 两 种 复合 物 的 产生 速率 与 胞 吞 速率 之 和 除 以 初始 颗粒 浓度 ， 即 : 
d[ clearance | - 1 (ate - L] . d[B,*L] . alv) 
dt Ly dt dt dt 
应 该 注意 ， 模 型 中 浓度 项 的 单位 是 每 单位 细胞 表面 积 上 的 颗粒 数 。 另 外 ， 方 程 中 
[clearance] 项 的 单位 为 (min) ~'s 
为 了 简化 模型 ， 制 定 如 下 假设 : 
(a) 无 活性 微 载体 一 受 体 复合 物 的 分 解 速率 常数 上 _s.: 与 结合 速率 常数 s, 
相 比 非常 小 ， 可 以 忽略 不 计 。 这 实际 上 就 是 使 反应 式 (7.86) KIW, 
(b) 活性 复合 物 [B,-L]) 一 旦 形成 ， 其 活性 很 高 ， 立 刻 会 被 胞 知 ， 因 此 ， 
该 复合 物 具有 的 浓度 只 能 很 小 ， 可 以 认为 是 处 于 准 稳 态 。 也 就 是 方程 (7.92) 
的 变化 率 可 以 假设 等 于 0， 于 是 ， 就 可 以 得 到 [B, L]: 
[B - L][B] 





(7.95) 











[B,L] ^E (7. 96) 
AP OK, Michaelis-Menten 方程 的 分 解 常数 。 
定义 为 
kp + hy 
K, = - (7.97) 
Kg, 


将 这 两 个 假设 用 于 式 (07.90) ~ 式 (7.95) 这 几 个 方程 ， 消 去 [B-L]?^mm 
[B], ， 就 得 到 如 下 简化 之 后 的 模型 方程 : 
d[L] mu 


mdp CO IUE] [BL $T 








Cl c LE eat) 
K, +2[ 互 . 工 ] 
d[ V] a (EU -L))([B | 
dt 天 +2[B+L] 
d[ clearance] 1 /d[B-L] d[V] 
dt =z dt + x) 
这 个 方程 组 定义 了 配 体 微 载体 促使 细胞 迁移 增强 的 动力 学 数学 模型 ， 是 一 个 常 微 
分 方程 组 ， 可 以 求解 。 下 面 是 题目 要 求 : 
(a) 基于 Tjia 和 Moghe 两 人 的 实验 结果 (20020), 3K 300min 时 间 段 内 各 种 
物质 的 变化 曲线 并 作 图 ， 分 析 所 得 到 的 结果 。 初 始 条 件 如 下 ; | 


l 2 ALLIES - [B+ L]) -af 








(7.98) 








O ”原文 此 处 为 [8 L]。 一 译 者 注 
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Ly = 1.0 颗粒 /pm [B-L]|, =9 
[clearance] |, = 0 [V]|, = 0 
常数 为 
B, = 3.74 颗粒 [am yw = 10pm’/min 4 = 3400pm 
K, = 0.73 颗粒 /pm ky = L3 x 10? min"! 
ky, = 2.0 x 102m" / (EUR . min) 
(b) “采样 率 ”( 即 细胞 与 配 体 的 净 结 合 率 ) 定义 为 
(采样 率 ) = EET ae 
dt dt 
请 说 明 这 个 采样 率 对 于 清除 率 d [clearance] /dt 的 影响 。 
解 : 
以 下 是 问题 求解 的 程序 example7 _ 7.m 以 及 函数 cell _ migration _ equa- 


lions. m; 


$ example? _7.m-Solution of the epidermal cell migration 
$ model using MATLAB function ode45. m to integrate the 
$ differential equations that are contained in the file: 


oe 


cell migration, equations. m 


clc; clear all; 

$ Set the time span 

tspan =[0:1 :300]; 

$ Set the constants 

BT =3. 74; mu=10; A_ cell =3400; 

Km 20.73; kV=1.3e-3; KBL =2. 0e -3; 
% Set the initial conditions 
yzero=[1, 0,0,0]; 

LO =yzero (1); 


% Integrate the equations 


[t,y] =ode45 ("cell _ migration, equations',tspan, yzero,[];: 


BT,mu,A_cell,Km, kV, kBL, LO); 


% Plot concentration profiles 


figure (1); plot (ty (:,1),' - ',t,y 5,2), ' s'y Co3) 一 


t,y(:,4),'- 7") 
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title ('Time profiles of epidermal cell migration') 

xlabel ('Time, min'); ylabel('Densities, number/\mum%*2'); 
legend ('L', 'B} \bf\cdot} L', 'V', 'clearance',2) 
n-length(y); 


$ Evaluate the derivatives 

for i=lin 

dy(:,i)-feval('cell migration equations',t(i),y(i,:),flag,'* 
BT,mu,A_cell,Km,kV, kBL, LO); 

end 

dy=dy'; 

rate BL-dy(:,2); 

rate V-dy(:,3); 

clearance rate-dy(:,4); 


Sampling rate-rate BL-rate V; 


% Show the effect of microcarrier sampling rate on internalization 
$ and clearance rates 

figure (2); 

plot (sampling rate*le3,clearance rate*1e3) 


title('The effect of microcarrier sampling rate on clearance rate!) 





ylabel ('Clearance rate, d[clearance]/dt x 10^3') 
xlabel('Sampling rate, (a[l B| \bf \cdot! 1] /dat-al V] /dt) x 10^3") 


包含 微分 方程 组 的 MATLAB PE (cell _ migration _ equations. m) 


function dy «cell, migration equations (t,y,flag,BT,mu,A cell, 
Km, kV, kBL, LO) 


cell, migration equations. m 


oo 


oo 


Contains the equations for example? 7 


Equations 

dy =[ -kBL* y(1)* (BT-y(2)) *mu* LO/A_ cell 

KBL * y (1) * (BT-y (2)) - KV* ((BT-y(2) * y(2))/ (Km+2 * y (2)) 
kV* ((BT-y 2)) *y 2))/ (&n*2* y (2)) 

(KBL * y(1) * (BT-y(2)) -KV * ((BT-y(2)) *y 2))/ (Km *2*y 2)):- 


oe 
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*tkV* ((BT-y(2)) * y(2))/(Km+2 * y(2)))/LO]; 


输出 结果 如 图 7. 17a, b 所 示 。 


Time profiles of epidermal cell migration 





Densities,number/ pm? 














0 50 100 150 200 250 300 
Time.min 


图 7. 17a 表皮 细胞 迁移 中 各 种 物质 的 浓度 变化 时 间 曲 线 


The effect of microcarrier sampling rate on clearace rate 





4.5 


Clearance rate,d[clearance]/dt x 102 


3.5| 











0 l 2 3 4 5 6 7 8 
Sampling rate,(d[B+L]/dt—d[V Vat) x 103 


图 7. VIb.— 微 载体 采样 率 对 于 清除 率 的 影响 
结果 分 析 : 
图 7.17a 显示 了 配 体 与 皮肤 表皮 细胞 相互 作用 过 程 中 各 种 物质 的 浓度 变化 曲 
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线 。 随 着 时 间 的 流逝 ， 游 离 配 体 的 浓度 逐渐 减 小 ， 体 现 了 配 体 细胞 内 吞 引 起 的 配 
体 浓 度 损耗 。 同 时 ， 膜 受 体 - 配 体 复合 物 的 浓度 [B L] 和 胞 吞 配 体 浓 度 [ V] 不 断 
增加 ， 配 体 的 清除 率 也 不 断 增加 ， 表 明细 胞 对 于 配 体 微 载体 还 没有 饱和 。 

图 7. 17b 显示 了 细胞 清除 率 随 采样 率 变 化 的 曲线 。 这 里 假设 胞 吞 配 体 对 于 增 
强 细胞 迁移 的 胞 内 信号 系统 没有 激活 作用 。 可 见 ， 随 着 配 体 采样 率 的 增加 ， 细 胞 
清除 率 单 调 上 升 。 这 表明 细胞 迁移 与 配 体 采 样 过 程 密切 相关 。 


学 习 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 

1) 用 常 微分 方程 可 以 建立 各 种 生理 系统 动态 过 程 的 仿真 模型 。 

2) 常 微 分 方程 有 如 下 不 同 的 分 类 : 一 阶 、 二 阶 、 三 阶 等 ; 线性 和 非 线 性 ; 
齐 次 和 非 齐 次 ; 初 值 问题 和 边 值 问题 。 

3) 二 阶 以 及 二 阶 以 上 的 常 微分 方程 可 以 用 本 章 所 述 的 方法 转化 为 一 阶 常 微 
分 方程 组 ， 然 后 进行 数值 求解 。 

4) 线性 常 微分 方程 组 的 解 由 方程 组 的 特征 值 和 特征 矢量 决定 。 

5) 非 线 性 和 线性 微分 方程 组 可 以 用 有 限 差分 法 求 数值 积分 。 

6) 求 微分 方程 的 数值 积分 就 像 候 山 ， 沿 着 曲线 的 斜率 方向 (或 者 是 曲线 上 
不 同 点 斜率 的 加 权 平 均 ) ， 仔 细 选 取 多 个 小 步 长 前 行 ， 直 到 到 达 目 的 地 为 止 。 

T) 非 线性 微分 方程 的 稳定 性 取决 于 方程 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 。 

8) 数值 解 的 稳定 性 取决 于 方程 的 形式 、 求 解 算法 以 及 积分 步 长 。 


7.10 Sw 


7.1 假设 外 加 恒定 的 膜 电流 ， 大 小 为 10pA/cm ， 请 计算 0 ~ 50ms 时 间 段 内 Hodgkin-Huxley 
模型 的 积分 〈 参 见 例题 7. 5) ， 并 完整 地 分 析 和 解释 所 得 到 的 结果 。 

7.2 如 图 7.18 Bras, Enderle 等 人 (2005) 用 两 房 室 系统 建立 了 病 火 体液 透析 过 程 的 模型 。 
其 中 ，R 为 病人 的 尿素 产生 速率 ，V 为 细胞 内 液体 积 ，V 为 细胞 外 液体 积 〈 即 血液 和 细胞 间 
W), C 和 C0, 分别 为 两 个 房 室 的 尿素 浓度 ，, 和 大 ,分 别 为 两 个 房 室 之 间 的 物质 传输 参数 ， 包 
为 透析 装置 的 尿素 清除 率 常数 。 






透析 装置 


VERSER 清除 的 尿素 








图 7. 18 病人 体液 透析 过 程 的 两 房 室 模 型 
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由 每 个 房 室 屎 素 的 非 稳 态 物质 平衡 原理 可 得 以 下 2 个 微分 方程 ; 


dc, 
Vi =E R- kp +h C, 
dt T UT i 
dc, a) 
V,— = Ay, 一 ky Cs 一 kC, 
dt 7 T 
某 病 人 X 的 参数 如 下 : 
R= 100mg/h ky = ky = 33L/h 
V, = 10L V, = 25L 


透析 装置 的 尿素 清除 率 常 数 为 如 =8L/h。 

病人 X 透析 之 前 的 血液 尿素 氮 (BUN) 浓度 为 150mg/L。 请 求解 微分 方程 组 (1), HE 
答 以 下 间 题 : 

(a) 要 使 BUN 下降 到 75mg/L， 病 人 需要 进行 几 小 时 透析 ? 

(b) 透析 之 后 再 过 多 久 病人 的 BUN 又 会 回升 到 150mg/L? 

Co) RF EFI ka RARE, flt, ka -0.7ko, ， 也 就 是 降低 组 胞 外 液 到 细胞 内 液 的 传 
输 速度 。 存 这 种 情况 下 求解 方程 组 ， 并 分 析 结 果 。 

请 说 明 如 何 求解 ， 并 作 图 显示 各 个 问题 中 尿素 浓度 C, 和 C, 随 时 间 变 化 的 曲线 。 

7.3 Huang (1994) 建立 了 人 体 生 理性 膝 跳 反射 的 计算 机 仿真 模型 。 敲 击 腿 的 膝盖 骨 韧 带 会 
产生 膝 跳 有 反射， 随后 是 钟 摆 式 的 振荡 。 其 产生 机 制 是 ， 印 击 膝 胜 时 ， 牵 拉 肌 肉 ， 使 其 中 的 感 
受 器 发 放 神 经 冲动 脉冲 ， 传 人 到 湖人 角 ， 上 峭 髓 的 反射 信号 通过 传 出 神经 传 回 至 股 四 头 肌 ， 从 而 
使 肌肉 突然 收缩 ， 使 小 腿 前 伸 。 肌 肉松 凶 之 后 ， 小 腿 就 像 阻尼 钟 扔 ， 会 来 回 振荡 数 次 ， 最 后 ， 
A pU SEE BL. 

Huang 在 建 模 时 作 了 如 下 假设 : 什 肌 和 屈 肌 相同 ， 只 是 作用 方向 相反 ; 传人 神经 和 传 出 
神经 的 末梢 数目 相等 ; 与 膝 跳 反射 系统 的 响应 速度 相 比 ， 神 经 信号 的 传递 瞬间 完成 ， 小腿 偏 
转角 度 较 小 ， 偏 转 范围 内 阻尼 系数 恒定 。 根 据 钟 摆 方 程 以 及 小 幅度 振荡 特性 ，Huang 建立 了 
如 下 二 阶 常 微分 方程 : 














ve do mgle 
T te + ( 2 T)8 20 (1) 
式 中 “9 一 一 膝 跳 反射 过 程 中 小 腿 的 偏转 角度 ; 
mm 一 一 小 腿 质 量 ; 
8 一 一 重力 加 速度 常数 ; 
/一 一 小 腿 长 度 ; 
d 小 腿 惯性 力矩 ; 


7 一 -等 长 肌肉 收缩 握 算 所 产生 的 增益 。 则 系统 的 加 有 频率 o, 为 
o. = (2) 


a = ——— (3) 


阻尼 内 子 a 为 
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c, 和 a 的 值 通过 实验 测 得 。 请 用 以 下 给 定 的 m、g、L、J、w, 和 o 的 值 求解 这 些 方程 ， 并 作 
图 显示 膝 跳 反 射 过 程 中 小 腿 角 度 随 时 间 变 化 的 曲线 。 

m= 4kg g = 9.8Im/s L = 0.34m 

J= 0. 154kg © m? w, = 6. 28rad/s a = 0.228 
用 初始 条 件 9 (0) =Orad fü dé (0) /dt =2mrad/s， 求 解 微分 方程 (1) 。 提 示 : 用 MATLAB 
的 solve 指令 求解 代数 方程 ， 用 dsolve 指令 求解 微分 方程 。 
7.4 习题 7.2 用 两 房 室 系 统 仿 真 了 病人 体液 的 透析 过 程 ， 如 图 7. 19 所 示 ， 改 用 单 房 室 模型 ， 
把 病人 的 总 体液 用 一 个 量 Vi 表示 。 








产生 的 


图 7.19 病人 体液 透析 过 程 的 单 房 室 模 型 
请 推导 这 个 单 房 室 模型 的 尿素 的 非 稳 态 质 量 平衡 方程 。 某 病人 的 单 房 室 模型 参数 如 下 : 
R=100mg/h — V, =35L k=8Lh 
病人 透析 之 前 的 血液 尿素 氮 (BUN) 浓度 为 150mg/L。 请 求解 该 系统 的 微分 方程 ， 并 回答 以 
下 问题 ， 
(a) 要 使 BUN 下 降 到 75mg/L， 病 人 需要 进行 几 小 时 透析 ? 
(b) 透析 之 后 再 过 多 久 病 人 的 BUN 又 会 回升 到 150mg/L? 
请 将 这 些 结果 与 习题 7. 2 两 房 室 模 型 得 到 的 结果 进行 比较 。 
7.5 图 7.20 所 示 是 一 个 描述 传染 病 的 简单 模型 。 其 中 ，5 为 疾病 易 感 人 群 的 人 数 ，7 为 感染 
人 和 群 的 人 数 ，R 为 感染 之 后 已 康复 (包括 死亡 ) 的 人 数 ，a 为 感染 速率 常数 ，B 为 康复 的 速率 
常数 。 假 设 康 复 病 人 对 传染 病 产生 免疫 能 力 。Edelstein-Keshet (1998) 建立 了 如 下 描述 这 3 
个 人 群 之 间 相 互 关系 的 动力 学 模型 ; 








dS __ asi 

dt 

df 

— = aS! -BI l 
d? B (1) 
dR 

— = pl 

dt P 


假设 有 一 位 携带 某 种 传染 性 极 强 的 新 流感 病毒 的 病人 ， 来 到 一 个 具有 1000 易 感 人 口 的 小 社 
区 ， 流 感 病毒 迅速 传播 ， 最 后 ， 所 有 易 感 人 口 都 得 了 流感 。 如 果 这 种 传染 病 的 速率 常数 为 : 
a = 0.005 A^! Jal" 

B=1 W" 
求解 微分 方程 组 (1) ， 并 回答 以 下 问题 : 
(a) 传染 病 达 到 高 峰 期 需要 几 周 ? 
(b) 在 传染 病 高 峰 期 病人 的 最 大 数目 是 多 少 ? 
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(c) 几 周 之 后 传染 病 衰 退 (病人 人 数 小 于 易 感 人 口 的 0.5% ) 2 





图 7.20 传染 病 的 简单 模型 
7.6 假设 上 题 传染 病 模型 中 的 康复 病人 会 失去 免疫 力 ， 重新 成 为 病毒 的 易 感 者 ( 见 
图 7.21)， 并且 ,假设 免疫 力 谱 失 的 速率 常数 为 y=0.1 周 -'，a fn B 的 值 与 上 是 相同。 求解 
新 模型 的 微分 方程 组 ， 并 回答 以 下 问题 : 
(a) 传染 病 达 到 稳 态 期 需要 几 周 ? 
(b) 传染 病 稳 态 期 的 病人 人 数 有 多 少 ? 
(c) 作出 相 图 ， 并 利用 雅 可 比 矩 阵 的 特征 值 分 析 解 的 稳定 性 。 








图 7.21 考 屿 免疫 力 汇 失 的 传染 病 改 进 模型 





7.7 著名 的 范 得 波 (van der Pol) 振荡 器 是 如 下 二 阶 非 线性 微分 方程 : 


d'u >, du 
ag MU we) teu = 0 (1) 
方程 的 解 是 一 个 稳定 的 振荡 。 范 得 波 用 这 个 方程 产生 的 振荡 来 模拟 心脏 搏动 等 生物 节律 ， 并 
作为 心脏 起 搏 器 的 模型 。 请 用 以 下 上 值 以 及 初始 条 件 求解 范 得 波 方程 : 
k = 1.0s"! u(0) = 2 无 量 纲 A = 0s” 
0 

并 确定 心律 为 1.25 W/s (BN 75 次 /min， 是 成 人 静 息 状态 下 的 典型 心律 ) 时 的 a 值 。 
7.8 众所周知 ， 细 莫 、 干 细胞 、 酵 母 菌 等 大 多 数 活 细胞 可 以 通过 细胞 分 裂 进行 自我 复制 。 生 
物体 的 生长 促使 其 物质 以 及 所 有 化 学 组 成 有 序 增 长 ， 接 着 就 是 细胞 分 裂 为 两 个 相同 的 子 细胞 ， 
或 者 像 酵母 菌 一 样 ， 分 裂 为 一 个 母 细胞 和 一 个 子 细胞 。 在 例题 7.6 中 ,我们 仿真 了 没有 细胞 
分 裂 的 干细胞 分 化 过 程 ， 那 个 细胞 分 化 模型 太 简单 ， 因 为 多 数 分 化 阶段 都 会 存在 细胞 复制 活 
动 。 细 胞 复制 标志 着 一 个 分 化 阶段 的 结束 和 下 一 个 分 化 阶段 的 开始 。 

人 体 每 天 要 产生 和 消耗 大 约 2000 亿 个 红细胞 ， 骨 骨干 细胞 转化 为 红细胞 的 过 程 称 为 红 细 
胞 生成 。 从 初始 阶段 的 原 红细胞 开始 ， 分 化 到 完全 成 熟 的 无 核 红 细胞 大 约 需 要 一 周 时 间 
( Palsson 和 Bhatia, 2004), [A 7. 22 描述 了 这 个 过 程 。 

假设 每 个 细胞 离开 模型 的 第 (i - 1) 个 房 定时 都 先 分 柳 成 为 两 个 细胞 ,再 进入 第 i 个 房 室 ， 
那么 ,由 质量 平衡 原理 可 以 导出 如 下 WN 个 房 室 的 微分 方程 : 

dX, 


—=]-kX, 
dt 
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2000 亿 
细胞 /天 





图 7.22 具有 复制 活动 的 干细胞 分 化 








dX, 
= 2k X, -k X, 

dt 

dX, 

— = 2k; X -kX 
dt 
dX, 

dt -2k, Xy — Ay Xy 


(1) 


另外 ， 假 设 分 化 过 程 产 生 的 所 有 红细胞 都 进入 血 流 ， 执 行 其 功能 之 后 死亡 ， 速 率 为 每 天 2000 
亿 个 细胞 。 健 康 人 体内 的 红细胞 数目 保持 常数 不 变 ， 也 就 是 处 于 稳 态 。 于 是 ， 血 流 平衡 方程 


为 


dX 
ER = 2k,X, - 200 x 10° = 0 
i 


用 以 上 微分 方程 组 求 红细胞 生成 的 数值 仿真 结果 ， 并 回答 以 下 问题 : 


(a) 分 析 这 些 方程 的 稳 态 情况 ， 用 了 和 上 表示 模型 每 个 房 室 的 稳 态 细胞 数目 针 * (i) 。 


(2) 


(b) 假设 干细胞 分 化 需要 经 历 10 个 分 化 阶段 (BIN = 10) ， 并 设 初始 条 件 和 转化 率 常 数 


为 
X,(0) = 0, 其 中 = 1,…,N 
kp = 2.2/ 天 ,其 中 =1,…,WN 


为 了 产生 每 天 所 需 的 2000 亿 个 红细胞 ， 每 天 共 需 要 多 少 干细胞 (1) 加 入 红细胞 生成 过 程 ? 





请 详细 解释 如 何 计算 该 7 值 。 


(c) 作 图 显示 这 N 个 分 化 和 复制 阶段 的 全 部 时 间 曲 线 ， 分 析 结 果 ， 并 将 所 得 结果 与 例题 


7.6 第 c 种 情况 的 结果 进行 比较 。 
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第 8 音 动态 系统 : 偏 微分 方程 


8.1 绪论 


物质 传输 是 生物 系统 功能 实现 的 基础 ， 生 物体 体重 的 大 部 分 是 传输 系统 的 体 
液 ， 给 体内 所 有 组 织 来 来 回回 运输 营养 物质 和 能 量 。 为 了 分 析 体 内 的 生理 过 程 和 
细胞 活动 过 程 ， 生 物 医学 工程 人 员 必 须 了 解 物质 传输 的 机 制 ， 并 且 能 够 求解 描述 
这 些 机 制 的 数学 模型 。 另 外 ， 许 多 用 于 诊断 和 治疗 的 医学 仪器 的 设计 和 操作 也 都 
需要 涉及 体液 的 流动 和 营养 物质 的 传输 。 

质量 守 便 定律 、 动 量 守恒 定律 和 能 量 守恒 定律 是 研究 物质 传输 过 程 的 理论 基 
础 ， 应 用 这 些 定 律 可 以 建立 方程 ， 用 于 描述 传输 系统 中 速度 、 温 度 、 浓 度 等 变量 
随时 间 和 地 点 所 发 生 的 变化 。 这 类 系统 具有 和 多 个 自 变 量 ， 其 动力 学 过 程 需 要 用 偏 
微分 方程 (Partial Differential Equation, PDE) 来 模拟 。 本 章 的 主要 内 容 就 是 讲 
述 偏 微分 方程 的 数值 解法 。 

生物 医学 工程 中 最 常见 的 偏 微 分 方程 都 是 一 阶 或 二 阶 方程 ， 本 章 就 着 重 讲述 
这 两 类 方程 。 其 中 ，8. 2 节 列举 了 生物 系统 偏 微分 方程 模型 的 一 些 例子 ，8.3 节 
介绍 偏 微分 方程 及 其 边界 条 件 的 分 类 ， 以 后 几 节 则 利用 有 限 差分 分 析 法 ， 建 立 一 
阶 和 二 阶 偏 微分 方程 数值 求解 的 算法 ， 并 用 这 些 方法 求解 本 章 提 到 的 几 个 生理 系 
统 模 型 。 

本 章 主要 包括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 用 偏 微 分 方程 建立 生理 系统 的 动力 学 模型 ; 

2) 用 有 限 差分 近似 法 表示 偏 微 分 方程 ; 

3) 求 偏 微分 方程 的 数值 解 ， 作 图 显示 结果 ， 并 解释 生物 系统 在 不 同 条 件 下 
的 动态 变化 过 程 ; 

4) 分 析 模 型 以 及 数值 解 的 准确 度 以 及 稳定 性 。 


8.2 生物 医学 系统 中 的 偏 微分 方程 


8.2.1 生物 膜 的 跨 膜 扩散 
细胞 的 组 成 大 部 分 为 有 机 化 合 物 和 水 ,水 占 了 人 体 体 重 的 60% 以 上 
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(Enderle 等 ，2005) 。 化 学 物质 通过 细胞 膜 进出 细胞 有 几 种 不 同 的 扩散 机 制 CS 
见 7.14 三)， 例如， 图 8. 1 的 模型 说 明了 葡萄 糖 和 氧气 等 营养 物质 的 跨 膜 扩 散 机 
制 。 图 中 所 示 是 一 小 块 细胞 膜 ， 为 了 简化 ， 假 设 膜 是 平 的 ， 并 且 营 养 物 质 在 细胞 
外 液 的 浓度 较 高 ， 因 此 ， 图 8. 1 中 的 扩散 自 左 向 右 进行 。 膜 的 厚度 (x 方向 ) 有 
FR, APL; 而 膜 的 长 度 (y 方 向) 和 宽度 (z 方 向 ) 相对 于 厚度 而 言 为 无 限 大 。 选 取 
膜 中 的 一 个 微分 元 〈 即 控制 体积 ) ， 厚 为 Ax， 其 垂直 于 x 方向 的 表面 积 为 4。 下 
面 我 们 在 此 控制 体积 处 建立 质量 平衡 方程 。 非 稳 态 质量 平衡 方程 的 一 般 形 式 为 

(物质 流入 速率 ) = (物质 流出 速率 ) + (物质 积累 速率 ) (8.1) 

进入 膜 的 物质 流量 由 Fick 第 一 扩散 定律 给 出 


] --Dp$€ | (8.2) 


式 中 J 一 一 流量 ， 单 位 为 moles/cm’/s; 
C 一 一 营养 物质 的 浓度 ， 单 位 为 moles/em ; 
D 一 一 营养 物质 在 膜 中 的 扩散 系数 ， 单 位 为 cm /s。 ; 
. 因此 ，Fick 定律 表明 物质 的 扩散 是 沿 着 浓度 降低 的 方向 进行 的 ， 其 扩散 速 
率 与 浓度 梯度 成 正比 ， 比 例 系 数 就 是 D。 在 某 时 间 段 Ac 上 将 式 (8.1) 应 用 于 控 
制 体积 ， 可 得 l 


C. oa E Caa 
At 


J,A p "m + “AAx (8.3) 





图 8.1 营养 物质 的 跨 膜 扩 散 
将 式 (8.2) RAA (8.3) ， 并 重 排 ， 可 得 
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dc dc 
C, rea T C, , _ |^ dx uas D dx x | 
A - Ax (8.4) 
使 Ax 和 At 趋 于 0, 求 式 (8.4). 的 极限 ， 得 到 如 下 偏 微分 方程 : 
ac  j9C 
at =D ax (8.5) 


该 方程 的 左边 是 浓度 随时 间 的 变化 ， 而 右边 则 是 膜 内 浓度 随 空间 的 变化 。 这 就 是 
Fick 第 二 扩散 定律 ， 是 一 个 一 维 非 稳 态 偏 微分 方程 ， 其 数值 求解 方法 将 在 8.5.2 
节 讲 述 ， 并 将 用 于 例题 8. 3 的 求解 。Fick 第 二 扩散 定律 的 三 维 形 式 为 
ac _ pfa. 9€, aC) 
ðt ax | Oy Or 
用 于 描述 x、y 和 =z 3 个 方向 都 存在 扩散 的 情况 。 


8.2.2 ”大 分 子 扩散 和 药物 释放 控制 


局 部 用 药 是 医学 中 的 常用 方法 。 有 人 用 Fick 第 二 扩散 定律 等 方程 模拟 了 药 
物 从 给 药 基质 跑 到 皮肤 表面 并 进入 皮肤 的 过 程 ( Kubota $$, 2002) 。 假 设 给 药 基 
质 的 厚度 为 L,， 则 其 中 的 药物 浓度 C, 可 以 用 如 下 方程 描述 : 








(8.6) 








8C, = D, 8 C, -L,xx0, t>0 (8.7) 
ot ox 
设 皮肤 厚度 为 人， 则 其 中 的 药物 浓度 C. 用 如 下 方程 描述 : 
x 2 
86, -Da OzxzL, t>0 (8.8) 
ðt Ox” 
AP D, 一 一 给 药 基质 的 扩散 系数 ; 





D, 一 一 皮肤 的 扩散 系数 。 
这 两 个 方程 在 给 药 基质 和 皮肤 的 接触 边界 耦合 在 一 起 。 利 用 聚合 材料 实现 经 
皮 给 药 就 是 这 类 问题 的 一 个 例子 ， 聚 合 物 可 以 释放 精确 控制 的 大 分 子 药 量 
(Randomsky 等 ，1990) ， 本 章 习题 8.5 介绍 了 经 皮 给 药 的 模型 。 


8.2.3 人 造血 管 中 的 细胞 迁移 


人 造血 管材 料 的 设计 是 组 织 工 程 和 组 织 修 复 领域 的 重要 研究 方向 。 人 造血 管 
植 入 体内 用 于 修复 被 损伤 或 闭塞 的 血管 时 可 能 会 发 生 细菌 感染 ， 白 细胞 是 抑制 急 
性 炎症 的 关键 因素 ， 因 此 ， 控 制 白细胞 在 人 造血 管 表面 的 运动 对 于 提高 植 人 假 体 
的 抗 感染 能 力 非常 重要 。 

Rosenson-Schloss 等 人 (2002) 利用 如 下 扩散 对 流 的 方程 描述 了 细胞 在 人 造 
材料 上 的 运动 : 
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ac ac ac 
at = Hp az = Day 3z 





(8.9) 


其 初始 条 件 和 边界 条 件 为 
当 ! 上 =0 且 z>0 时 C=0 

若 z =0 则 C = 6， (8. 10) 
若 z=z 则 C=0 
式 中 “一 一 细胞 在 人 造 材 料 表面 上 的 浓度 。 

式 (8.9) 右边 的 第 一 项 与 Fick 第 二 扩散 定律 相似 ,us 是 随机 迁移 系数 ; 
但 是 ， 方 程 右边 加 了 第 二 项 ， 也 就 是 对 流传 输 项 ，vwwr 为 细胞 的 定向 迁移 速度 。 
这 个 人 造血 管 问 题 将 在 例 8. 2 中 作 进 一 步 讨 论 。 


8.2.4 生理 血管 和 体外 管道 中 的 流体 流动 


生物 流体 十 分 复杂 ， 既 具有 类 似 固 体 的 性 质 ， 又 具有 类 似 液体 的 性 质 ， 并 且 
还 会 随 着 时 间 的 不 同 而 发 生变 化 。 生 物流 体 有 血液 、 润 滑 关节 的 滑 液 、 诛 巴 液 、 
眼球 玻璃 体 中 的 凝 胶 液 等 等 (Truskey 等 人 ，2004)。 定 量 分 析 血 流 的 特性 对 于 
认识 生理 和 病理 机 制 、 设 计 和 使 用 血 流 治疗 仪器 都 非常 重要 。 

最 简单 的 情况 下 ， 动 脉 血 流 可 以 看 作 周 期 性 压力 场 作用 下 的 刚性 圆 管 中 不 可 
压缩 牛顿 流体 的 层 流 ， 如 果 血 流 中 只 存在 速度 为 v, 的 轴 向 流动 ,那么 ， 可 以 用 
如 下 柱 形 坐 标 系统 的 Navier-Stokes 方程 来 描述 : 


当 : >0 








加- Z 
假设 压力 梯度 周期 性 变化 的 频率 为 ww， 用 于 模拟 心脏 的 搏动 ， 其 方程 为 
-ôP _ AP cos (xt) (8.12) 
Oz L 


该 模型 的 求解 作为 本 章 的 习题 8. 6。 


8.3 偏 微分 方程 分 类 


偏 微分 方程 是 根据 阶 数 、 是 否 为 线性 以 及 边界 条 件 分 类 的 。 方 程 中 所 出 现 的 
最 高 阶 偏 导数 的 阶 数 就 是 偏 微分 方程 的 阶 ， 下面 是 一 阶 、 二 阶 和 三 阶 偏 微分 方程 
的 例子 : 





ðu Qu 
E ðu du_g 8.13 
Br Ox a OY ( ) 
一 阶 du, o (8. 14) 
ox ay 
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= a u)? au ðu _ 
三 阶 (4) + 3t ay (8.15) 
偏 微分 方程 可 以 分 为 线性 、 拟 线性 以 及 非 线性 方程 。 假 设 有 如 下 二 阶 方程 : 
oy EU 155p) S98 uu 9 qae) = 
a(*) à» + 26(:) axa) +e(+) ag *d(*) 20 (8. 16) 


如 果 其 系数 为 常数 ， 或 者 只 是 自 变量 的 函数 ， 也 就 是 (') = (x,y), WR 
(8.16) 是 线性 方程 。 如 果 系 数 为 因 变 量 或 者 因 变 量 导 数 的 函数 ， 但 导数 的 阶 数 
低 于 微分 方程 的 阶 数 ， 也 就 是 (:) = (x,y,u,9uex,ouway) 则 式 (8.16) 是 拟 
线性 方程 。 最 后 ， 如 果 系 数 为 因 变量 导数 的 函数 ， 且 导数 的 阶 数 与 方程 的 阶 数 相 
同 ， 也 就 是 (.) = (x,y,u,20'u/ox ,d°u/day ,d°u/axdy) , MÈ (8.16) 是 非 线 
性 方程 。 根 据 这 些 定义 , 式 (8.13) 是 线性 的 , 式 (8.14) 是 拟 线性 的 ， 式 
(8.15) 则 蚌 非 线性 的 。 

两 个 自 变 量 的 线性 二 阶 偏 微分 方程 可 以 进一步 分 成 3 种 规范 类 型 : 椭圆 型 、 
抛物 型 和 双 曲 型 。 这 类 方程 的 一 般 形式 为 

a s +26 oe +c ot o. 

其 中 的 系数 只 是 常数 ， 或 者 是 自 变量 的 函数 。 用 如 下 标准 区 分 3 种 不 同 的 规范 类 
型 : 





ress tfurg=0 (8.17) 


4b -ac < 0 时 ,方程 为 椭圆 型 ; (8. 18) 
Mb -ac = 0 时 ,方程 为 抛物 型 ; (8. 19) 
M b -ac > 0 时 ,方程 为 双 曲 型 。 (8. 20) 


如 果 g =0， 则 式 (8.17) 为 齐 次 微分 方程 。 
分 别 与 这 3 种 规范 型 方程 相 一 致 的 典型 的 二 阶 偏 微分 方程 有 : 
拉 普 拉 斯 方程 为 椭圆 型 方程 ， 即 





EE (8.21) 
扩散 方程 ， 也 就 是 热传导 方程 ， 为 抛物 型 方程 ， 即 
^u 
2u sač (8.22) 
波动 方程 为 双 曲 型 方程 ， 即 
du _ ou (8, 23) 
ot ax 


下 面 将 证 明 偏 微分 方程 的 求解 方法 取决 于 它们 的 规范 类 型 。 由 于 这 些 方 程 的 
系数 可 以 是 自 变量 的 消 数 ， 因 此 ， 在 积分 区 间 (x,y) 上 方程 可 以 从 一 种 规范 形 
式 转变 成 男 一 种 形式 。 
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8.4 初始 条 件 和 边界 条 件 


为 了 求 得 偏 微 分 方程 的 惟一 数值 解 ， 必 须 给 定 方程 的 初始 条 件 和 边界 条 件 。 
偏 微分 方程 的 边界 条 件 也 可 以 分 成 3 类， 下 面 利 用 8.2. 1 节 建 立 的 一 维 非 稳 态 扩 
散 方 程 加 以 说 明 ， 该 方程 为 
此 方程 用 于 描述 固体 或 液体 薄片 材料 (比如 细胞 膜 ) 中 的 浓度 变化 。 基 中， 假 
设 物质 传输 只 发 生 在 x 方向 ( 见 图 8.2)。 下 面 是 3 类 边界 条 件 : 

Dirichlet 边界 条 件 〈 即 第 一 类 边界 条 件 ) : 

在 固定 的 自 变 量 值 上 给 定 因 变量 的 值 。 例 如 ， 扩 散 方程 的 Dirichlet 类 型 初始 
条 件 可 以 是 


(8.24) 


Clg = f(x) 当 ! =0 且 0<x<1 时 
或 者 C| a= €, 41=0HO0<x <1 At 


这 些 初始 条 件 指定 了 细胞 膜 内 的 初始 浓度 是 位 移 的 函数 1(x) ,或 者 是 常数 C, 
(ILIR 8. 2a) Dirichlet 类 型 边界 条 件 表示 为 
C| = f) 当 x =OHt >On 
7H C| =C, “4x =1Ht+ >on 
这 些 边界 条 件 指定 了 左边 界 上 因 变 量 的 值 是 时 间 的 函数 f(t) ， 比 如 ， 这 可 以 指 
细胞 膜 左边 〈 胞 外 ) 的 溶液 浓度 是 根据 预先 设 定 的 规律 变化 的 ; 而 右边 界 上 因 
变量 的 值 是 常数 C,， 比 如 ， 溶 液 量 很 大 时 ， 可 以 认为 其 浓度 恒定 不 变 ( 见 图 
8. 2a), 
Neumann 边界 条 件 〈( 即 第 二 类 边界 条 件 ) : 
因 变 量 的 导数 给 定 为 常数 或 者 自 变量 的 函数 。 例 如 ; 
aC) =0 Gx =1 At >0 时 
ax |. 
该 条 件 指定 了 右边 界 上 的 浓度 梯度 为 0。 在 膜 扩 散 问 题 中 ， 这 种 情况 在 理论 上 等 
价 于 细胞 膜 右边 贴 上 了 防 渗 材料 ( 见 图 8. 2b) 。 
Cauchy 边界 条 件 : 将 以 上 Dirichlet 边界 条 件 和 Neumann 边界 条 件 结合 在 一 
起 ， 就 称 为 Cauchy 边界 条 件 ( 见 图 8. 2b)。 
Robbins 边界 条 件 ( 即 第 三 类 边界 条 件 ): 
因 变 量 的 导数 给 定 为 因 变 量 自身 的 函数 。 对 于 膜 扩散 问题 ， 在 细胞 膜 与 溶液 
之 间 界 面 上 的 传输 速率 可 以 受到 边界 层 中 的 对 流 的 控制 ， 于 是 ， 传 输 速率 就 与 界 
面 和 溶液 之 间 的 浓度 差 有 关 ， 也 就 是 
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x=0 ein 
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0 
b) 
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边界 层 
i 
t>0 
C = 
sel C ! 
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t=0 Co 
0 1 X: 
c) 





扩散 问题 的 初始 条 件 和 边界 条 件 举例 
a) Dirichlet 边界 条 件 b) Cauchy 边界 条 件 (Dirichlet 边界 条 件 和 Neumann 边界 条 件 的 结合 


c) 左边 为 Robbins 边界 条 件 ， 右 边 为 Dirichlet 边界 条 件 
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pee =k(C|,..-C) Mx -0Ht»0H 
. | 


式 中 太一 一 流体 界面 层 的 对 流质 量 传输 系数 (ILE 8. 2c) 。 

根据 初始 条 件 和 边界 条 件 ， 偏 微分 方程 还 可 以 进一步 分 为 初 值 问题 和 边 值 问 
题 。 对 于 初 值 问题 ， 至 少 有 一 个 自 变 量 是 开 域 的 。 例 如 ， 在 非 稳 态 扩 散 问题 中 ， 
时 间 变 量 的 取 值 范围 为 0<1<w ， 在 上 = o 处 无 给 定 条 件 ， 因此， 这 是 一 个 初 值 
问题 。 如 果 所 有 自 变 量 的 取 值 区 域 都 是 封闭 的 ， 并且 ， 所 有 边界 上 都 给 定 了 条 
件 ， 那 么 这 个 问题 就 是 边 值 问题 。 如 下 方程 描述 的 三 维稳 态 热 传导 问题 就 是 一 个 
边 值 问题 : 





aT aT aT o (8.25) 
x oy Oz 
所 有 6 个 界面 上 的 边界 条 件 为 


T(0,y,z) — tact 
m Pf 





T(x,0,z) 


2 T(x,y,0) E 
= 给 - 给 
r1] 给 定 值 | x 


8.5 求解 偏 微分 方程 


在 第 6 章 ， 我们 建立 了 有 限 差分 法 ， 并 且 证 明了 利用 有 限 差分 算 子 代替 微分 
算 子 可 以 得 到 具有 任意 阶 次 准确 度 的 导数 的 近似 值 。 

本 节 ， 我 们 采用 同样 的 处 理 方 法 ， 用 有 限 差分 来 表示 偏 导数 。 偏 微分 方程 包 
含 多 个 自 变量 ， 因 此 ， 如 图 8.3 所 示 ， 我 们 先 分 别 建立 2 个 自 变 量 和 3 个 自 变量 
的 二 维和 三 维 网 格 。 

符号 (i,j) IG j,k) 分 别 用 于 表示 二 维 网 格 和 三 维 网 格 的 节点 ， 其 中 , i、j 
Wk NI x. y 和 z 方 向 的 节点 计数 。 对 于 非 稳 态 问题 ， 还 有 一 个 时 间 自 变量 ， 
用 计数 器 n 表示 时 间 维 ,那么 就 有 (i,j,k,n) 。 为 了 尽 可 能 简化 表达 形式 ， 一 般 
忽略 下 标 ， 必 要 时 才 使 用 下 标 。 网 格 节点 之 间 的 距离 用 Ax. Ay 和 Az 表示 。 当 
时 间 也 是 自 变量 时 ， 用 Al 表示 时 间 步 长 。 

下 面 就 用 有 限 差分 来 表示 一 阶 、 二 阶 以 及 混合 偏 导数 。 这 里 只 解释 利用 中 心 
差分 法 求 近似 值 的 推导 过 程 ， 有 关 利 用 向 前 差分 法 和 向 后 差分 法 得 到 的 结果 只 在 


表 中 列 出 相应 的 公式 。 
u XIT x 求 偏 导数 ， 就 是 意味 着 y 和 z 的 值 保持 不 变 ， 因 此 
du = du (8. 27) 
ox dx jk 








GE 


利用 中 心 差分 法 求 一 阶 导 数 近似 值 的 公式 是 式 (6. 40)， 将 其 转化 到 三 维 空间 ， 
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i+], j+l 


i+l,j 


i+1,j-I 





图 8.3 有 限 差分 网 格 
a) 二 维 网 格 b) 三 维 网 格 




















可 得 
1 
on = 2Ax ie ik — Wii ya) + OCAx^) (8. 28) 
ijk 
同 理 , y 和 := 方向 的 一 阶 偏 导数 为 
1 
a = Jay Via = lijar) + O( Ay’) (8. 29) 
jk 
1 7 
x = Tart Ui jeer 7 uaa) + OC Az”) (8. 30) 
ij. 
同样 ， 用 式 (6.41). 表示 的 二 阶 中 心 差 分 偏 导 数 为 
Ou 1 
as i = Da Mista — 2u, i, * Ui ja) + O( Ax’) (8. 31) 
ij. 
? 1 
a = Ay’ Ui jal T 2u, i, * Us aa) * O( Ay’) (8. 32) 
ij. 
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1 
x = Ag Uus 7 -2u, ja t uaa) + OCAZ) (8. 33) 
Gk 
最 后 ， 混 合 偏 导数 为 
au 9 | du 
= >、 | 一 8. 34 
ayoz a — 0y | ax | (8. 34) 








TE (i,j,k) 处 对 3u/9x 实行 0/gy 运算 等 价 于 在 (i,j + 1,k) MG - 1,k) 两 点 计算 
du/dx fA, At 











dru 
OYOK lik 
d. 1 2 2 
~ 2Ay aut +1 j+l,k 一 LU) 一 Aa! isl j-t 一 Ui jaa? *OCAx + Ay) 
1 2 
= AAxAy nina 7 Ua gau 7 Bag Piaj) + O(A? + Ay) (8. 35) 


de 8. 1 归纳 了 以 上 偏 导 数 的 中 心 差分 近似 公式 。 表 8. 2 和 表 8.3 则 给 出 了 相 
应 的 向 前 差分 和 向 后 差分 的 近似 公式 。 至 于 选择 哪 一 种 差分 来 表示 偏 导数 ， 取 决 
于 被 求解 问题 的 特性 、 模 拟 对 象 的 几何 形状 、 以 及 边界 条 件 的 类 型 。 由 第 6 章 的 
讨论 可 知 ， 中 心 差分 法 的 准确 度 比 向 前 差分 法 和 向 后 差分 法 都 要 高 ， 因 此 ， 中 心 
差分 法 将 是 我 们 的 首选 。 但 是 ， 有 时 使 用 中 心 差分 法 得 到 的 数值 解 会 不 稳定 
(参见 8. 5.2 节 ) ， 这 时 就 需要 用 向 前 差分 法 或 向 后 差分 法 。 另 外 ， 如 果 边 界 条 
件 是 Neumann 类 型 或 者 Robbins 类 型 的 ， 根 据 系统 的 几何 特性 ， 可 能 用 向 前 差分 
法 或 向 后 差分 法 表示 偏 导数 更 合适 (参见 8. 5. 1 节 )。 


R81 偏 导数 的 中 心 差分 近似 公式 

















i 导 数 中 心 差分 BR x 
P ud gas Ca Tad) O( Ax") 
m zu; tuna - uaa) O( Ay") 
p id Can Tja) O(AZ) 
a " Agua -2ujj, + iaa) O( Ax’) 
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( 续 ) 
偏 导 数 中 心 差分 误 差 
日 六 1 
ay lua ai Ct -Ruija tuia) O( Ay’) 
à?u l 
àz lija ag ijan 7 ia taa) OC Az) 
tafe 
aru 1 
IYS lii AAA ttsh T Ui jare T Bint j-i Y Uii jt a) O( Ax? + Ay!) 
E82 偏 导 数 的 向 前 差分 近似 公式 
偏 导 数 向 前 差分 误 差 
au 1 
9x la as Chua T Higa) OCAx) 
au 
ay la Ay una -a ga) OCAy) 
ðu 1 
Bz ja a tiv tet 7j) OC Az) 
au 2 
an ua axi Uta Quist ja + Wi) O( Ax) 
^u 1 
ay? ， a Cuna = Rija t Uii.) O( Ay) 
ij 
à^u 
P s Ag ua -2ujjaa + ja) O( Az) 
^u 
ayaa |, AxA in iet - uua T Uu t Mig) O( Ax + Ay) 
HN e 











R83 偏 导数 的 向 后 差分 近似 公式 











偏 导 数 向 后 差分 误 # 
Ou 1 

ax id Ax Ujjg T Ui_1 ,4) OC Ax) 

ðu 1 

oy d Ay C 7 Ui pik) Oo Ay) 

ðu 1 

az lua Ag tisk Ui pee) O( Az) 

aru 1 

ax ; Ad Uus -2uj jy + Uia) O( Ax) 

id 
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(5) 
ja 导 Be 向 后 差分 R # 
s us icm S Ru; jaa thy ak) O( Ay) 

2 " dos -2ujaa tug) O( Az) 
ze m Asi; (aid — ya T Maga * Maga) O( Ax + Ay) 














如 果 使 用 更 高 准确 度 的 有 限 差 分 近似 公式 ， 例 如 ， 中 心 差分 法 的 式 (6. 44) 
FUIR (6. 45)， 向 前 差分 法 的 式 (6.31) 和 式 (6.32)， 以 及 向 后 差分 法 的 式 
(6.18) 和 式 (6.19)， 相 应 地 就 可 以 得 到 具有 较 高 准确 度 的 偏 导数 公式 。 但 是 ， 
由 于 包含 的 计算 项 很 多 ， 需 要 的 计算 时 间 会 很 长 ， 因 此 ， 高 准确 度 的 公式 并 不 常 
用 。 

本 章 后 面 几 节 讲述 应 用 有 限 差 分 近似 法 求解 椭圆 型 、 抛 物 型 和 双 曲 型 偏 微分 
方程 的 方法 。 

8.5.1 椭圆 型 偏 微分 方程 

在 稳 态 扩散 和 热传导 问题 中 经 常 遇 到 椭圆 型 偏 微分 方程 。 例 如 ， 描 述 二 维稳 

态 扩散 的 Fick 第 二 定律 [ 即 式 (8.6) ] 可 以 简化 为 
L&C o (8.36) 
这 种 形式 的 偏 微分 方程 称 为 拉 普 拉 斯 方程 。 下 面 讨 论 椭 圆 型 偏 微分 方程 的 数值 解 
法 ， 先 看 这 个 二 维稳 态 扩散 问题 的 一 般 形 式 
ox? ay! 
用 中 心 差分 近似 公式 (8.31) 和 式 (8.32) 替换 两 个 二 阶 偏 导数 ， 可 得 


=0 (8.37) 





1 1 
ad (Win -2u,j, + Ui ja) + Ay Cuna ~ uj + Ui ja) = 0 (8. 38) 
重 排 成 为 
1 1 1 1 1 1 
(st ases t Uses t nes (Bz) + s) = 0 








这 是 包含 了 5 个 邻近 网 格 节点 上 因 变 量 的 值 的 线性 代数 方程 。 
如 图 8.4 所 示 ， 一 个 长 为 工 宽 为 WEAR, WIRE * 方向 分 成 a, Bt, 
在 y 方 向 分 成 n, 段 ， 整 个 矩形 共有 ( + 1) x (n, +1) 个 节点 , 其 中 的 
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(n, 一 1) x(n, - 1) 个 是 内 部 节点 。 对 每 个 内 部 节点 写 出 方程 (8. 39) ， 则 得 到 
一 个 由 O(n, - 1) x (n,- 1) 个 线性 代数 方程 构成 的 方程 组 ， 其 中 包含 有 (n, +1) x 
(n, +1) -4 个 未 知 数 (4 个 角 上 的 节点 不 出 现在 方程 组 中 ) 。 该 方程 组 求解 所 需 
的 其 他 信息 由 边界 条 件 提供 。 如 果 边 界 条 件 是 Dirichlet 类 型 的 ， 那 么 因 变 量 在 所 
有 边界 节点 上 的 值 已 知 ; 如 果 边 界 节点 上 的 边界 条 件 有 Neumann 类 型 或 Robbins 
类 型 的 ， 只 是 给 定 了 边界 上 的 偏 导数 值 ， 那 么 这 些 边界 条 件 本 身 也 必须 用 有 限 差 
分 的 近似 值 来 计算 ， 下 面 说 明 这 一 点 。 
假设 Neumann 类 型 和 Robbins 类 型 的 边界 条 件 具 有 如 下 统一 的 形式 : 
a = B+yu (8. 40) 


当 y=0 时 ， 该 式 为 Neumann 边界 条 件 ; 34 y 0 Hf, YAXX Robbins 边界 条 件 。 
B 可 以 是 任意 数值 ， 包 括 0。 用 有 限 差分 近似 值 蔡 代 式 中 的 偏 导数 ， 就 可 以 求 得 
边界 条 件 。 如 果 用 中 心 差分 法 ， 则 式 (8.40) 成 为 

zin 一 Wiaj) = BT+ Yu (8.41) 
这 个 近似 公式 只 是 在 具有 Neumann 条 件 或 Robbins 条 件 的 边界 上 才 成 立 。 但 是 ， 
如 果 在 边界 上 采用 中 心 差 分 法 ， 就 要 引入 处 于 对 象 之 外 的 虚拟 节点 ， 因 而 使 问题 
的 求解 复杂 化 。 而 在 边界 上 采用 向 前 差分 法 或 向 后 差分 法 就 不 会 引 和 人 虚拟 节点 。 
在 边界 上 使 用 的 向 前 或 向 后 差分 法 应 该 与 替代 微分 方程 导数 的 有 限 差分 近似 法 具 
有 相同 的 准确 度 阶 数 。 因 此 ， 在 这 里 应 该 用 一 阶 导 数 的 O(n?) 阶 向 前 或 向 后 差 
分 公式 [分 别 为 式 (6.31) 和 式 (6.18)]。 下 面 说 明 这 些 公 式 在 矩形 对 象 的 4 
条 边界 上 的 用 法 。 


















































- | 





图 8.4 一 个 矩形 对 象 网 格 ,n, 28, n, =6 (共有 63 个 节点 ,其 中 35 个 是 内 部 节点 ) 
在 x 的 下 边界 ，x =0 县 =1。 用 向 前 有 限 差分 [BA (6.31) ] 替换 
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Neumann 或 Robbins 条 件 即 [st (8.40)] 中 的 导数 ， 并 且 ， 解 得 如 下 uw ,的 值 ; 
4u;,,; Uny - 2AxB 
"i 77 (3 £2Axy) 
AARE x 的 下 边界 存在 Neumann 或 Robbins 条 件 时 才 成 立 。 
在 x 的 上 边界 ,x =L Hi-n, +l, ABA [BIX (6.18)] 替换 
Neumann 或 Robbins 条 件 中 的 导数 ， 并 且 ， 解 得 如 下 wi 的 值 : 
uv = 其中 i=n +l (8.43) 
3X (8.43) 只 在 x 的 上 边界 存在 Neumann 3 Robbins 条 件 时 才 成 立 。 
在 y 的 下 边界 ,y=0 月 j=1。 用 向 前 有 限 差分 [ 即 式 (6.31)] 替换 Neu- 
mann 或 Robbins 条 件 中 的 导数 ， 并 且 ， 解 得 如 下 uw ,的 值 : 
4u; ja T Uij 一 2A . 
u; = : (3 + 2Ayy) YB 其 中 j=l (8. 44) 
式 (8.44) 只 在 y 的 下 边界 存在 Neumann at Robbins 条 件 时 才 成 立 。 
在 y 的 上 边界 , y=WHj=n, +1。 用 向 后 有 限 差分 [BIR (6. 18)] 替换 
Neumann 或 Robbins 条 件 中 的 导数 ， 并 且 ， 解 得 如 下 u ,的 值 : 
uj = S SE ,其 中 jan, +l (8.45) 
该 式 只 在 y 的 上 边界 存在 Neumann 或 Robbins 条 件 时 才 成 立 。 
式 (8.39) 及 其 相应 的 边界 条 件 组 成 了 一 个 线性 代数 方程 组 ， 用 高 斯 法 可 
以 求解 这 个 方程 组 。 而 且 , 式 (8.39) 是 一 个 “边界 线 ” 对 角 占 优 系 统 ， 因 此 ， 
可 以 用 高 斯 - 赛 德 尔 (Gauss-Seidel) 法 (参见 4.5.2 47) 求解 这 个 问题 。 重 排 式 
(8.39) 求 得 如 下 ;的 值 ; 





,其 中 i=l (8. 42) 








] ul Wis + uj) * aC * uiia) 
HOC 1 1 
(se tay) 
A (8.46) AWA TRB REEMA. BUS uw ,都 要 有 初始 估计 
值 ， 通 过 Dirichlet 边界 条 件 的 平均 计算 可 以 方便 地 求 得 这 些 值 。 
如 果 使 用 等 距 网 格 ， 即 Ax = Ay， 则 式 (8.46) 可 以 简化 为 
us = Wary + Uii i Hj, T Ug (8.47) 
也 就 是 拉 普 拉 斯 方程 中 节点 GL) 处 因 变量 的 值 是 该 节点 上 下 左右 4 个 节点 值 的 
算术 平均 。 图 8. 5 显示 了 这 种 计算 模式 ， 有 时 被 称 为 “5 点 格式 ”。 
同 理 ， 利 用 三 维 空间 的 有 限 差分 近似 法 可 以 将 如 下 三 维 椭圆 型 偏 微分 方程 转 
化 为 线性 代数 方程 。 


(8. 46) 
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图 8.5 等 距 网 格拉 普 拉 斯 的 计算 模式 
[ 每 个 圆圈 中 的 数值 是 微分 方程 (8.47) 中 该 节点 的 系数 ] 


2 2 2 
ðu ou du 





ox ay a2 (8.48) 
将 式 (8.31) -3X (8.33) 代入 式 (8.48)， 可 得 
d Uia 7 Dis +454) * (uua — 2U,,, t uu 
ae irl jk Ju ijk) Ay Jn Jk Jj 1a) (8.49) 
+ Az Wij eer 72Ujj4 + Uy) =O 
对 于 等 距 网 格 ， 即 Ax = Ay = Az， 该 式 可 以 简化 为 
u - Uist ke T Uige T Uia t Rag + Uia + Mii (8. 50) 





ij,k 6 
与 二 维 的 情况 相同 ， 节 点 (i,j,k) 处 因 变 量 的 值 是 该 节点 的 6 个 邻近 节点 值 的 算 
ACES]. E8. 6 显示 了 三 维 椭圆 型 偏 微分 方程 的 计算 模式 。 








图 8.6 等 距 网 格 三 维 椭 圆 型 偏 微分 方程 的 计算 模式 
[每 个 圆圈 中 的 数值 是 微分 方程 (8.50) 中 该 节点 的 系数 ] 
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非 齐 次 拉 普 拉 斯 方程 就 是 泊 松 方程 ， 即 


Fu gu 





ax tap 400m (8.51) 
该 方程 也 属于 椭圆 型 偏 微分 方程 。 以 下 这 个 泊 松 方程 

9,86. p 

as tay 7T (8.52) 


可 用 于 描述 在 均匀 压力 p 的 作用 下 ， 张 力 为 了 的 拉 伸 膜 的 位 移 由 。 泊 松 方程 的 有 
限 差分 公式 为 





由 式 (8.53) TRIE uA 


1 I 
一 了 人 Uii 十 uj.) * —3;( Ui + uiia) 


Ax’ Ay - fis 8. 54 
| Has ^a Gea) 
x y Ax Ay 

下 面 的 例题 8. 1 说 明了 拉 普 拉 斯 ( 泊 松 ) 椭圆 型 偏 微分 方程 的 数值 求解 方 
法 。 

例 8.1 拉 普 拉 斯 ( 泊 松 ) 方程 的 求解 一 一 张力 和 压力 作用 下 的 膜 动力 学 。 
问题 陈述 : 

耳蜗 是 内 耳 的 一 部 分 ， 是 一 个 充满 液体 的 小 室 ， 其 中 包含 了 将 声音 信和 号 转化 
为 神经 信号 的 生理 结构 。 耳 蜗 由 基底 膜 分 成 两 个 腔 ， 上 腔 为 前 庭 ， 下 腔 为 鼓 阶 。 
耳 道中 的 外 部 声音 压力 可 以 使 基底 膜 产生 位 移 。 如 下 泊 松 方程 描述 了 在 张力 7 
$0355] FR 7] p 作用 下 的 膜 的 位 移 ob: ` 





dg, od __ p (8.52) 
ax ay T 
假设 膜 的 面积 为 1cm ， 膜 的 四 边 都 牢固 地 固定 在 支架 上 ， 因 此 ， 周 边 上 没有 位 


移 ， 即 
$(0,y) = 0， $(1,y) = 0， $(x,0) = 0， $(x,1) 20 
请 用 以 下 参数 值 求 膜 的 位 移 由 
T. = 0. 5em™ 


并 用 三 维 图 形 作 图 显示 计算 结果 。 
解 : 

下 列 程序 利用 高 斯 - 赛 德尔 迭代 法 以 及 Dirichlet, Neumann 或 Robbins 类 型 边 
界 条 件 ， 计 算 二 维 拉 普 拉 斯 ( 泊 松 ) 方程 [ 即 式 (8.46) 或 式 (8.54)] 的 有 
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限 差 分 数值 解 。Neumann 和 Robbins 类 型 的 边界 条 件 用 式 (8.42) ~È (8.45) 
求 值 。 


oe 


example8  1.m-This program solves the two-dimensional 


oec 


Laplace or Poisson equation with Dirichlet, Neumann, 


oe 


or Robbins boundary conditions. The program uses finite 


oe 


differences and the Gauss-Seidel method. It is applied to 


o? 


the calculation of the displacement of a stretched membrane. 


clc; clear all; 
bcdialog =[' Lower x boundary condition:' 

' Upper x boundary condition:' 

' Lower y boundary condition:' 

' Upper y boundary condition:']; 
bc-zeros(4,3); $% zero the boundary conditions 
disp("' Solution of the Laplace or Poisson equation') 
disp (' (Two-dimensional elliptic partial differential equation) ') 
disp(' '); disp(' ') 
disp(' Upper y boundary 





disp(' 

disp(' | 
disp (' | 
disp(' | 
disp(' | ' 

disp('Lower x | Upper x' 
disp ("boundary | boundary' 
disp (' | | 
disp (' | ' 
disp (' Y 
disp(' x length (L) ' 
disp (' 0 ' 
disp (' Lower y boundary ' 





eee ee ea ea es aes ~ 


disp (''); 
L=input (' Length of the object (x-direction) (cm) ='); 
W-input(' Width of the object (y-direction) (cm) ='); 


266 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





nx = input ( Number of divisions in x-direction ="); 
ny =input (' Number of divisions in y-direction ="); 
disp(''); 
f =input ("Right-hand side of the Poisson equation (f) ='); 
disp(''); guess = input (' Initial starting guess = '); 
disp(''); disp(' Boundary conditions:') 
for k=1:4 

disp('') 
disp (bcdialog (k,:)) 
disp('1-Dirichlet') 
disp(' 2 -Neumann') 
disp('3 -Robbins') 


be (k,1) -input(' Enter your choice:'); 


if bc(k,l) ==1 
bc(k,2) =input (' Value of Dirichlet boundary ="); 
end 
if be (k,1) == 
be (k,2) =input (' Value of Neummann boundary ='); 
end 
if be (k,1) == 
disp (' Value of Robbins boundary:'); 
disp (' u'' = (beta) + (gamma) *u') 
be (k,2) =input(' Constant (beta) ='); 
be (k,3) =input (' Coefficient (gamma) ='); 
end 
end 
dx =L/nx; dy=W/ny; $ Calculate the increments 


x =[0:nx] * dx; y=[0:ny] * dy; 

u=guess * ones (nx +1,ny+1); % Set initial guess for all values of u 
U=u; 

count =0; iter =0; $ Zero the counters 

total points = (nx +1) * (ny+1); 

while count < (total points) 

count 20; iter=iter+1; 


$ Set the boundary conditions 
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% Lower x boundary condition 
i=1; 
switch bc (1,1) 
case 1 
u(i,:) =be(1,2); 
case 12, 3| 
udi,:) =(4* u(itl,:) -u(i+2,:)-2 *dx*be(1,2))/(3 +2 * dx * 
be (1,3)); 
end 
% Upper x boundary condition 
L=nx+1; 


switch bc (2,1) 


case 1 
u(i,:) -bc(2,2); 
casel2, 3} 
u(i,:)- (A4*u(i-1,:)-u(i-2,:) *2* dx *bc(2,2))/(3-2 * dx * 
bc(2,3)); l 
end 


% Lower y boundary condition 


jal; 
switch be (3,1) 
case 1 
u(:,j) =be (3,2); 
case!2, 3} 
u(:,3) =(4*u(:,j +1) -u(:,34+2) -2* dy *bc(3,2))/(3 +2 * dy* 
be (3,3)); 
end 


$ Upper y boundary condition 


j=ny+1; 
switch bc (4,1) 
case 1 

u(:,j) =be (4,2); 
casel2, 3} 


u(:,3) = (4*u(:,j -1) ~ul:,j3 -2) +2 * dy * be (4,2))/(3 -2 * dy* 
be (4,3)); 
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end 
% Evaluate all internal points using Gauss-Seidel method 
for i=2:nx 
for j =2:ny 
u(i,j) = ((a(i +1,5) t+u(i-1,35))/dx*2 + (u(i,j +1)... 
tu(i,j-1))/dy*2 -£)/ (2 * ((1/dx^2) + (1/dy^2))); 
end 
end 
% Examine convergence 
for i=linx+1 
for j=l:ny+1 
if u(i,j) ~=0 
if abs ((U(i,j) -u(i,j))/u(i,j)) <=le-12 
count =count +1; 
end 
else 
if abs((U(i,j) -u(i,j))) <=le-12 
count =count +1; 
end 
end 
end 
end 
U=u; 


end 


fprintf ('\n Iterations =% g ',iter) 

fprintf ('\n Points converged=% g/% g \n\n', count, total points) 
disp(' The matrix of results is:') 

u' 

$ Plot the final results 

clf; figure (1); surf (x,y,u') 

xlabel('Length (cm)'); ylabel('Width (cm)'); zlabel('Displacement 
(cm) ') | 

shading interp 

title ('Displacement of the Stretched Membrane') 
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A A: 


>> examples 1 
Solution of the Laplace or Poisson equation 


(Two - dimensional elliptic partial differential equation) 


Upper y boundary 





Lower x Upper x 


boundary boundary 








| x length (L) 








Lower y boundary 


Length of the object (x-direction) (cm) =1 
Width of the object (y-direction) (cm) =1 
Number of divisions in x -direction =10 


Number of divisions in y -direction =10 
Right -hand side of the Poisson equation (f) = -0.5 
Initial starting guess =0.02 

Boundary conditions: 


Lower x boundary condition: 
1 -Dirichlet 


2 -Neumann 
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3 - Robbins 
Enter your choice:1 


Value of Dirichlet boundary =0 


Upper x boundary condition: 
1 - Dirichlet 

2 - Neumann 

3 - Robbins 

Enter your choice:1 


Value of Dirichlet boundary =0 


Lower y boundary condition: 
1 - Dirichlet 

2 - Neumann 

3 - Robbins 

Enter your choice:1 


Value of Dirichlet boundary =0 


Upper y boundary condition: 
1 -Dirichlet 

2 - Neumann 

3 - Robbins 

Enter your choice:1 


Value of Dirichlet boundary =0 
输出 结果 : 


Iterations =240 

Points converged =121/121 

The matrix of results is: 
ans = 
0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 
0 0.0064 0.0103 0.0127 0.0140 0.0144 0.0140 0.0127 0.0103 0.0064 0 
O 0.0103 0.0171 0.0215 0.0239 0.0247 0.0239 0.0215 0.0171 0.01030 
O 0.0127 0.0215 0.0272 0.0304 0.0314 0.0304 0.0272 0.0215 0.0127 0 
0 0.0140 0.0239 0.0304 0.0341 0.0353 0.0341 0.0304 0.0239 0.01400 
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0 0.0144 0.0247 0.0314 0.0353 0.0365 0.0353 0.0314 0.0247 0.0144 0 
0 0.0140 0.0239 0.0304 0.0341 0.0353 0.0341 0.0304 0.0239 0.0140 0 
0 0.0127 0.0215 0.0272 0.0304 0.0314 0.0304 0.0272 0.0215 0.0127 0 
0 0.0103 0.0171 0.0215 0.0239 0.0247 0.0239 0.0215 0.0171 0.0103 0 
0 0.0064 0.0103 0.0127 0.0140 0.0144 0.0140 0.0127 0.0103 0.0064 0 








0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 
>> 
Displacement of the Stretched Membrane 
_ aie 2 Tru 
004-7 | | luxe P5 ee els 
E n ! | : 
E TW 
g aaan i : i 
Bar aE A 
T | 
a i 
0.017---7 : 
0 
1 
1 
0.5 0.6 
Width (ecm) pO Length (cm ) 
图 8.7 拉 伸 膜 的 位 移 
结果 讨论 : 


以 上 结果 表明 ， 膜 的 中 心 部 分 位 移 最 大 。 注 意 : 以 上 程序 求解 的 是 函数 ,为 
0 时 的 拉 普 拉 斯 方程 。 


8.5.2 ”抛物 型 偏 微 分 方程 


抛物 型 偏 微分 方程 的 典型 例子 是 一 维 非 稳 态 扩 散 方 程 ( 即 Fick 第 二 扩散 定 
律 ) 
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at - De (8. 24) 
还 有 一 维 非 稳 态 热传导 方程 
2 
= af (8.55) 


这 些 方 程 可 以 有 Dirichlet, Neumann 和 Cauchy 类 型 的 边界 条 件 。 
假设 这 种 一 维 方程 的 一 般 形式 为 
du = you (8.22) 
下 面 介 绍 用 有 限 差分 求解 该 方程 的 几 种 方法 。 
显 式 方法 : 用 节点 (i,n) 周围 的 中 心 差分 来 表示 偏 导数 ，i 为 * 方向 的 计数 
ae, 了 为 上 方向 的 计数 器 ， 则 
= (is -2u,, + Uia) * O( Ax’) (8. 56) 





= FWin T linai) + OC At’) (8. 57) 





将 式 (8.56), st (8.57) 代入 式 (8.22)， 并 重 排 ,可 得 


nac -2u,, tun) * OCAx! +A) — (8.58) 
x 


这 是 一 个 显 式 代 数 公式 ， 由 当前 时 间 步 长 和 前 一 个 时 间 步 长 上 的 因 变 量 的 值 ， 计 
算 下 一 个 时 间 步 长 (u,,,,) 上 的 因 变 量 值 。 如 果 给 定 了 问题 的 初始 条 件 和 边界 条 
件 ， 显 式 公式 通常 可 以 直接 求解 。 但 是 ， 由 于 公式 的 右边 含有 负 系 数 项 ， 这 种 显 
式 公 式 是 不 稳定 的 。 有 关 稳 定性 分 析 的 方法 请 参阅 本 书 附录 EE。 根据 经 验 ， 当 所 
有 已 知 量 都 位 于 有 限 差 分 公式 的 右边 时 ， 如 果 其 中 含有 负数 系数 ， 则 解 是 不 稳定 
的 。 这 一 点 用 正则 定律 说 明 就 更 明确 : 

对 于 Urns, = Ausus + Bu; + Cuin (8. 59) 
如 果 4、B 和 C 均 为 正 数 ， 且 4+B+C<1， 则 该 数值 计算 公式 是 稳定 的 。 

为 了 克服 不 稳定 问题 ， 我 们 用 向 前 差分 代 换 式 (8.22) 的 一 阶 导数 ， 即 


= (Ui net 一 Uin) + O(At) (8. 60) 





Ui net T Uin- t 





Hest (8.56) Fst (8.60) 代入 式 (8.22) ， 可 得 如 下 显 趟 公式 : 
_ («At _ aAt aAt z 
Uin = (Sor) + (1 2 Ls + (Sor) it + O( Ax + At) 
(8. 61) 
要 获得 稳定 解 ， 由 正则 定律 的 要 求 可 知 


(1-295) 20 (8.62) 
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重 排 该 式 ， 得 到 
aAt < 工 (8.63) 


这 个 不 等 式 确定 了 x 方向 的 积分 步 长 Ax 与 1 方向 的 积分 步 长 At 之 间 的 关系 。 当 
Ax 变 小 时 ，Ai 就 要 变 得 更 小 ， 这 样 会 延长 所 需 的 计算 时 间 。 
如 果 在 式 〈8. 62) 和 式 (8.63) PRES, Il 


Se: l (8. 64) 


Axr 2 
X (8.61) 就 简化 为 
"E Os +u) + OCAxX + At) (8. 65) 


该 式 (8.65) 由 当前 时 间 步 长 % 上 节点 i 的 左右 节点 的 值 ， 计 算 下 一 个 时 间 步 长 
(n+1) 上 的 节点 i 的 因 变 量 值 。 图 8. 8 显示 了 这 个 公式 的 计算 方式 。 





i-l,n in itla 


图 8.8 A (8.65) 的 计算 方式 


需要 强调 的 是 用 向 前 差分 代替 一 阶 导数 引 和 人 的 误差 为 0(At) 阶 ， 因 此 ， 式 
(8.61) 的 误差 在 时 间 上 为 0(At) R, Æx EX OCA) 阶 。 但 是 ， 在 这 里 ， 如 
何 获得 稳定 解 比 提高 计算 准确 度 更 重要 。 

如 下 非 齐 次 抛物 型 方程 


Qu Ou ,ft) (8. 66) 
at ax? , 


的 有 限 差 分 解 由 以 下 显 式 公 式 给 出 : 


Uine = (e)un + (1 -293Du,, + Gee + (At) fe. + O( Ax’ + At) 
(8. 67) 
在 扩散 问题 中 遇 到 的 方程 就 是 式 (8.66) 类 型 的 方程 。 
同 理 ， 对 于 二 维 抛物 型 方程 


du _ (3u au 
= a( — ss) tf een (8. 68) 
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可 得 
Wijatl = (255) ist tuni) (多 (ui je + ij-1n) 
+ (1 - 2 um 2e + (AD, + OC Ax’ + Ay’ + At) 
(8. 69) 
由 正则 定律 可 得 以 下 稳定 条 件 : 
l l 
| -2ade( KF + aa) 0 (8. 70) 
重 排 之 后 ， 得 到 
1 1 
Aw tay * 30M (8. 71) 
通过 一 些 代 数 运算 (Constantinides 和 Mostoufi, 1999), ， 该 稳定 条 件 可 以 变换 为 
aAt 1 
AP AST (8.72) 


如 果 在 式 (8.69) PIAR Éa woz 的 项 ， 就 可 以 导出 三 维 抛物 型 方程 的 
公式 。 此 时 ， 以 上 稳定 条 件 不 等 式 的 右边 是 1/18. 

在 8.4 节 已 经 提 到 ， 抛 物 型 偏 微分 方程 可 以 有 Dirichlet, Neumann, Cauchy 
或 者 Robbins 类 型 的 初始 条 件 和 边界 条 件 。 图 8, 2 显示 了 扩散 问题 的 初始 条 件 和 
边界 条 件 的 例子 。 如 果 边 界 条 件 中 含有 微分 ， 也 必须 像 微分 方程 那样 ， 用 同样 的 
有 限 差分 网 格 将 微分 离散 化 。 对 于 Dirichlet 类 型 的 条 件 ， 只 要 把 边界 上 的 因 变 量 
值 设 为 给 定 的 边界 值 即 可 。 对 于 Neumann 和 Robbins 类 型 的 条 件 ， 如 同 8. 5. 1 节 
所 述 的 那样 ,边界 上 因 变 量 的 变化 需要 用 有 限 差分 近似 值 来 表示 ， 这 样 ， 就 增加 
了 新 的 代数 方程 ， 一 起 组 成 代数 方程 组 求解 。 

例 8.2 人 体 白细胞 在 人 造血 管材 料 上 的 迁移 。 
问题 陈述 : 

AO aU NE REESE 王 移 可 以 用 扩散 对 流 方程 来 模拟 
($50 8.2.3 47), B 

ac oC ae 

ot ~ Hp oz Pdf Oz 
请 用 有 限 差 分 近似 公式 表示 偏 导 数 ， 求 该 方程 的 数值 解 。 初 始 条 件 和 边界 条 件 如 
F: 





初始 条 件 :1 = 0 时 ,对 于 所 有 z > 0A C = 0 
边界 条 件 :t > 0 时 , 当 z =0,C = 1x 10°; 42 = 0.2,C 20, 
常数 为 
随机 迁移 系数 : Ko =1 x10~*em’/s 
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细胞 定向 迁移 速度 : vy, =1 x 10 ?^cm?/s 








解 : 
用 向 前 有 限 差分 表示 时 间 导 数 ， 即 
a€ = 36, nel 7 Cin) 
9t |in , 
用 中 心 有 限 差分 表示 一 阶 和 二 阶 空 间 导 数 ， 即 
acy . l1. - 
az is 一 2 Ci) 
re) = (CH a TCin + Ci.) 





将 这 些 公式 代入 方程 (8. 9), "" 解 得 Cinn N 


co estee [Gee [rt ete 


， 当 wr =0 时 ， 这 个 解 与 式 (8.61) 相同 。 根 据 正 则 定律 ， 该 解 中 方 括号 
xx dU on CI. 要 达到 这 个 要 求 ， 必须 满足 以 下 不 等 式 : 
vAt [tp At L 
EE 
本 例题 有 Dirichlet 类 型 的 边界 条 件 ， 因 此 可 以 直接 使 用 。 以 下 MATLAB 程序 完 
成 问题 的 求解 ， 并 验证 了 以 上 不 等 式 是 否 成 立 。 


example8 2.m-This program calculates and plots tne 
concentration profiles of migrating human leukocytes 


on prosthetic materials by solving the parabolic 


aw o? Æ oe 


partial differential equation using finite differences 


clc; clear all; 


disp(' Solution of parabolic partial differential equation. ') 
disp(' '); 

h-input(' Total distance of migration (cm) ='); 

tmax = input (' Maximum integration timé (s) ="); 

nz input (' Number of divisions in z-direction ='); 

nt =input (' Number of divisions in t-direction='); 
mu_D=input(' Random migration coefficient, mu D, (cm^2/s) ="); 
v eff-input(' Directional migratory velocity, v | eff, (cm/s) 
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disp(' '); disp(' Boundary conditions:'); disp(' '); 
b initial -input(! Density of leukocytes at initial time (cells/cm 
^2) =°); 
b left-input(' Density of leukocytes at left boundary (cells/cm^ 
2)-2'); 
b right =input (' Density of leukocytes at right boundary (cells /cm 
^2) —'): 
$ Calculate the increments 
dz -h/nz; 
z= ([0:nz] * dz)'; 
% Apply stability criteria 
if tmax/nt«dz^2/(2 *mu_ D) 
dt = tmax/nt; 
else 
disp(' ') 
disp(' Resetting dt to confirm with stability criteria') 
dt =dz*2/ (2 * mu D) 
end 
if (v eff*dt)/(2*dz) >= (mu, D* dt) / (dz^2) 
error(' Stability criterion violated') 


end 


nt =ceil (tmax/dt); 

t=[O:nt] * dt; 

$ Create the solution matrix 

C=zeros (nz t1,nt-*1); 

$ Enter the initial conditions into the solution matrix 
C(:,1)-»Db initial; 

$ Enter the boundary conditions into the solution matrix 
C(1,2:nt +1) =b_left; 

% Enter the boundary conditions into the solution matrix 
C(nzt+1,2:nt +1) =b_ right; 

% Iteration ont 


for n=2:nt 
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% Calculate the concentration profile 
for i =2:nz 
A= (mu _D* dt)/(dz*2)-(v_eff * dt) / (2* dz); 
B=1-2* (mu D*dt)/(dz^2); 
C(i,on*i)-A*C(i-*l,n) +B*C(i,n) -A*C(i-1,n); 
end 
end 
% Plot k concentration profiles 
k=5; 
new C(:,1) =C(:,1)/b_ left; 
count = fix ( (length (t) -1)/k); 
for i=1:k 
new_C(:,i+1) =C(:,1+4i* count) /b_ left; 
end 
clf; figure (1); plot(z, new C) 


xlabel('Distance, cm'); ylabel('Normalized cell density, C/C_0') 


title('Normalized Cell Density Profiles') 
$ Create textarrow 
annotationl -annotation (figure (1),'textarrow',... 
[0. 2967 0. 4695],[0. 2643 0. 4713] , 'String',l| 'Time']); 


>> example8 2 
Solution of parabolic partial differential equation. 


Total distance of migration (cm) =0.2 


Maximum integration time (s) =40 


Number of divisions in z -direction -100 
Number of divisions int-direction =100 
Random migration coefficient, mu D, (cm^2/s) =le-4 


Directional migratory velocity, v eff, (cm/s) =le-5 
Boundary conditions: 


Density of leukocytes at initial time (cells/cm^2) =0 
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Density of leukocytes at left boundary (cells/cm^2) -1e6 
Density of leukocytes at right boundary (cells/cm^2) =0 


Resetting dt to confirm with stability criteria 
dt = 
0.0200 
>> 


结果 讨论 : 

图 8. 9 是 归 一 化 的 细胞 浓度 C/C, 随 迁 移 距 离 变 化 的 曲线 。 开 始 时 ( 即 上 = 0 
时 ) ， 人 造血 管 表面 的 细胞 浓度 为 0， 左 边界 上 〈 即 z=0 处 ) 有 高 浓度 的 细胞 
(1 x10 细胞 /em )。 然 后 ， 如 同 微分 方程 的 解 所 表明 的 ， 细 胞 向 右边 迁移 。 右 
边界 的 边界 条 件 为 Dirichlet 类 型 ， 值 为 0， 这 相当 于 此 处 细胞 浓度 始终 为 0， 也 
就 如 同 在 右边 界 存在 一 个 无 限 深 的 穴 ， 会 吸 走 细胞 一 样 ， 使 得 细胞 不 会 在 右边 界 
聚集 。 





Normalized Cell Density Profiles 
— + -一 


0.4 


Normalized cell density,C/Co 


0.2 











0 0.05 01 0.15. 02 


Distance,cm 


图 8.9 归 一 化 的 细胞 少 度 变化 曲线 
建议 读者 用 ww =0 重新 求解 此 方程 ， 并 比较 结果 的 差别 。 也 可 以 做 一 下 习 
题 8.4， 用 Neumann 边界 条 件 求解 这 个 模型 。 
隐 式 方法 : 下 面 来 看 一 些 求 解 抛物 型 方程 的 隐 式 方法 。 如 图 S. 10 所 示 的 网 
格 显示 了 + 轴 上 的 半 节 点 (i, n+ 4) ， 利 用 这 个 网 格 可 以 建立 中 心 差 分 公式 ， 提 
高 算法 的 准确 度 。 与 显 式 公式 中 用 (i,n) 节点 上 的 向 前 差分 表示 3u/9i 不 同 ， 这 
里 用 半 节 点 上 的 中 心 差分 表示 偏 导数 ， 即 
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1 
du = 二 人 u; n+l 一 Uin) (8. 73) 
ðt inelg At ' 
i-La«l inel itl ntl 
+ E 
y 
| Ln«1/2 
»-X + e 
i-lan in ila 


E810 隐 式 导数 公式 的 有 限 差 分 网 格 


另外 ， 在 半 节 点 上 的 二 阶 偏 导数 表示 为 节点 ( + 1) 和 节点 (i,n) 上 的 中 
心 差 分 的 加 权 平 均 ， 即 











2 2 2 
aul 924) 4 (1-9) oH 
Ox inel Ox iwntl Ox in 
= e| Lieu. nt? 7 AU nay T ja wa) | + (8. 74) 
Ax . ' ， 


a = osos = Piin + Hie) 


其 中 ,9 的 取 什 范围 为 0<9<1。 TEX (8.73) MA (8.74) 代 人 如 下 方程 ， 即 
xt (8.22) 





du_ Qu 
at age (8. 22) 
可 得 抛物 型 偏 微分 方程 的 可 变 权 重 隐 式 近似 公式 为 
aoj a Unas 一 2u; ne) + Uin ) | 一 yt 
1 1 
== (1 = [Gus n in + inten) |- pti (8. 75) 





式 (8.75) 为 隐 式 ， 因 为 公式 左边 包含 了 不 止 一 个 差分 网 格 Cn + 1) 节点 上 的 
值 ， 也 就 是 时 间 域 上 的 每 一 步 计 算 都 有 多 个 未 知 数 。 
当 9=0 时 , 式 (8.75) 变 成 了 显 式 公 式 (8.67); 当 0=1 时, 式 (8.75) 
成 为 
a AL aAt ahi 
一 (Sez) tnt + (1 + JL 一 EJ = Uin (8. 76) 
式 (8.76) 称 为 向 后 隐 式 近似 公式 。 如 果 直 接 用 (i,n +1) 节点 上 的 向 后 差分 近 
似 一 阶 偏 导数 ， 用 Gin + 1) 节点 上 的 中 心 差分 近似 二 阶 偏 导 数 ， 也 可 以 得 到 
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式 (8.76)。 
Ra, 4O=R, XX (8.75) 就 变 成 了 如 下 被 广泛 应 用 的 克拉 克 - 尼 科 尔 
森 隐 式 公式 


- (825... +2(1 EJ - (255... 


Ae Ax’ 
- (a4), at), + (ade), 
一 (as) i-l,n +2(1 Au) in + (So) i+l,n (8. 77) 
为 了 使 用 这 种 隐 式 算法 求解 以 下 非 齐 次 抛物 型 方程 
du _ 98 Vo equ 
at Mag *f(x,t) (8. 66) 


还 需要 计算 中 间 节 点 (i, n+ 24) 上 的 /函数 值 ， 可 以 取 节 点 (i,n +1) 和 (i,n) 
上 f 值 的 平均 ， 即 


finn = 5 Fines San) (8. 78) 
将 式 (8.73) 、9= 志 时 的 式 (8.74) 以 及 式 (8.78) 同时 代入 式 (8.66), aT 
得 


一 (E uin + 2(1 * LM 一 (E) uan - (At) fins 


Ax Ax Ax? 
= (28). +2(1 - ns * Gale + CAO f,, (8. 79) 


式 (8.79) 就 是 式 (8.66) 非 齐 次 抛物 型 偏 微分 方程 的 克拉 克 - 尼 科 尔 森 隐 式 公 
式 。 

对 整个 差分 网 格 的 每 个 节点 写 出 隐 式 公式 ， 就 得 到 一 个 线性 代数 方程 组 ， 其 
系数 矩阵 通常 是 一 个 三 对 角 和 矩阵 。 这 种 方程 组 可 以 用 第 4 章 介绍 的 高 斯 消 元 法 求 
解 ， 或 者 用 更 有 效 的 Thomas 算法 (Lapidus 和 Pinder，1982) 求解 ，Thomas 算法 
是 高 斯 消 元 法 的 一 种 变异 。 

上 述 隐 式 公 式 是 绝对 稳定 的 。 一 般 而 言 ， 大 部 分 显 式 有 限 差分 近似 公式 是 条 
件 稳定 的 ， 而 大 部 分 隐 式 近似 公式 则 是 绝对 稳定 的 。 但 是 ， 显 式 方法 比 隐 式 方法 
容易 进行 求解 计算 。 


8.5.3” 双 曲 型 偏 微分 方程 


与 振动 过 程 相关 的 物理 问题 会 产生 包含 二 阶 偏 微分 方程 的 双 曲 型 数学 模型 。 
例如 ， 一 维 波动 方程 为 





po -TO (8.80) 
ar’ ax’ 


该 方程 描述 了 在 张力 T, MOA f (x,t) 作用 下 ， 振 动 弦 的 模 向 运动 。 当 密度 p 为 
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常数 时 ， 该 方程 可 以 写 为 
ju 


2 ou 
Z =a —> + Flx,t 8. 81 
ot T Ox” (x,t) (8.81) 


其 中 ,@ = 2 FG) = That) « 
如 果 弦 上 没有 施加 外 力 ， 式 (8.81) 就 成 了 如 下 齐 次 方程 


at ax’ 
为 了 求 取 该 齐 次 方程 的 数值 解 ， 用 中 心 有 限 差分 展开 其 中 的 两 个 二 阶 偏 导 
数 ， 可 得 


(8. 82 ) 























“a NU. Te. a? (Tens - Jus M ista) + OCAX! + At?) (8.83) 
x 
重 排 该 方程 ， 求 得 uN 
Ua = (1 一 “jw 十 CT Ctra a + uias) = Uin- 十 O( Ax’ + At’) 
(8. 84) 
这 就 是 双 曲 型 式 (8.82) 的 显 式 数值 求解 法 。 
将 式 (8.59) 的 正则 定律 用 于 该 方程 ， 可 知 ， 当 以 下 不 等 式 
ar < 1 (8. 85) 
成 立时 , 式 (8. 84) 的 解 是 稳定 的 。 
同 理 ， 二 维 双 曲 型 方程 的 齐 次 形式 为 
2 2 2 
Á - o(a + 5) (8. 86) 
用 中 心 有 限 差分 近似 公式 展开 ， 可 得 
U janet 7 2Ui jan + gai 2f Uist jan — Dijn tUg 
=a BH Jn i-ljin 
At ( Ax ) 





+ EE uus t ista) + O( Ax” + Ay’ + At’) 








Ay’ 
(8. 87) 
重 排 式 (8.87), Fig x BAA y 轴 的 网 格 等 距 ， 可 得 如 下 显 式 公式 ; 
_ a^ Ap 
Uia = 2|1 一 2( Ax tee T Ujjad 

242 (8. 88) 
+5 At (ui, ja * Upaga T Uijen t Uia 2) 

Ax ce jn Tina T Tio 


当 不 等 式 
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242 
a’ At 
z 


n (8. 89) 


Nie 


成 立时 ， 解 是 稳定 的 。 

用 可 变 权 重 方法 可 以 导出 双 曲 型 偏 微分 方程 的 隐 式 求解 公式 ， 其 中 的 空间 偏 
导数 用 (n+1) , n f (n -1) 节点 上 差分 值 的 加 权 平 均 来 表示 ， 可 得 方程 
(8.82) 的 隐 式 求解 公式 如 下 : 





Ui n+l 7 2u; n + Ui n- a 
AU L= Ax [6( Bias 一 2u, a uL ) (8. 90) 
+ (1 _ 20) Cuius 一 2u, + u.s) t e( Mj 一 2u, ni + Ui net ) ] 


其 中 , 0<0<1。 当 9=0 时 , st (8.90) 就 是 显 式 公式 (8.83); 当 6 = MIN, 
st (8. 90) 是 克拉 克 - 尼 科 尔 森 隐 式 公 式 。 隐 式 算法 产生 三 对 角 线性 代数 方程 组 ， 
可 以 用 第 4 章 介绍 的 高 斯 消 元 法 求解。 


8.6 极 坐 标 系 统 


本 章 以 上 推导 的 所 有 方法 都 是 基于 笛 卡 尔 坐标 系统 。 但 是 ， 用 偏 微分 方程 仿 
真 的 对 象 经 常 具有 圆 形 、 圆 柱 形 或 球形 的 特征 ， 因 此 ， 可 以 对 有 限 差 分 近似 公子 
进行 修正 ， 以 便于 处 理 具有 这 类 几何 特性 的 问题 。 

圆柱 形 对 象 用 极 坐标 表示 比较 方便 。 如 图 8. 11 所 示 ， 利 用 如 下 变换 关系 式 
可 以 从 笛 卡 尔 坐 标 系 统 转变 到 极 坐标 系统 : 


x = rcosQ y = rsing 





8. 91 
r=Vx +y 0 = arctan 一 ( ) 
这 样 ， 极 坐标 系统 下 的 拉 普 拉 斯 算 子 就 变 为 
2 2 2 2 
ðu ou _ du Jou, lou (8.92) 





ax? tay ~ ar ror r 98 
极 坐 标 系 统 下 的 Fick 第 二 扩散 定律 则 为 
2 2 2 
aC - pE, Lac, 1 ae, acy (8.93) 


at or rör raf oz 
利用 图 8. 12 所 示 的 极 坐 标 有 限 差 分 网 格 ， 可 得 如 下 偏 导 数 的 近似 公式 : 





ðu _ 1 2 4 

ar ij 7 Ag Mise! = eui; + wij-1) (8. 94) 

Ou 1 

一 一 = — (Uni; —2u,, + u; ,) (8.95) 
2 2 rel, fy i-l, 

ae |, A9 "7" "U | 

ðu 1 

arla 2g Cn T Maa) (8.96) 
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y u(x,y) zu(r,g ) 





A 
"Y 





x 


图 8.11 第 卡尔 坐标 到 极 坐 标的 转换 


AE i, jot r 轴 的 计数 器 。 
同样 ， 通 过 增加 下 标 ， 可 以 表示 图 8. 12 没有 显示 的 z 轴 和 上 时 间 轴 上 的 偏 导 数 。 








FL 8.12 极 坐标 的 有 限 差 分 网 格 


8.7 稳定 性 分 析 


第 7 章 讲 述 了 用 数值 积分 方法 求解 常 微分 方程 的 稳定 性 问题 ， 在 偏 微分 方程 
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的 数值 求解 中 同样 必须 重视 稳定 性 问题 。 本 书 附录 E 用 著名 的 冯 ， 诺 依 曼 方 法 
讨论 了 有 限 差分 近似 公式 的 稳定 性 问题 。 


8.8 MATLAB 中 的 偏 微分 方程 工具 箱 


MATLAB 有 一 个 功能 很 强 的 求解 线性 和 非 线 性 偏 微分 方程 的 工具 箱 ， 简 称 
PDE 工具 箱 。 但 是 ， 这 个 工具 箱 需要 单独 购买 ， 并 不 是 所 有 MATLAB 用 户 都 有 的 。 
PDE 工具 箱 利 用 有 限 元 法 求解 二 维 空间 的 偏 微分 方程 ， 工 具 箱 的 基本 方程 为 

- V. (c Vu) +au =f (8. 97 ) 





式 中 “，2，j 一 一 解 域 中 的 复数 函数 ， 也 可 以 是 z 的 图 数 。 
PDE 工具 箱 还 可 以 求解 方程 
doe V. (e Vu) +au =f (8.98) 
以 及 方程 
gee. V. (c Vu) +au =f (8.99) 


AP d, e, a, /一 一 解 域 中 的 常数 或 者 复数 函数 ， 也 可 以 是 时 间 函 数 ; 
符号 Y 一 一 矢量 微分 算 子 ， 也 就 是 梯度 。 

注意 ， 不 要 把 它 与 向 后 差分 算 子 VARIESR. 

不 论 式 (8.97)、 式 (8.98) MA (8.99) 具有 怎样 的 系数 和 边界 条 件 ， 
PDE 工具 箱 都 分 别 把 这 3 个 方程 称 为 椭圆 型 、 抛 物 型 和 双 曲 型 方程 。 

使 用 PDE 工具 箱 求 解 偏 微分 方程 时 ， 用 pdetool 指令 可 以 直接 进入 PDE 工具 
箱 的 图 形 用 户 界 面 。 在 这 个 独立 的 环境 下 ， 用 户 可 以 定义 二 维 几 何 形状 ， 加 入 边 
RAE, 求解 偏 微分 方程 ， 并 作 图 显示 求解 结果 。 下 面 的 例 8. 3 将 用 一 维 形式 
[ 即 式 (8.24)] Fick 第 二 扩散 定律 的 求解 过 程 说 明 PDE 工具 箱 的 用 法 。 

例 8.3 利用 PDE 工具 箱 求解 Fick 第 二 扩散 定律 


问题 陈述 : 
分 子 的 简单 跨 膜 扩散 可 以 用 一 维 形式 的 Fick 第 二 定律 来 模拟 
aC, _ arc, 
"S Di ae (8. 24) 





式 中 C,——A 成 分 在 膜 中 的 浓度 ; 
Do 一 一 4 成 分 在 膜 中 的 扩散 系数 ; 
x 一 一 扩散 距离 。 - 
这 是 一 个 一 维 非 稳 态 抛物 型 偏 微分 方程 ， 初 始 条 件 和 边界 条 件 如 下 。 请 用 
PDE 工具 箱 求解 该 方程 。 
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初始 条 件 : 当 :上 = 0 时 ,对 于 所 有 xx > 0,8 C = 0; 
”边界 条 件 : 当 上 > 0 时 , 若 x = 0, 则 C = 1; a= OD, Ric = 0。 
扩散 系数 常数 的 值 为 De 21x10 *cm'/s, 
解 : 
在 MATLAB 指令 窗 中 键入 指令 : 


>> pdetool 


出 现 如 图 8. 13 所 示 的 一 个 空白 PDE 工具 箱 窗 口 。 





按钮 下 拉 菜 单 


e 


主 菜单 





图 8.13 PDE 工具 箱 窗口 及 其 菜单 


请 注意 窗口 中 的 主 菜单 、 按 钮 栏 以 及 下 拉 菜 单 。 从 下 拉 菜 单 中 选取 “Diffusion” 
(扩散 ) 项 ， 并 点 击 “PDE” 按 钮 ， 如 图 8. 14 所 示 ， 进入 参数 设置 窗 ， 选取 抛 
物 型 方程 ， 并 输入 系数 的 值 。 l 

然后 ， 选 择 按钮 栏 最 左边 的 矩形 按钮 ， 如 图 8. 15 所 示 ， 在 窗口 中 拉 出 一 个 
小 矩形 。 双 击 该 抢 形 ， 出 现 如 图 8. 16 所 示 的 对 话 框 ， 在 对 象 对 话 框 中 设 定 坐 标 
值 。 从 “Options” 菜 单 中 选择 “Axes Limits…” 一 项 ， 如 图 8. 17 Bros, 设置 X 
轴 和 YY 轴 的 取 值 范围 。 

单 击 图 8.15 中 的 9Q 按钮 ， 和 矩形 的 边界 线 变 成 红色 ， 此 时 就 可 以 设 定 边界 条 
件 。 如 图 8. 18 ~ 图 8. 21 所 示 ， 双 击 和 矩形 的 每 一 条 边 分 别 设置 边界 条 件 。 
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图 8.15 待 求解 问题 的 几何 图 形 





图 8.16 ”对象 对 话 框 (设置 坐标 值 ， 确 定 对 象 的 大 小 ) 
选择 “Solve” 菜 单 的 “Parameters” 项 ， 如 图 8.22 Bros, 设置 积分 时 间 和 
初始 条 件 。 
最 后 ， 单 击 “ = ”按钮 求解 微分 方程 ， 可 得 如 图 8.23 所 示 的 输出 结果 ， 图 
中 显示 了 膜 对 象 中 自 左 向 右 的 扩散 过 程 。 
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mme 





图 8.17 设 定 坐 标 轴 取 值 范围 的 对 话 杠 





图 8. 20 边界 条 件 对 话 框 : 设置 下 边界 
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图 8.23 微分 方程 的 解 : 扩散 的 求解 结 


如 果 要 观察 扩散 的 动态 过 程 ， 只 要 单 击 右边 第 二 个 按钮 ， 打 开 “Plot Selec- 
tion" 对 话 框 ， 如 图 8.24 所 示 ， 选 中 动画 “Animation” 项 ， 然 后 点 击 “Plot” 选 
项 即 可 。 

如 果 要 观察 三 维 图 形 ， 则 打开 “Plot Selection” 对 话 框 ， 如 图 8. 25 Bras, 3k 
rH "Height (3-D plot)” i, Ai “Plot” ENA], 

如 果 同 时 选中 “Height (3-D plot)” 项 和 “Animation” 项 ， 就 会 产生 一 个 
扩散 过 程 的 三 维 动画 显示 。 建 议 读者 自己 测试 一 下 其 他 作 图 功能 ， 并 增加 积分 时 


$83 动态 系统 : 偏 微分 方程 289 














图 8.24 “Plot Selection" 对 话 框 


mU 


as 





图 8.25 “Plot Selection” 对 话 框 的 设置 以 及 三 维 图 形 输 出 结果 
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间 、 或 者 用 其 他 边界 条 件 ， 考 察 计算 结果 的 变化 。 
利用 PDE 工具 箱 “Solve” 菜 单 的 “Export Solution” 项 ， 可 以 将 数值 解 的 结 
果 输 送 到 MATLAB 的 工作 空间 。 


学 完 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 
1) 用 偏 微 分 方程 可 以 模拟 具有 多 个 自 变量 的 生物 医学 系统 的 动态 变化 过 





程 ; 
2) 偏 微分 方程 分 为 椭圆 型 、 抛 物 型 和 双 曲 型 3 种 类 型 ; 
3) 用 有 限 差 分 近似 公式 蔡 代 偏 导 数 ， 可 以 将 PDE 问题 的 求解 转化 成 为 代数 
方程 组 的 求解 ， 从 而 得 到 偏 微分 方程 的 数值 解 ; 

4) 仿 微 分 方程 的 边界 条 件 对 于 解 的 形成 具有 决定 作用 。 


8.10 ”习题 


8.1 请 修改 例题 8. 1 的 程序 ， 用 于 求解 以 下 三 维 问题 : 
atu Ou au _ 
ax tay * az” =f 

并 计算 具有 如 下 边界 条 件 的 固体 中 的 因 变 量 wu 的 分 布 : 


u(0,y,z) = 1 u(l,y,z) = 1 
u(x,0,z) = 1 u(x,l,z) = 1 
u(x,y,0) = 1 u(x,y,1) 21 


假设 / =5。 
8.2 请 用 如 下 边界 条 件 求解 拉 普 拉 斯 方程 





u(0,y) = 100 M = 10 
10,y 

9u 1p u| -0 
OY leo OY lea 





并 解释 所 得 到 的 结果 。 

8.3 请 推导 极 坐 标 系统 下 的 Fick 第 二 扩散 定律 的 有 限 差分 近似 公式 ， 并 编写 一 个 MATLAB 
程序 用 于 求解 如 下 问题 : 假设 在 绝对 温度 278 K 下 ， 有 一 段 圆 柱 形 琼脂 糖 凝 胶体 ， 直 径 为 
0. 03m， 长 为 1 om， 两 端 为 平面 ， 其 中 含有 均匀 分 布 的 尿素 ,浓度 为 100 mol/m ,扩散 系数 
NX 5x10 “ms。 如 果 该 圆柱 体 突然 被 浸入 纯 水 流水 中 ， 计 算 100h 之 后 圆柱 体 中 心 点 的 尿素 
浓度 。 提 示 : 由 于 圆柱 体 很 长 ， 可 以 忽略 轴 向 的 扩散 。 

8.4 例 8.2 已 经 用 如 下 扩散 对 流 方程 求解 了 人 体 白细胞 在 人 造血 管材 料 表面 的 流动 和 迁移 过 


程 : 
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aC əc ac 

t = qup az TOH gz 
假设 细胞 定向 迁移 的 速度 可 以 忽略 不 计 ， 即 vu, 20. 0cm/s， 并 且 随 机 迁移 系数 为 wp =1 x 10~ 
cm*/s。 当 右边 界 具有 如 下 Neumann 边界 条 件 时 ， 请 求解 该 方程 。 


初始 条 件 : 当 上 = 0 时 ,对 于 所 有 z > 0, 有 C = 0; 
边界 条 件 : 当 ! > 0 时 ,车 z = 0, 则 C = 1 x 104; 若 z = 0.2, 则 8C = 0。 


方程 的 积分 时 间 取 100s， 并 将 求解 结果 与 例题 8. 2 的 结果 进行 比较 。 
8.5 在 皮肤 表面 经 皮 给 药 的 过 程 中 ， 药 物 分 子 穿 过 皮肤 的 运动 机 制 可 以 用 Fick 第 二 扩散 定 
律 等 扩散 方程 来 模拟 (Kubota 等 人 ，2002; Simon 和 Loney，2003) 。 图 8. 26 显示 了 这 个 过 程 ， 
药物 首先 要 通过 扩散 穿 过 厚度 为 L, 的 给 药 基质 ， 药 物 在 给 药 基质 中 的 浓度 C, 可 以 用 如 下 方 
程 描 述 : 
M = > -L,zxx0, t»50 
接着 ,药物 进入 并 穿 过 厚度 为 上 的 皮肤 层 ， 药 物 在 皮肤 层 中 的 浓度 C, 用 如 下 方程 描述 ; 
at ax? 
RP D 一 一 给 药 基质 中 药物 的 有 效 扩散 系数 ; 
D 一 一 皮肤 中 药物 的 扩散 系数 。 
这 两 个 方程 在 给 药 基质 与 皮肤 的 接触 界面 上 衔接 在 一 起 。 最 后 ， 药 物 被 体内 的 受 体 细胞 
吸收 。 





O<x<L,; 1>0 


给 药 基质 皮肤 受 体 细胞 





Ln 0 L, 


”图 8.26 经 皮 给 药 的 药物 扩散 过 程 
请 联 立 求解 以 上 两 个 方程 。 初 始 条 件 和 边界 条 件 如 下 : 


初始 条 件 : 
Xt = 0 时 C,(x,0) = Co -L,zx«0 
C,(x,0) 20 0zxxL, 
边界 条 件 : 
当 x =- L, Bt Se Tad cn O<t<T 
Ox 
当 x = 0 时 ERGO E LIU) O0O<i<T 


Ox Ox 
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“4x = 0 时 K,C, (0,0) = €,(0,t) O<t<T 
ac, CL, yt 
Hx = 了 上 时 - p, 95050. L KC) O«<:<T 


AP K, 一 一 给 药 基质 与 皮肤 接触 界面 上 的 隔离 系数 ; 
KK 一 一 皮肤 与 受 体 界面 上 单位 面积 上 单位 药物 浓度 的 清除 率 。 
各 个 常数 的 值 设 定 如 下 : 


L, = 0.004cm L, = 0.025em D, = 9.72 x 10%cm?/h 
D, = 11.25 x 10%em’/h K, = 0.5 K, = 25em/h 
Cy = 0. 2g/cm? T = 6h 


8.6 动脉 血管 中 的 血 流 可 以 看 作 刚性 圆 管 中 不 可 压缩 牛顿 流体 的 层 流 。 血 管 半径 为 RR 并且 
受到 周期 性 变化 的 压力 场 的 作用 。 假 设 只 存在 轴 向 流动 ， 即 u, = ws =0， 且 轴 向 流速 w, 只 是 半 
径 位 置 的 晴 数 。 可 以 用 柱 形 坐 标 系 统 下 的 纳 维 -斯 托 克 斯 (Navier-Stokes) 方程 模拟 流速 u, 

















(Truskey A, 2004), BU 











(0) 


ðu 
DELE 
XU 0—  SUSOREWEHE ; 
p 一 一 流体 的 密度 ; 
r 一 一 血管 半径 方向 的 位 置 。 
设 压 力 梯度 周期 性 变化 的 频率 为 o 弧度 / 秒 〈rad/s)， 用 以 模拟 心脏 的 泵 血 活动 ， 其 方程 
为 
- æ = Meeos( wt) 


初始 条 件 和 边界 条 件 如 下 : 
初始 条 件 : ” 当 上 =0 时 ， 忆 =ua 


边界 条 件 : M0 M, #r=0, my =0 (u, 为 有 限 值 ); #r=R, Wu, =0。 


(2) 


以 下 是 描述 人 体 左 心室 主动 脉 、 人 体 血 流 、 以 及 人 体 心 脏 泵 血 活动 特性 的 有 关 参 数 ， 可 以 用 


这 些 常 数 解 题 : 
R = 0. 425cm v = 0.09cm/s p = Ig/em 
w -3]8 / $^ = 6m rad/s 


âp = | dyne/cm = I(g + cm/s’ )/em? 


由 这 些 常 数 可 以 求 得 Womersley 数 的 值 为 


该 值 与 文献 报道 的 人 体 左 心室 主动 脉 数据 一 致 (参见 Truskey SA, 2004) 。 


8.7 利用 激光 切除 生物 组 织 是 外 科 手 术 治 疗 的 常用 方法 。 当 组 织 受到 激光 照射 时 ， 光 子 会 穿 
入 靶 点 ， 将 能 量 带 给 组 织 。 其 中 的 一 部 分 能 量 被 组 织 吸收 ， 并 转化 为 热能 ， 激 光 的 作用 就 是 
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提供 热源 ， 可 以 使 生物 组 织 的 温度 上 升 。 但 是 ， 温 度 不 可 能 无 限制 地 一 直上 升 。 到 达 某 个 临 
界 温度 以 后 ， 组 织 中 的 水 就 会 大 量 汽化 ， 导 和 致 气泡 的 形成 ， 然 后 在 更 高 温度 的 作用 下 发 生 组 
织 热 解 。 这 一 系列 汽化 、 气 泡 形 成 、 以 及 高 温 分 解 的 过 程 就 形成 了 激光 切除 的 整个 过 程 。 

对 于 一 维 半 无 限 纯 吸 收 介质 ，Enderle 等 人 (2005) 建立 了 如 下 方程 ， 用 于 模拟 切除 之 前 
加 热 阶段 组 织 的 温度 变化 : 


àpcT) aT m" 
T = bg Che M 


式 中 7 一 组织 的 温度 ; 





p 一 一 密度 ; 
c 热 容 量 ; 
内 ,一 一 吸收 系数 ; 


人 一 一 组 织 的 热传导 率 ; 
六 一 一 激光 束 的 强度 。 
请 求解 该 方程 ， 并 作 图 显示 温度 随 组 织 深度 和 时 间 的 变化 过 程 ， 确 定 组 织 温度 达到 
100% ( 即 切除 温度 ) 的 时 间 。 初始 条 件 和 边界 条 件 如 下 : 
初始 条 件 : 当 上: = 0 时 ,对 于 所 有 x, 有 7 = 37C 


边界 条 件 : 泊 1 > 0 时 , 若 > = 0,9) - 127 _@ 


A 
Fix = 3. Omm, m2” =0 
ðx 
本 题 用 到 的 常数 值 如 下 : 
p = dg/em' c-23.14/(g- K) HU = 0.25em ' 
k = 0.0054W/(em + K) L = 5)/s/em h = 100W/em 


A 
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第 4 部 分 建 模 工具 及 其 应 用 


$95 测量 、 建 模 与 统计 分 析 


9.1 数值 方法 的 作用 


数值 方法 远 不 只 是 “数字 处 理 ” 而 已 ， 它 是 从 数据 中 提取 信息 的 方法 。 数 
值 方法 指导 我 们 如 何 组 织 并 解释 数据 。 例 如 ， 生 物 医学 工程 人 员 经 常 应 用 数值 方 
法 挖掘 和 搜索 生物 分 子 序 列 中 的 规律 和 线索 ， 并 确定 这 些 规 律 的 正确 程度 以 及 是 
否 具有 普遍 意义 。 

统计 学 是 数学 的 一 个 分 支 ， 用 于 分 析 测 量 误差 和 生物 的 变异 性 ， 并 描述 测量 
数据 的 特性 ， 从 观察 和 测量 结果 中 归纳 出 结论 。 因 此 ， 生 物 医学 领域 的 实验 设 
计 、 测 量 方法 选择 、 以 及 求解 结果 的 解释 等 都 要 用 到 统计 模型 。 

本 章 围 绕 寻 找 《〈 即 检测 ) 和 解释 【〔 即 评价 ) 这 两 个 任务 来 介绍 统计 学 的 方 
法 。 由 于 生物 过 程 本 身 的 机 制 以 及 数据 采集 设备 “噪声 ”等 因素 的 影响 ， 任 何 
采集 到 的 数据 都 存在 着 变化 。 因 此 ， 摆 在 生物 医学 工程 师 人 员 面 前 的 任务 有 : 

1) 描述 并 确定 噪声 的 特性 ; 

2) 解释 包含 噪声 的 数据 ; 

3) 确定 包含 噪声 数据 的 变化 规律 ; 

4) 发 现 规律 性 发 生 事物 的 普遍 原理 。 

本 章 将 介绍 数据 的 归纳 方法 以 及 模型 的 拟 合 方法 。 

在 描述 统计 模型 时 ， 每 个 用 到 的 量 称 为 变量 。 其 中 ， 自 变量 是 可 以 操作 或 控 
制 的 变量 ， 因 变量 则 是 测量 得 到 的 数据 。 以 心电图 记录 为 例 ， 其 自 变 量 是 时 间 ， 
因 变 量 则 是 电位 。 

本 章 主要 包括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 计算 测量 数据 的 描述 性 统计 量 ; 

2) 计算 样本 数据 的 简单 统计 推断 ; 

3) 应 用 线性 最 小 二 乘法 拟 合 一 组 数据 的 多 项 式 模型 ; 
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4) 准确 数据 的 多 项 式 模型 拟 合 ; 
5) 基于 周期 函数 的 模型 拟 合 。 


9.2 测量 、 误 差 以 及 不 定 度 


测量 就 是 采集 数据 。 测 量 仪器 并 不 是 完美 无 缺 的 ， 因 此 会 引入 一 些 误差 。 所 
谓 的 “真实 值 ” 是 指 测量 仪器 没有 任何 误差 时 测 得 的 值 。 

但 是 ， 生 物 系 统 中 不 存在 “真实 值 ” 。 对 于 生物 医学 工程 人 员 来 说 ， 测 量 的 
“真实 值 ”有 其 他 含义 : 生物 过 程 加 有 的 变异 性 不 应 该 与 测量 误差 混淆 ， 并 且 要 
用 一 个 量 来 描述 这 种 变异 性 。 因 此 ， 测 量 值 实际 上 包含 以 下 3 种 成 分 : 

测量 值 = 总 计量 + EYERE + 测量 误差 

检测 就 是 要 在 测量 误差 存在 的 情况 下 找 出 生物 过 程 的 总 计量 。 在 测量 和 使 用 
数据 研究 生物 问题 时 ， 要 牢记 如 下 两 个 重要 问题 : 

1) 测量 数据 中 是 否 存 在 系统 误差 和 随机 误差 ? 

2) 数据 是 否 合理 ? 

要 从 数据 中 获得 有 用 的 结论 ， 关 键 是 要 回答 好 这 两 个 问题 。 当 然 ， 首 先 ， 要 
计算 多 次 测量 数据 的 总 和 ， 并 确定 测量 误差 引起 的 数据 变化 特性 。 测 量 是 收集 数 
据 的 方法 。 测 量 误差 不 是 系统 误差 就 是 随机 误差 ,下面 详细 阐述 这 两 种 误差 。 

系统 误差 使 测量 数据 向 某 个 方向 偏离 ， 也 就 是 ， 总 是 偏 大 或 者 总 是 偏 小 。 例 
如 ， 假 设 有 一 个 电子 浴室 秤 ， 其 初始 读数 为 20 8$, ABA, 用 这 个 秤 测 得 的 体重 
总 是 大 于 “真实 ”体重 。 增 加 的 20 磅 就 是 系统 误差 ， 这 种 误差 可 以 通过 校正 来 
消除 。 系 统 测 量 误差 也 称 为 测量 伪 差 ， 偏 差 的 来 源 还 包括 研究 方案 和 数据 采集 方 
法 中 的 缺陷 等 各 种 各 样 因素 引起 的 单 侧 性 误差 。 

随机 误差 是 由 于 有 限 的 仪器 测量 精度 引起 的 测量 数据 的 波动 。 这 种 误差 是 双 
向 的 ， 与 测量 偏差 的 单 向 性 不 同 。 如 果 你 在 几 分 钟 时间 内 ， 用 10 个 不 同 的 电子 
浴室 秤 称 体 重 ， 或 者 用 同一 个 浴室 秤 称 10 次 体重 ， 在 这 么 短 的 时 间 内 你 的 体重 
是 基本 不 变 的 ， 但 是 秤 的 读数 会 有 所 变化 。 这 种 误差 无 法 消除 ， 但 是 ， 通 过 多 次 
测量 ， 取 平均 值 ， 可 以 得 到 比较 准确 的 佑 计 值 。 

精度 和 准确 度 是 描述 测量 误差 的 两 个 量 ， 读 者 应 该 型 清 楚 两 者 的 区 别 。 

精度 是 指 多 次 反复 测量 所 得 到 的 测量 值 的 一 致 程度 。 比 如 ， 你 用 浴室 秤 称 
10 次 体重 ， 得 到 的 读数 之 间 的 最 大 差别 可 能 有 5 磅 。 但 是 ， 如 果 你 用 医院 的 人 
体 秤 进行 同样 的 称 量 ， 得 到 的 读数 之 间 的 最 大 差别 可 能 就 只 有 0.5 磅 了 。 央 此 ， 
医院 的 人 体 秤 精度 比较 高 。 精 度 由 随机 误差 限定 ， 可 以 用 一 组 测量 数据 的 标准 差 
来 表示 其 大 小 。 

准确 度 是 指 测 量 值 与 “真实 值 ”的 符合 程度 。 如 果 测 量 值 A 比 测量 值 B 更 
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接近 “真实 值 ”， 那 么 ，A 就 比 B 准确 。 例 如 ， 把 浴室 秤 调 零 ， 就 是 提高 测量 的 
准确 度 。 准 确 度 由 系统 误差 限定 。 注 意 ， 如 果 医 院 里 的 人 体 秤 没有 经 过 校正 ， 那 
么 ， 这 个 秤 就 可 能 是 高 精度 、 低 准确 度 的。 相反 ， 如 果 廉 价 的 浴室 秤 测 得 的 平均 
体重 恰巧 与 真实 体重 很 接近 ， 那么 ， 这 个 浴室 秤 就 具有 低 精 度 、 高 准确 度 。 


图 9. 1 表示 了 准确 度 与 精度 的 各 种 组 合 情 况 。 


高 精度 ， 低 准确 度 高 精度 ， 高 准确 度 

| 

低 精 度 ， 低 准确 度 低 精 度 ， 高 准确 度 
谁 确 度 


图 9.1 测量 的 准确 度 和 精度 
测量 的 重复 性 指标 用 于 衡量 不 同 次 测量 所 得 数据 的 一 致 程度 ， 也 就 是 ， 如 果 
不 同 的 用 户 用 不 同 的 测量 仪器 〈 或 者 在 不 同时 间 用 同一 台 测量 仪器 ) 进行 同样 
的 测量 ， 他 们 得 到 的 测量 数值 应 该 落 在 重复 性 指标 所 指定 的 某 个 范围 内 。 
分 辩 率 是 仪器 可 以 区 分 的 两 个 测量 值 之 间 的 最 小 差别 。 


9.3 描述 性 统计 学 


统计 就 是 通过 对 一 组 测量 数据 进行 代数 运算 ,得 到 一 个 数值 。 统 计 学 用 于 描 
述 数据 ， 并 进行 参数 估计 以 及 统计 推断 ( 见 9.4 节 )。 
直方 图 法 和 数值 法 是 用 于 总 结 归纳 测量 数据 的 两 种 方法 。 直 方 图 是 数据 分 布 
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情况 的 图 形 表 示 ， 其 自 变 量 是 测量 数据 的 可 能 取 值 范围 ， 因 变量 是 每 个 可 能 的 测 
量 值 的 发 生 频率 。 
数值 法 是 另 一 种 归纳 测量 数据 分 布 情况 的 方法 ， 它 用 几 个 描述 性 的 统计 量 来 
表示 数据 分 布 的 一 些 特征 ， 包 括 数据 所 处 的 位 置 、 分 布 的 离散 性 、 对 称 性 以 及 峰 
的 陡峭 程度 等 。 描 述 性 统计 量 有 以 下 这 些 : 
1) 描述 数据 分 布 位 置 的 集中 趋势 参数 ， 也 就 是 ， 在 可 能 的 随机 变量 取 值 范 
围 内 数据 的 分 布 位 置 。 最 常用 的 描述 集中 趋势 的 统计 量 就 是 平均 值 。 一 组 测量 数 
据 的 平均 值 计算 公式 为 
N 
还 有 两 个 描述 集中 趋势 的 常用 指标 是 中 位 数 和 众 数 。 中 位 数 是 一 组 测量 数据 
中 居于 中 间 位 置 的 值 ， 众 数 则 是 一 组 数据 中 出 现 次 数 最 多 的 值 。 
2) 描述 数据 差异 程度 的 平均 值 的 变异 。 描 述 变异 特性 最 常用 的 统计 量 就 是 
方差 ， 它 表示 数据 偏离 集中 趋势 量 的 程度 。 一 组 测量 数据 的 方差 计算 公式 为 
Y Co = 8)? 
NT (9.2) 
TR, 方差 是 测量 值 与 其 平均 值 之 差 的 平均 。 标 准 差 ;, 就 是 方差 的 平方 根 。 变 
异 系数 cv 则 是 用 平均 值 归 一 化 处 理 之 后 的 标准 差 ， 其 计算 公式 为 
cv = = x 100% (9.3) 
由 此 可 见 ， 如 果 分 散 程 度 相当 ， 小 平均 值 数据 的 变异 系数 比 大 平均 值 数 据 的 变异 
系数 要 大 。 
3) 偏 度 用 于 衡量 数据 相对 于 平均 值 的 不 对 称 变化 程度 ， 它 由 三 阶 中 心 矩 ms 
除 以 标准 差 的 三 次 方 得 到 ， 即 





(9.1) 


x= 


. Y (x, _ x)? 
三 阶 中 心 矩 m, = BUM (9. 4) 
Ma 
RE = 一 (9.5) 


4) 峰 度 是 数据 分 布 高 息 程 度 的 衡量 指标 ， 是 四 阶 中 心 矩 ms 与 标准 差 四 次 
方 的 比率 ， 即 


> (x 73 


四 阶 中 心 矩 m, = “N-D (9, 6) 
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峰 度 = K (9.7) 
P, OHERA, (THER OAS, HIER TEAN: 
Y» 
m= ay (9.8) 
再 用 标准 差 的 同样 者 次 进行 归 一 化 处 理 。 例 如 ， 五 阶 中 心 矩 的 统计 量 就 是 
ORDI 
swo (9.9) 


实际 上 ， 上 述 统计 量 中 只 有 几 个 是 常用 的 。 表 9. 1 列 出 了 与 这 些 统计 量 相对 应 的 
MATLAB 指令 


表 9.1 部 分 统计 量 的 MATLAB 计算 指令 





t i om 公 X MATLAB 指令 
Mean (平均 值 ) 9.1 mean (x) 
Median 《中 位 数 ) median (x) 
Variance (方差 ) 9.2 var (x) 
Standard Deviation (标准 差 ) std (x) 
Skewness ( 偏 度 ) 9.5 moment (x,3) /std(x). ^3 
Kurtosis (4E E ) 9.7 moment (x,4) /std (x). ^4 








例 9.1 计算 MRI [E ofi CT 图 像 亮 度 的 统计 量 。 
问题 陈述 : 

由 美国 国家 医学 图 书馆 提出 的 可 视 化 人 体 计 划 (Visible Human Project, 
VHP) ， 背 在 建立 正常 男性 和 女性 详细 完整 的 三 维 人 体 图 像 ， 该 计划 的 长 期 目标 
是 利用 计算 机 断层 成 像 (Computed Tomography, CT) 和 磁 共 振 成 像 〈( Magnetic 
Resonance Images, MRI) 等 技术 得 到 的 详细 解剖 数据 ， 将 解剖 知识 进行 符号 化 
和 文本 化 ， 如 同 书 本 等 其 他 资源 提供 的 解 前 知识 一 样 。VHP 数据 库 中 每 个 男性 
FI MEAN CT 图 像 也 有 MRI AR. CT 图 像 可 以 显示 出 骨骼 、 牙 齿 等 硬 

组 织 与 软组织 之 间 的 区 别 ; 而 MRI 图 像 则 可 以 显示 软组织 之 间 的 区 别 。 

请 编写 一 个 MATLAB 程序 ， 显 示 VHP 数据 库 中 的 CT 图 像 和 MRI 图 像 ， 并 
统计 每 张 图 像 的 亮度 分 布 数据 VHP 数据 库 的 网 址 为 (http: // 
www. nim. nih. gov/research/visible/visible human. html) 。 同 时 ， 利 用 CT 图像 的 
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描述 统计 量 识别 罕 腔 等 解剖 区 域 。 
解 : 

本 例题 中 ， 从 VAP 数据 库 网 址 下 载 了 名 为 “head mri small" #0 "head _ 
fresh ct" “PAIK EUR. 

MATLAB 有 几 条 特殊 的 指令 可 用 于 图 像 的 显示 。 首 先 ，imread 指令 是 读 取 图 
像 文件 ， 并 将 图 像 数 据 作为 数组 存 人 MATLAB 工作 空间 。image 指令 用 于 将 这 个 
数组 显示 成 图 形 。colormap 指令 用 于 说 明 存 储 在 数组 中 的 图 像 亮度 数据 与 所 显示 
图 形 亮度 之 间 的 关系 。 

VHP 数据 库 中 的 CT 图 像 和 MRI 图像 都 是 JPEG 格式 的 ,为 (256 x256) 大 
小 的 数组 ， 亮 度 范围 为 0 ~255。 以 下 MATLAB 指令 可 以 显示 出 具有 256 个 灰 度 
级 的 图 像 ; 


y -0:(1/255):1; 
map =[v;v;v]"; 


colormap (map); 


如 下 MATLAB 指令 从 VHP 男性 人 体 数据 库 读 取 一 张 MRI 图 像 ， 存 于 工作 空间 ， 
并 显示 出 该 图 像 〈 见 图 9.2) : 


I-imread('head mri small','JPEG'); 


image (I) 


表 9.1 列 出 了 计算 描述 统计 量 的 一 些 MATLAB 函数 。 但 是 ， 存 储 的 图 像 是 
二 维和 矩阵 ， 二 维 矩阵 的 计算 指令 与 一 维 矢量 是 不 同 的 。 因 此 ， 为 了 计算 描述 统计 
量 ， 必 须 先 用 如 下 指令 将 图 像 矩 阵 的 数据 转化 成 一 维 矢 量 : 


[rI,cI] =size (I); 

II -reshape(I,rl* cI,1); 

meanI =mean (II); 

vari - var (II); 

stdl = std (II); 

fprintf ('\nAverage intensity\t% f\nVariance\t% f\nStandard 





Deviation\t% f\n',meanI,varl,stdI); 


VHP 图 像 为 256 FF HE 256 列 ， 这 里 把 图 像 数据 转化 成 了 (65536 x1) 的 一 维 矢 
量 ， 用 于 计算 图 像 亮 度 的 平均 值 、 方 差 和 标准 差 ， 并 用 fprintf 格式 化 指令 输出 这 
3 个 统计 量 的 值 。 
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图 9.2 JH MATLAB 指令 显示 的 MRI 图 像 
用 直方 图 ( 见 图 9.3) 可 以 将 图 像 的 亮度 分 布 情况 用 图 形 表 示 出 来 ， 下 面 的 
MATLAB 指令 就 可 以 方便 地 计算 和 显示 直方 图 : 


h-histc(II,0:255); 
figure (2) 
plot (0:255,h, '.',[meanI;meanI;meani],[100;500;1000], 's") 


其 中 的 plot 46 OTE AB 3. TERKEDEREK. 
用 同样 的 方法 可 以 显示 和 处 理 CT 图 像 ， 输 出 结果 如 图 9.4 和 9.5 所 示 : 


J=imread('thead fresh  ct','JPEG'); 
figure (3) 

colormap (map) 

image (J) 

(rJ,cJ] =size(J); 

JJ = reshape (J, rJ *cJ,1); 

meanJ =mean (JJ); 

varJ =var (JJ); 

stdJ =std(JJ); 
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图 9.3 图 9.2 所 示 图 像 的 亮度 直方 图 
h=histe (JJ,0:255); 
figure (4) 
plot (0:255,h,'.',[ meanJ;meanJ;meanJ],[100;500;1000],'s') 


有 时 ， 可 以 用 描述 统计 量 识别 和 定位 图 像 中 一 些 重要 区 域 。 例 如 ，CT 图 像 
中 亮度 等 于 或 接近 于 0 的 暗 区 表示 的 是 察 腔 。 用 图 像 的 平均 亮度 值 作为 阐 值 ， 可 
以 分 割 出 图 像 中 可 能 对 应 于 赛 腔 的 区 域 。 程 序 如 下 : 


figure (5) 
colormap (map) 

TJ =J; 

TJ (J «meanJ) =0; 
TJ (TJ 20) 2-255; 
image (TJ) 


其 中 ,利用 MATLAB BOES8SRS | esr TI, dos CT 图 像 ANB 
处 理 之 后 的 图 像 。 

图 9.6 中 显示 的 三 大 块 黑色 区 域 就 对 应 于 3 个 窦 腔 ,靠近 图 像 上 方 的 两 个 为 
上 颌 窦 ， 上 颌 窦 下 方 的 是 蝶 窦 。 比 较 图 9. 4 和 图 9.6 两 张 图 ， 可 见 ， 利 用 图 像 亮 
度 平均 值 进行 阐 值 处 理 的 方法 进行 图 像 窦 腔 的 识别 ， 其 结果 并 不 是 非常 理想 。 这 
类 问题 属于 图 像 处 理 以 及 医学 图 像 分 析 领 域 的 研究 课题 。 
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! Figure 3 
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图 9.5 图 9.4 所 示 图 像 的 亮度 直方 图 
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图 9.6 £t ELE aa CT 图 像 


如 果 想 了 解 有 关 可 视 化 人 体 计 划 VHP 的 详细 内 容 ， 请 访问 NLM 网 站 
(http: //www. nlm. nih. gov/ ) o 


9.4 推断 统计 学 


利用 统计 学 的 方法 还 可 以 从 采集 到 的 总 体 样本 数据 中 归纳 和 总 结 出 该 总 体 
的 特性 。 事 实 上 ， 不 可 能 也 没 必 要 采集 总 体 中 每 一 个 个 体 的 数据 ， 比 如 ， 不 可 
能 得 到 所 有 细胞 、 所 有 动物 、 所 有 人 的 数据 。 而 是 只 能 采集 一 部 分 样本 数据 ， 
然后 ， 如 图 9.7 所 示 ， 从 样本 的 统计 结果 中 归纳 出 总 体 的 特性 。 也 就 是 ， 先 收 
集 样 本 的 测量 值 ， 计 算 样 本 的 描述 性 统计 量 ， 再 计算 和 推断 有 关 总 体 的 一 般 特 


性 。 


图 9.7 从 样本 到 总 体 的 统计 推断 
这 里 ， 首 先 介绍 几 个 统计 推断 中 使 用 的 术语 。 总 体 是 所 有 对 象 或 物体 的 集 
合 ， 如 和 人、 动物 、 细 胞 或 分 子 。 样 本 是 总 体 的 子 集 ， 由 收集 到 的 测量 值 构成 。 总 
体 参数 描述 总 体 的 特性 ， 测 量 时 这 些 参 数 是 未 知 的 。 样 本 统计 量 则 是 根据 所 采集 
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的 样本 数据 计算 得 到 的 总 体 参 数 的 估计 值 。 如 果 用 不 同 的 样本 进行 计算 ， 样 本 统 
计量 彼此 之 间 会 有 些 变化 ， 样 本 分 布 就 是 描述 不 同样 本 集合 的 样本 统计 量 的 变化 
规律 。 

统计 推断 用 于 确定 某 个 样本 统计 量 是 否 为 总 体 参 数 的 “好 ”估计 值 。 每 个 
估计 量 都 有 两 个 特性 :“ 值 ”和 “信和 度 "。“ 值 ”说 明了 样本 统计 量 预 测 总 体 参 
数 的 好 坏 。“ 信 和 度 ” 则 表示 样本 统计 量 用 于 所 有 可 能 的 同类 测量 时 的 可 信 程 度 。 
如 果 测 量 中 采用 了 制定 完善 的 标准 过 程 ， 那 么 信 度 表示 样本 测量 中 所 获得 的 结果 
在 其 他 所 有 可 能 的 样本 测量 中 同样 成 立 的 可 能 性 。 通 过 统计 推断 的 分 析 ， 我 们 才 
能 得 出 结论 ， 说 明 测量 数据 的 变化 是 由 于 生物 变异 性 或 测量 误差 引起 的 ， 而 不 是 
由 某 个 未 知 因素 引起 。 

变量 之 间 关 系 的 统计 推断 方法 有 两 种 ， 即 参数 估计 和 假设 检验 。 参 数 估计 就 
是 根据 样本 数据 计算 出 某 个 参数 值 ( 即 上 述 的 “ 值 ”)， 并且 给 出 该 参数 值 可 能 
的 变化 范围 ， 即 置信 区 间 (上 述 的 “信和 度 ”) 。 如 果 置 信 区 间 较 大 ， 则 该 区 间 包 
含 总 体 参 数值 的 可 能 性 就 大 。 如 果 置 信 区 间 较 小 ,那么 总 体 参 数 的 估计 精度 就 较 





高 。 
从 样本 统计 量 计算 总 体 参 数 置 信 区 间 的 一 般 公 式 为 
统计 量 上 z ， Sy (9. 10) 
式 中 z 一 一 根据 样本 数据 以 及 所 要 求 的 置信 水 平 得 到 的 值 ，z 值 可 以 从 书 中 或 网 
上 查 表 获 得 。 
例如 ， 总 体 均 值 的 置信 区 间 为 


M -z's HEM+z: sy (9. 11) 
式 中 WM 一 一 样本 均值 。 
如 果 除 了 均值 之 外 ,标准 差 也 是 通过 计算 获得 的 ， 那么 上 式 中 的 z 就 要 用 t 
RE, BI 


M-t+sy<p<Mt+t-sy * (9.12) 


919.2. 用 样本 数据 佑 计 总 体 的 均值 。 

正 态 分 布 〈 即 高 斯 分 布 ) P AASE e 和 方差 o 这 两 个 总 体 参 数 描述 。 假 
设 有 一 个 正 态 分 布 随机 变量 的 样本 ， 标 准 差 已 知 ， 请 计算 均值 的 置信 区 间 。 要 求 
均值 包含 在 该 置信 区 间 中 的 概率 有 95% 。 
LE 

如 果 正 态 分 布 的 4&=0 且 e =1， 则 称 为 标准 正 态 分 布 。MATLAB 的 如 下 指令 
产生 标准 正 态 分 布 的 100 个 样本 : 


d-random('normal',0,1,[100 1]) 


当 e =1 时 ， 如 果 和 置信 和 度 为 95% ， 则 z=1.96。 置 信 区 间 计 算 如 下 : 
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M=mean (d); 

sM=std(d); 

low =M-1.96; 

high =M+1.96; 

fprintf ('The confidence interval is (% f,$ f£)\n', low, high) 


用 不 同 的 样本 重复 执行 这 段 程序 ， 可 以 得 到 不 同 的 结果 。 某 输出 结果 为 
The confidence interval is (-2.121312,1.798688) 


当 样 本 量 越 来 越 大 时 ， 置 信 区 间 会 趋 近 于 (-1.96, 1.96), 
另外 ， 如 果 og 未知 ， 要 从 样本 中 估计 其 值 ， 则 可 以 用 如 下 MATLAB 程序 计 
算 置 信 区 间 : 


M=mean (d); 

s=std(d); 

sM=s/sqrt (100); 

low =M-1.9842 * sM; 

high =M+1.9842 * sM; 

fprintf ('The confidence interval is($ f,$ f) Mn Low high) 


其 中 4=1.9842， 由 查 表 获 得 。 这 段 程序 的 输出 结果 是 
The confidence interval is (-0.235331,0.151654) 


统计 推断 的 另 一 种 方法 是 假设 检验 ， 用 于 比较 关于 总 体 的 某 两 个 假设 的 真实 
程度 。 通 过 测量 的 样本 数据 考察 自 变量 的 作用 效果 时 ， 很 重要 的 一 点 是 要 有 足够 
的 置信 和 度 来 说 明 这 种 效果 确实 是 由 自 变量 的 变化 引起 的 ， 而 不 是 由 测量 误差 等 其 
他 变化 引起 的 。 假 设 检验 用 于 拒绝 两 个 假设 之 一 的 零 假 设 而 接受 另 一 个 备 择 候 
设 。 

备 择 假设 是 有 关 总 体 参数 的 一 个 假设 ， 它 假定 自 变量 对 于 因 变 量 确实 具有 作 
用 效果 。 而 零 假 设 通常 是 与 备 择 假 设 相 对 立 的 假设 ， 设 置 零 假 设 是 为 了 考察 样本 
数据 与 该 假设 是 否 存在 矛盾 。 假 设 检验 一 般 分 为 4 步 : 

1) 确定 零 假 设 和 备 择 假设 。 

2) 选择 所 需要 的 置信 水 平 ， 也 称 为 显著 性 水 平 。 置 信 水 平 说 明了 拒绝 零 假 
设 并 接受 备 择 假设 的 可 信 度 

3) 计算 样本 统计 量 用 于 估计 总 体 参数 。 
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4) 确定 在 零 假 设 成 立 的 情况 下 该 样本 统计 量 可 能 出 现 的 概率 (BD p 值 )， 
并 将 此 p 值 与 显著 性 水 平 进行 比较 ， 如 果 p 值 小 于 显著 性 水 平 ， 则 拒绝 零 假设 ， 
接受 备 择 假 设 。 

这 里 只 是 非常 简单 地 介绍 了 统计 推断 和 假设 检验 。 下 面 说 明生 物 医学 工程 中 
常用 的 两 种 检验 方法 ， 即 学 生 检验 和 相关 。 

假设 检验 中 用 到 的 置信 区 间 公 式 与 上 述 一 般 公式 基本 相同 。 一 旦 选 定 了 零 候 
设 ， 总 体 参数 就 确定 了 。 设 定 显著 性 水 平 并 完成 实验 之 后 ， 就 可 以 计算 出 样本 统 
计量 M (如 果 需 要 还 要 计算 标准 差 ww) 。 如 果 样 本 方差 已 知 ， 就 根据 z 表 计 算 p 
值 ; 如 果 样 本 方差 未 知 ， 则 根据 : 表 计算 疡 值 。 根 据 计 算 结 果 ， 如 果 置 信 区 间 不 
等 式 不 成 立 ， 那 么 就 拒绝 零 假 设 。 

学 生 上 检验 简称 检验， 是 用 于 描述 两 个 总 体 均值 之 间 关 系 的 假设 检验 。 它 
的 假设 是 要 么 两 个 总 体 均值 相同 ( 即 零 假设 )， 要 么 两 个 总 体 均值 不 相同 ( 即 备 
择 假设 ) 。 实 际 应 用 中 ， 样 本 统计 量 经 常设 为 两 个 样本 均值 之 差 ， 于是， 零 假设 
就 是 均值 之 差 等 于 0， 而 备 择 假 设 就 是 两 个 均值 之 差 不 等 于 0。 例 如 ， 如 果 样 本 
统计 量 为 M, -M,, t 检验 的 两 个 假设 为 





H,: 1 三 2 
"M (9. 13) 
H, uu, # pp 
重 排 置 信 区 间 公 式 ， 可 求 得 ! 值 : 
M, - Mj) - (u, -m 
po URL e cae) (9. 14) 
SM1 -M 
将 零 假 设 的 上 =p 代 人 ， 可 得 
(M, - M) 
t= — (9. 15) 
SMi - M, 
其 中 sw wm 可 由 下 式 求 得 
sj s 
N TN (9. 16) 


Mi-My = N, N, 
2i —BUR FH BUE IG REK, CEA SAAB Bt ARERR BR 
验 。 当 相关 系数 "等 于 -1 时 ， 表 示 负 线性 关系 ; 等 于 0 时 ， 表 示 没 有 线性 关系 ; 
等 于 1 时 ， 表 示 正 线性 关系 。 因 此 ， 相 关系 数 > 在 - ! 一 0 一 1 之 间 变 化 。 通 常用 
r 而 不 用 r。 
假设 X 和 了 分 别 为 自 变 量 和 因 变 量 。 如 果 样 本 方差 已 知 ， 则 相关 系数 7 为 


N N N 
Sanr- YYY 
i=l i=l i=l 


r - 





(9.17) 
0 XO y 
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如 果 样 本 方差 未 知 ， 则 相关 系数 > 为 








N N 
x ROR 
2, X. - N 
r= (9. 18) 
N N 
X. X. 
au UN uu n] 
2,* N 2,Xi - N 














注意 : 上 式 中 随机 变量 和 和 了 是 可 以 互 换 的 。 这 表示 用 相关 系数 测量 的 相 
关 性 是 一 种 对 称 关 系 ， 这 意味 着 相关 性 强 并 不 一 定 存在 因果 关系 ， 也 就 是 一 个 变 
量 的 变化 并 不 一 定 是 对 于 另 一 个 变量 变化 的 响应 。 

虽然 上 式 是 最 常用 的 相关 公式 ， 但 是 它 并 不 能 反映 变量 之 间 的 非 线 性 关系 。 
还 有 其 他 类 型 的 相关 方法 可 以 处 理 其 他 类 型 的 变量 、 非 线性 关系 、 多 重 相关 性 、 
以 及 两 个 或 更 多 自 变 量 与 一 个 因 变 量 之 间 的 关系 等 。 

909.3 DNA 芯片 数据 分 析 中 的 假设 检验 

DNA 芯片 用 于 研究 不 同 实验 条 件 下 基因 的 相对 表达 水 平 ， 其 中 常用 的 一 个 
系统 是 酿酒 酵母 基因 芯片 。 

DNA 芯片 的 数据 可 以 由 作者 提供 ， 也 可 以 从 NIH 基因 表达 网 站 (http: // 
www. ncbi. nlm. nih. gov/genome/ guide/human/resources. shtml) 获得 。MATLAB 的 
生物 信息 数据 库 中 有 一 个 样本 库 。 请 从 这 个 样本 库 中 挑选 两 个 基因 ， 并 检验 两 个 
基因 的 表达 模式 是 否 相关 。 

解 : 

如 果 有 MATLAB 生物 信息 工具 箱 ， 就 可 以 直接 调 人 yeastdata. mat 变量 ; 如 
果 没 有 这 个 工具 箱 ， 可 以 用 序列 号 GSE28 从 NIH 网 站 获得 完整 的 数据 ， 网 址 为 : 
http; //www. ncbi. nlm. nih. gov/entrez/query. fcgi? db = gds&cmd = search&term = 
GSE28 

执行 如 下 MATLAB 指令 之 后 : 


load yeastdata.mat 


工作 空间 的 yeastdata 数组 中 存放 的 就 是 芯片 的 基因 表达 水 平 ， 元 胞 数组 genes 中 
存放 的 是 这 个 数据 库 的 6400 个 基因 的 有 关 数 据 。yeastdata 数组 的 每 一 行 存放 了 7 
个 时 间 点 上 基因 的 相对 表达 水 平 ， 实 际 的 时 间 值 则 存放 在 工作 空间 的 “times” 
变量 中 。 以 下 程序 选择 了 第 20 和 第 21 两 个 基因 : 


figure (1) 
plot (times, yeastvalues (20:21,:)) 
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如 图 9. 8 所 示 是 这 两 个 基因 的 相对 表达 水 平 的 输出 结果 ， 两 者 似乎 是 相关 的 。 设 
定 “ 相 关 ” 为 备 择 假设 , “无 线性 相关 ”为 零 假设 。 利 用 MATLAB 的 corr 函数 
可 以 计算 两 个 基因 表达 曲线 的 相关 系数 ， 指 令 如 下 ， 两 组 表达 数据 作为 cor PR 
数 的 参数 : 





图 9.89 第 20 和 第 21 基因 的 相对 表达 水 平 


corr (yeastvalues (20,:)', yeastvalues (21，:) ') 


得 到 的 相关 系数 r 为 0. 8693。 零 假设 的 相关 系数 为 0， 用 如 下 公式 计算 : 值 : 


r 


/(1 - )/(N -2) 


Lo 


程序 为 


N = length (times); 
t-r/sqrt((1-r^2)/(N-2)) 


对 于 第 20 和 第 21 基因 ,上 值 为 3. 9331。 现 在 ， 取 显著 性 水 平 为 0.05; 由 于 有 7 
个 时 间 点 上 的 数据 ， 因 此 ， 自 由 度 的 值 为 5。 从 上 值 表 中 查 到 这 些 条 件 所 对 应 的 
临界 值 1 为 2. 5706。3. 9331 大 于 2. 5706 ， 因 此 ， 拒 绝 零 假设 ， 接 受 备 择 假 设 ， 





© 、 原 书 此 图 号 为 9.7， 与 前 图 号 重复 ， 此 图 号 现 改 为 9.8， 后 各 图 顺 改 。 一 一 译 者 注 
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即 两 个 基因 的 表达 模式 相关 。 
下 面 选择 第 20 和 第 30 两 个 基因 。 图 9.9 显示 了 两 者 的 表达 模式 ， 程 序 如 
下 : 


r =corr (yeastvalues (20,:)',yeastvalues (30, :)') 
t =r/sqrt ((1 -r*2)/(N-2)) 


aini x| 
1 
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图 9.9 38 20 和 第 30 基因 的 相对 表达 水 平 


求 得 的 相关 系数 为 - 0.0150， 其 中 的 负 号 表示 负 相 关 。: 值 为 -0.0335 ， 小 于 查 
表 得 到 的 临界 值 2. 5706, ， 因 此 ， 不 能 拒绝 “无 相关 ”这 个 零 假 设 。 

这 里 所 谓 “ 不 能 拒绝 零 假 设 ” 并 不 是 指 可 以 接受 零 假 设 ， 因 为 “拒绝 零 假 
设 ” 的 含义 是 : 如 果 这 种 样本 之 间 的 相关 性 是 由 于 碰巧 才 发 生 的 ,那么 这 种 碰 
巧 发 生 的 概率 小 于 0. 05 。 


9.5 最 小 二 乘法 建 模 


最 小 二 乘法 是 用 解析 数学 模型 拟 合 含 噪 数据 的 - -种 数值 方法 ， 就 是 用 测 得 的 
数据 计算 模型 的 参数 。 
假设 因 变量 的 测量 值 是 某 个 自 变量 的 函数 ， 比 如 ， 随 时 间 变 化 的 电位 ， 则 拟 
合 测量 数据 的 模型 可 以 设 为 : | 
Y -f(X) +e (9.19) 
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ott X 自 变量 ; 
7 一 一 因 变 量 ; 
< 一 一 噪声 。 


假设 有 一 组 测量 数据 (x;,y;) ， 并 且 ， 自 变量 X 与 因 变 量 了 之 间 具 有 线性 关 

系 ， 那 么 ， 如 果 没 有 噪声 干扰 ， 用 如 下 模型 
Y=aX+b (9. 20) 
可 以 完全 拟 合 数据 。 

最 小 二 乘法 计算 模型 参数 值 的 原理 ， 是 使 模型 数据 与 测量 数据 之 间 总 的 差 值 
最 小 化 。 当 测量 中 存在 误差 时 ， 对 于 以 上 线性 模型 ， 测量 值 y, 与 模型 计算 值 
(ax, + bj) 之 间 就 会 有 差 值 : 

d; = y; ~ (ax, +b.,) (9.21) 
求 模型 拟 合 的 总 误差 时 ， 最 好 不 要 用 带 正 负 号 的 差 值 ， 而 要 用 差 值 的 平方 ， 这 
样 ， 其 总 和 才能 更 好 地 反映 拟 合 的 误差 ， 即 


E, = Y O; - (ax; € b))? (9.22) 


这 里 的 数值 问题 就 是 要 确定 参数 a Alb, [ERE E, 最 小 化 。 使 E, 相对 于 每 个 
参数 的 偏 导数 等 于 0， 即 








Hr 2-226 - (ax, + b) )x; = 0 
(9.23) 
42 2-25 (x,y, - ax] — bx,) =0 
da isl 
且 
dE, d 
5b 7-22 (y - (ax +5)) 20 (9. 24) 
就 可 以 使 Ej 最 小 。 
由 此 可 以 得 到 求解 参数 a M b 的 方程 组 : 
oF =-2) (x,y; - ax? —bx,) =0 
2t Hu (9.25) 
Or --2Y (y - ax, - b) 20 
ab EU : 
除去 系数 -2， 并 重 排 ， 可 得 
aY x +b > xi = XY 
^ we (9. 26) 
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可 以 进一步 化 为 





. . : (9.27) 
b> x, +a xc Xi 
Ts izi Ti 
写成 矩阵 矢量 形式 ， 则 为 
n x; > 
DERE o 
2a 25 i 2, 
£j tei iz 


这 些 方程 组 称 为 正规 方程 组 ， 是 建立 最 小 二 乘 间 题 的 标准 形式 。 是 线性 代数 
方程 组 ， 可 以 用 本 书 第 4 章 介 绍 的 方法 求解 。 

例 9.4 一 阶 多 项 式 ( 即 直线 ) 的 最 小 二 乘法 拟 合 

利用 最 小 二 乘法 实现 一 组 测量 数据 (x;,y; ) 与 直线 的 拟 合 ， 数 据 为 


(1,4) (3,5) (5,6) ,(7,5) , (10,8) , (12,7) , (13,6) ,(16,9) , (18,12) ,(20,11) 
并 用 MATLAB 程序 求解 线性 方程 的 系数 。 
fg. 


用 如 下 两 个 数组 分 别 存放 自 变 量 和 因 变 量 的 测量 值 : 








x=[1 3 5 7 10 


12 13 16 18 20]; 
y -[4 


5 6 5 8 7 6 9 12 11]; 
用 如 下 MATLAB 和 矩阵 表示 本 题 的 正规 方程 组 ， 并 计算 矩阵 的 值 : 


A=[length (x), sum (x) ;sum(x),sum(x.*2) ] 
A= 


10 105 
105 1477 


3X (9.28) 的 右边 为 


c=[sum(y);sum(x. * y) ] 
c= 


73 
906 


这 样 ， 就 可 以 求 得 系数 : 


$93 测量 、 建 模 与 统计 分 析 





ZzZ-A^-l*c 
z= 
3.3888 
0.3725 


也 就 是 ， 拟 合 直线 的 截 距 为 3. 3888 ， 斜 率 为 0. 3725 。 


以 下 MATLAB 指令 可 以 方便 地 作 图 ， 同 时 显示 测量 数据 以 及 拟 合 直线 : 


plot (x,y,'o',x,z (1) +z (2) * x) 


其 中 ,测量 数据 用 圆圈 表示 ， 直 线 就 是 拟 合 模型 。 作 图 指令 中 的 前 两 个 参数 分 别 
为 测量 数据 的 自 变量 和 因 变 量 ， 第 三 个 参数 'o ' 表 示 数 据点 显示 形式 的 符号 ， 它 
表示 用 圆圈 显示 数据 点 。 最 后 两 个 参数 为 模型 拟 合 线 的 自 变量 和 因 变 量 ， 这 里 的 
因 变 量 不 是 测量 数据 ， 而 是 模型 的 数据 。 计 算式 z(1) + z(2) *x 是 一 个 矢量 ， 
其 值 的 计算 是 x 的 每 个 元 素 乘 以 估计 的 斜率 值 ， 再 加 上 估计 的 截 距 值 。 图 9. 10 


所 示 为 该 MATLAB 作 图 指令 的 输出 结 





一 -一 一 一 一 
3 as 一 一 


0 2 4 6 8 10 12 14 #16 18 





图 9.10 测量 数据 及 其 拟 合 模型 


例 9.5 三 阶 多 项 式 的 最 小 二 乘法 拟 合 
请 建立 用 三 阶 多 项 式 拟 合 (%;,y;) 数据 组 的 最 小 二 乘法 。 
解 : 
三 阶 多 项 式 的 形式 为 
y; = Q tax; + ax? + a4x? 
同 理 ， 每 个 测量 数据 与 拟 合 数据 差 值 的 平方 为 


2 
(y; — (ag + aix; 十 aX; * ax; )) 


20 
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对 于 每 个 参数 a; 求 偏 导数 之 后 ， 得 到 的 正规 方程 组 为 
n Sa Xx Xx a, Dr 
Sa X4 X4 Delal | Zas 
2x Da Da Daja > riy 
2x iu bx bul LS aly 
参数 a, 的 解 即 为 
ao [e Sa De X4qTEx 
al [5a X4 Se Set] | San 
o| |£Ex Sa Da Dal] | Eey 
w Lye X4 Sa Delle 
将 非 线性 方程 转化 为 线性 方程 ， 应 用 同样 的 方法 还 可 以 进行 非 线性 模型 的 拟 











a 
$9.6 非 线 性 模型 的 最 小 二 乘法 拟 合 
WEH ysa REME (x;, y) 数据 组 的 最 小 二 乘法 。 
解 : 


首先 ， 对 方程 y=ae” 两 边 求 自然 对 数 ， 得 到 : 
Iny = Ina + bx 


Wa) =Ina, a, - b, WARE LARA) Fe, HEMT EAA 
n >a UE T | 


n n it 

2 
2u Da >, xdny, 
i=l i=l i=l 


这 样 ， 就 可 以 先 求 得 In a 和 的 值 ， 然 后 ， 很 容易 得 到 非 线性 形式 的 系数 a 的 值 。 
用 同样 的 方法 ， 可 以 拟 合 多 变量 的 模型 ， 如 下 例 所 述 。 
99.7. 多 变量 模型 的 最 小 二 乘法 拟 合 
请 建立 一 个 多 变量 模型 拟 合 数据 组 (xxz y) , BP, Ax, Mx, 两 个 自 
变量 ， 以 及 y 一 个 因 变 量 。 
B 
设 模 型 的 形式 为 
y= do tax, tax, 十 全 
式 中 ”es 一 一 测量 噪声 。 
其 正规 方程 组 为 
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2 
DEN Di DETE Day 
2 
X5i X qj» X» X2i 


9.6 HAUG 


最 小 二 乘法 采用 的 模型 可 以 有 很 多 种 不 同 的 形式 。 上 节 中 列举 的 如 下 拟 合 模型 


y= Ay + a,x 


a | 二 


n > xu > i 四 >y 


a, 


y= n a,x + aX. + ax. (9.29) 
y= ae" 
y= Ay + aX, + a3% 
只 是 可 能 选取 的 大 量 解析 模型 中 的 少数 几 个 例子 。 
模型 还 用 于 预测 对 应 于 某 个 输入 值 的 输出 值 ， 特 别 是 预测 对 应 于 某 个 自 变量 
的 没有 采集 到 的 输出 数据 值 。 模 型 的 预测 有 内 插 和 外 插 两 种 。 
假设 我 们 有 一 组 数据 ， 范 围 是 (xui) ~ (%,,y,) ， 要 预测 的 是 某 给 定 值 x 
上 的 输出 yY,， BA, 4x, <x <x 并 且 x 不 等 于 x 时， 这 种 预测 就 是 内 插 ， 而 当 
x<x 或 x*>x, 时 ， 就 是 外 插 。 
如 果 数 据 是 在 存在 噪声 的 情况 下 采样 得 到 的 ， 那 么 ， 就 要 用 9. 4 节 介 绍 的 最 
小 二 乘法 计算 模型 的 参数 〈( 即 系数 ) 。 另 一 方面 ， 如 果 已 知 精确 的 数据 值 ， 也 就 
是 数据 是 由 精确 查 表 得 到 的 ,那么 ， 就 不 需要 用 最 小 二 乘法 了 ， 可 以 用 第 6 章 介 
绍 的 格雷 戈 里 -牛顿 (Gregory-Newton) 插值 公式 和 拉 格 朗 日 (Lagrange) 插值 多 
项 式 来 拟 合 精 确 的 数据 ， 并 进行 内 插 或 外 插 计算 。 


9.6.1 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 


原则 上 ， 经 过 n+1 个 数据 点 的 阶 多 项 式 是 惟一 的 ， 例 如， 用 两 点 数据 可 
以 估计 如 下 一 阶 多 项 式 
y = Ay + aX (9. 30) 
的 两 个 系数 ce 和 a, o 
假设 两 点 数据 的 值 分 别 为 (x6,yo) 和 (x,,y) ， 这 个 一 阶 多 项 式 必 须 正好 经 
过 这 两 点 ， 也 就 是 ， 对 于 求 得 的 插值 多 项 式 P(x) ， 必 须 有 P(xo) = yo , P(x) = 
y! 。 显 然 ， 多 项 式 
(x x) (x — xo) 
hi) = (xo -x + (x, =)! 


满足 这 些 条 件 。 当 * =xo 时 ， 第 二 项 为 0， 就 有 Pi(xo) =y; Wx-x 时 ， 第 一 


(9.31) 
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TRA, BAP (Cm) =y 。 经 过 3 个 数据 点 (oyo) 、(xi ,yi) 和 (x,,y,) 的 插值 
多 项 式 P,(x) 为 : 
(x -x)(x ~ x2) (x = xo) (x - x) (x — xo) (x - x) 
Pala) = (xo — x,) (xo -)? t (x, = xo) x =x) (x, — xo) (x, — x) 
(9. 32) 
P,(x) 有 3 个 线性 组 合 项 ， 每 项 都 是 二 阶 多 项 式 ， 且 在 两 个 数据 点 上 值 为 0， 而 
在 其 余 一 个 数据 点 上 系数 值 为 1。 将 这 3 项 记 为 


(x -x)(x - xj) 








ya 











L0 = Cm) 
L(x) = a (9.33) 
bal) = 
则 插值 多 项 式 P(x) Bon 
P(x) = Y nba) (9. 34) 
这 就 是 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 ， 其 一 般 形式 为 
P (=) = Y ua) (9. 35) 
AT n 阶 插值 多 项 式 ， 有 B 
bola) = ELI ore Ne i) UH) Og apy 


(x, — xo) (x, — x) (x, — x14) x, — dpa) o n o x.) 


9.6.2 ”牛顿 差 商 插值 多 项 式 


拉 格 朗 日 插值 法 并 不 是 确定 插值 多 项 式 的 惟一 方法 ， 由 数据 表 求 取 插值 多 项 
式 的 方法 称 为 差 商 法 。 差 商法 也 用 于 求 函数 导数 和 积分 的 近似 值 ， 并 用 于 求 微分 


方程 的 近似 解 。 
差 商 用 如 下 特定 的 符号 表示 , 设 f[x,] =f), Bu 
xx | ET IR (9. 37) 


就 是 关于 x, AD x; 的 一 阶 有 限 差 商 。 同 理 ， 利用 k -1 NERS [x;, Mint , Xi+2， ttg f 
Xa] Alf [xi s Xnr ， 可 以 定义 Xi Xie Xi Xi 点 上 的 天 阶 差 商 为 
fx Mit 9 Nir2 7 Nirk- ] - fli sia Xu] 


Xy — Xj 





Fx xu Xip 9" Xie] = 


(9. 38) 
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这 样 ， 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 P,(x) 也 可 以 写 为 


P,(x) = Co +a,(x = xo) + a;(x - xo) (x -4X,) te + a,(x — Xo) (x = kp) 


(9.39) 
因为 P,(xo) = f(xo) ， 可 得 系数 a, 的 值 为 a。= f(x) = f[x9] 。 同 样 : 
P,(x,) 2 f(x) = dy +a (xı - xo) (9. 40) 
可 得 
- A = fF] (9.41) 
于 是 ,插值 多 项 式 可 以 写 为 
P (x) =f[xo] +fl%o.x,](* - xo) + a lx = xo) (x -= XK) 十 和 
*ta,(x-x)v(x-x,4) (9. 42) 
用 同样 的 方法 可 以 确定 其 余 系 数 的 值 。 即 
a, = fixos] (9.43) 


这 样 ， 插 值 多 项 式 P, (x) 就 成 为 
PG) = flao] + Y flao] m) ma) (9:44) 

这 就 是 牛顿 差 商 插值 多 项 式 。 关 于 差 商 的 计算 公式 请 参阅 第 6 章 。 

9.68 样 条 


拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 牛顿 均 差 插值 多 项 式 基 于 同样 的 原理 ， 如 果 要 建立 一 
个 nn 阶 拟 合 函数 就 需要 有 n+1 个 数据 点 。 实 际 上 ， 利 用 其 他 约束 条 件 ， 可 以 减 
少 所 需 数据 的 数量 。 样 条 算法 求 取 多 项 式 近 似 公式 时 ， 就 是 用 相关 的 约束 条 件 代 
替 部 分 数据 点 。 

有 了 时， 希望 用 较 低 阶 的 多 项 式 拟 合 n+1 个 数据 点 ， 因 为 ， 较 高 阶 的 多 项 式 
会 反映 出 所 有 的 变化 。 例 如 ， 对 于 医学 图 像 等 ， 希 望 得 到 光滑 的 表面 ， 小 的 变化 
反而 会 降低 图 像 的 质量 。 样 条 是 用 多 个 低 阶 多 项 式 来 拟 合 整个 数据 组 ， 其 中 ,每 
个 多 项 式 只 拟 合 数据 的 一 部 分 ， 一 组 低 阶 多 项 式 就 可 以 拟 合 全 部 数据 。 低 阶 多 项 
式 比较 光滑 ， 因 此 ， 就 可 以 产生 较 好 的 图 像 视觉 效果 。 拉 格 朗 日 插值 多 项 式 和 和牛 
顿 均 差 插值 多 项 式 拟 合 数 据 的 隐 含 约束 条 件 是 多 项 式 必须 经 过 所 有 n +1 个 数据 
点 。 假 设 只 有 两 个 数据 点 ， 那 么 ， 根 据 这 个 原则 ， 插 值 的 结果 只 能 是 这 两 个 点 之 
间 连 成 的 直线 函数 。 但 是 ， 如 果 加 上 拟 合 曲线 光滑 拼接 的 约束 条 件 ， 那 么 ， 不 增 
加 数据 点 ， 也 可 以 用 二 阶 、 甚 至 三 阶 函 数 来 拟 合 两 个 数据 点 。 

假设 要 用 二 阶 函 数 〈 或 三 阶 函数 ) 拟 合 n+1 个 数据 点 中 两 两 相 邻 数据 点 形 
成 的 n 个 数据 对 ， 每 个 二 阶 方程 : 

f(x) = dio + Ax +a; (9.45) 
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需要 确定 3 个 未 知 系数 ae 、c 和 os。 全 部 拟 合 中 一 共有 3n 个 未 知 系数 ， 因 
此 ， 需 要 Bn 个 方程 来 求解 这 些 未 知 系数 。 除 了 数据 点 以 外 ， 还 有 如 下 这 些 一 般 
规则 用 于 确定 样 条 多 项 式 的 系数 : 

1) 相 邻 多 项 式 在 同一 个 内 部 数据 点 上 的 函数 值 必须 相等 ， 且 都 等 于 给 定 的 
数据 值 。 将 这 条 规则 应 用 于 -1 个 内 部 数据 点 ， 就 得 到 2n -2 个 条 件 ， 每 个 数 
据点 上 有 两 个 等 式 ， 即 

f(x) = aiio taaki + aaki (9, 46) 
fC) = aig + aix, + aat 

2) 第 一 个 和 最 后 一 个 多 项 式 必 须 分 别 经 过 首尾 两 端的 数据 点 。 由 此 产生 两 
个 条 件 ， 即 

fiC xo) = G19 + QiX0 + a259 (9.47) 
f) = gg +a, iX, + 0,5x, 

3) 内 部 数据 点 上 的 一 阶 导数 必须 连续 。 由 此 产生 n -1 个 条 件 ， 形 式 为 
Qia t aiia 7 Qi + aia% (9. 48) 

4) 任意 选择 首尾 两 个 数据 点 中 的 一 个 ,使 这 点 上 的 二 阶 导 数 为 0。 例 如 ， 
设 第 一 个 多 项 式 在 第 一 个 数据 点 上 的 二 阶 导数 为 0， 则 有 

di; =0 (9.49) 
这 样 ， 上 述 约束 条 件 的 总 数 为 














因此 ， 就 有 足够 的 条 件 求解 各 个 二 阶 多 项 式 的 系数 。 假 设 给 定 的 数据 为 (xo, 
Yo) ~ (%，Y,)， 利 用 以 上 这 些 方程 求解 各 个 样 条 函数 系数 的 线性 系统 就 是 


l x 0 0 0 - 0 0 OF ao f xs) 

1 x, 0 0 0 0 0 Ola, f(x) 

0 0 1. sx x = 0 0 Of ao} |f(x,) 

1 x, -1 -zx, 0 0 0 Oft 0 

- . . . - : ita 17] : (9. 50) 
: Q, o 
: a, : 

0 0 0 0 0 1 x, xb f(x.) 
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注意 ， 因 为 规则 4 已 经 设 定 ai. =0， 因此， 系统 中 没有 这 个 系数 。 第 一 个 方程 
和 最 后 一 个 方程 由 规则 2 得 到 ， 第 二 个 和 第 三 个 方程 由 规则 1 得 到 ， 第 四 个 方程 
则 由 规则 3° 得到。 对 于 x, 到 x, 的 每 个 内 部 数据 点 重复 应 用 1 和 3 两 条 规则 2 ， 
得 到 系统 中 其 余 的 方程 。 利 用 第 4 章 介绍 的 那些 方法 都 可 以 求解 这 个 线性 系统 ， 
得 到 系数 a, ,的 值 。 

利用 同样 的 方法 ， 可 以 确定 三 阶 样 条 函数 的 系数 ， 只 是 需要 增加 一 条 规则 ， 
规定 内 部 数据 点 上 的 二 阶 导数 必须 连续 。 因 此 ， 三 阶 样 条 函数 的 规则 为 

1) 相 邻 多 项 式 在 内 部 数据 点 上 的 函数 值 必须 相等 ， 日 都 等 于 给 定 的 数据 值 。 

2) 第 一 个 和 最 后 一 个 多 项 式 必须 分 别 经 过 首尾 两 端的 数据 点 。 

3) 内 部 数据 点 上 的 一 阶 导数 必须 连续 。 

4) 内 部 数据 点 上 的 二 阶 导数 必须 连续 。 

5) 首尾 两 个 数据 点 上 的 二 阶 导数 都 为 0。 
这 样 ， 约 束 条 件 的 总 数 为 


规则 条 件 数 规 则 条 件 数 








这 个 条 件数 与 需要 求解 的 所 有 三 阶 样 条 函数 系数 的 个 数 相等 。 

MATLAB 有 内 置 唤 数 可 以 用 于 计算 样 条 函数 的 系数 ， 并 给 出 样 条 函数 。 

例 9.8 MALDI-TOF 质谱 数据 的 重 采样 和 基线 校正 。 

质谱 是 用 于 分 析 和 表征 大 分 子 化 合 物 的 一 项 重要 技术 。 基 质 辅助 激光 解吸 电 
离 飞 行 时 间 (Matrix Assisted Laser Desorption/Ionization Time Of Flight, MALDI- 
TOF) 质谱 仪 与 标准 生化 分 析 相 结合 ， 可 以 用 于 测定 生物 大 分 子 的 分 子 量 以 及 主 
要 的 序列 信息 (Kim A, 2004), 

这 种 飞行 时 间 质 谱 仪 的 基本 工作 原理 是 ; 特定 时 空 下 的 一 群 离子 在 恒定 的 电 
场 作 用 下 飞 过 电场 管道 时 ， 离 子 穿越 管道 的 飞行 时 间 与 离子 的 质 荷 比 (m/z, BB 
带电 粒子 的 质量 与 所 带电 荷 之 比 ) 成 正比 。 

MALDI-TOF 质谱 仪 的 谱 分 析 存 在 一 个 问题 ， 就 是 分 子 量 较 小 的 复合 物产 生 
的 信号 与 大 分 子 碎 裂片 段 信号 之 间 会 产生 混淆 。 因 此 ， 要 完成 准确 的 谱 分 析 ， 就 
要 采用 算法 消除 碎 裂 分 子 片段 引起 的 基线 偏差 。 

请 编写 一 个 MATLAB 程序 ， 用 于 消除 MALDI-TOF 质谱 中 存在 的 碎 裂 分 子 片 





O 原文 此 处 为 规则 4。 一 译 者 注 
OO” 诛 文 此 处 为 规则 2、3 和 4。 一 详 者 注 
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段 引 起 的 基线 偏差 。 
解 : 

碎 裂 片段 引起 的 质谱 变化 比较 缓慢 ， 不 形成 非常 陡峭 的 尖峰 。 并 且 ， 质 荷 比 
(m/z) 采样 点 完全 由 被 测试 的 分 子 及 其 所 用 的 基质 决定 ， 其 采样 间隔 可 能 有 所 
变化 。 因 此 ， 必 须 进行 两 步 处 理 : 

1) 重新 等 距 抽取 质谱 信号 ， 即 降低 采样 频率 ; 2) 消除 质谱 信号 中 较 低频 
率 的 碎 裂 片段 成 分 。 

在 MATLAB 中 ,利用 样 条 函数 拟 合 原始 采样 数据 ， 可 以 方便 地 完成 这 两 步 
处 理 操作 。 质 谱 的 重 采样 就 是 将 质 荷 比 (m/z) 数据 点 进行 等 间隔 抽样 ; 碎 裂片 
段 的 影响 则 可 以 通过 减 去 基线 分 量 来 消除 。 下 面 是 用 于 数据 处 理 和 显示 的 MAT- 
| LAB 程序 。 

MALDI-TOF 质谱 数据 存 于 clear. xls， 该 文件 可 以 在 本 书 的 网 站 上 下 载 。 文 
件 由 两 列 数据 组 成 ， 第 一 列 为 质 荷 比 ， 第 二 列 为 质谱 的 频率 计数 值 。 图 9. 11 为 
该 数据 的 图 示 ， 横 坐标 为 质 荷 比 ， 纵 坐标 为 频率 计数 值 。 图 中 共有 16 727 个 采 
样 数据 ， 在 4817. 2 处 有 一 个 尖峰 ， 是 由 实验 中 使 用 的 底 物 引起 的 。 读 取 文 件 并 
显示 数据 的 程序 为 


data =xlsread('clear'); 
figure (1); 
plot (data(:,1),data(:,2)) 





图 9.11 MALDI-TOF 质谱 数据 文件 clear. xls 的 数据 显示 


下 面 先 取 质 谱 的 前 200 个 采样 数据 进行 处 理 ， 其 质 荷 比 (m/z) 的 范围 为 
2000 到 2060。 图 9. 12 的 显示 程序 如 下 : 
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% work with the first 200samples 
mz =data (1:200,1); 
y=data(1:200,2); 

figure (2); 

plot (mz,y); 





0 2000 2010 2020 2030 2040 2050 20 








图 9. 12 clear. xls 文件 中 的 前 200 个 采样 数据 


然后 对 这 段 数据 重新 抽样 ， 从 200 个 数据 中 抽出 100 个 数据 用 于 样 条 拟 合 ， 也 就 
是 样 条 多 项 式 要 恰好 经 过 这 100 个 数据 ， 而 另外 100 个 数据 则 由 估计 值 求 得 。 程 序 如 
ai 


% decimate the MALDI data to estimate the baseline 

mz dec =mz(1:2:200); 

y_ dec =y(1:2:200); 

compute the spline estimate from the decimated data 


co) ge 


interpolate on the orginal m/z range 
pp is the piecewise polynomial 
force the endpoint conditions to be zero slope 


o? o? oo 


as described in the textbook 
y dec-[y(1);y (1:2:200) ry (200) ] 
pp-^spline(mz dec,y. dec); 


MATLAB 函数 spline 返回 的 值 pp. 是 分 段 样 条 多 项 式 ， 变 量 mz dec 存放 的 
是 重 抽样 后 的 100 个 质 荷 比 的 值 ， 变 量 y _ dec 存放 的 是 对 应 于 这 些 质 荷 比 的 频 
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率 计 数 。 
下 面 利用 已 求 得 的 样 条 多 项 式 ， 插 值 估 计 其 他 100 个 数据 点 的 值 ， 重 新 达到 
200 个 数据 点 〈 见 图 9. 13 ) 。 程 序 如 下 : 


% evaluate the polynomial on the original m/z range 


yy =ppval (pp, mz) ; 
plot both: 


original data in blue dots 


Co) oo oce 


spline estimate of baseline in red dashes 
figure (3) 
plot(mz,y,'b.',mz ,yy,'r- -') 





Ee ES Ger pmt [od pa Wero tp 
DeHe 9 AAND e 018 «D 





400 a “Mat naa AS USE NSE 
350| 

300| y |l. 
250! Yi 


200+ 





4* lg i ' ] . 
150} 1 a UR i 
| . . : LII 
ry 


100; 





图 9.13 clear. xls 文件 数据 的 插值 基线 


图 9. 13 将 原始 质谱 数据 和 插值 后 的 数据 显示 在 一 起 ， 其 中 的 圆 点 表示 原始 
质谱 数据 ， 虚 线 表示 插值 基线 。 下 面 将 原始 数据 减 去 插值 基线 就 可 以 去 除 基线 。 


do the baseline removal: 


oo oo 


subtract the spline estimate from the raw data 
figure (4) 
plot (mz,y - yy) 


TERR, Bd 9.14 ERIO, Ael AR HY BH BN eT AE S 2T T 77 IE 


的 分 量 。 
将 此 处 理 过 程 稍 作 改动 ， 用 少 于 50% 的 数据 估计 基线 ， 就 可 以 将 此 处 理 过 
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图 9. 14 去除 基线 之 后 的 样品 数据 


程 应 用 于 整个 质谱 数据 。 如 下 例子 中 ， 用 少 于 10% 的 数据 估计 基线 ， 这 些 数 据 
的 线性 分 布 抽取 点 用 MATLAB 的 linspace 函数 计算 ， 并 用 fix 函数 将 下 标 值 取 为 
整数 。 程 序 如 下 : 


mz =data(:,1); 

y=data(:,2); 

indicies =floor (linspace (1, length (mz) ,1000)); 
mz _ dec =mz (indicies) ; 

y __dec =[y(1) ;y (indicies);y (length (mz) )]; 
pp =spline(mz_dec,y_ dec); 

yy =ppval (pp,mz); 

figure (5) 

plot (mz,y,'b.',mz,yy,'r- -') 

figure (6) 

plot (mz,y - yy) 


图 9. 15 所 示 的 虚线 表示 基线 变化 ， 将 此 基线 减 去 ， 得 到 的 质谱 数据 如 图 9. 16 


所 示 ， 可 见 ，4817. 2 处 的 尖峰 仍然 存在 ， 但 是 ， 碎 裂片 段 引 起 的 基线 分 量 已 被 去 
除 。 
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Figure 


Figure 5 





图 9.16 去 除 图 9. 15 所 示 的 基线 分 量 之 后 的 MALDI-TOF 数据 
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9.7 傅 里 时 变换 


时 频 分 析 是 生物 医学 信号 处 理 的 重要 方法 之 一 ，MATLAB 有 这 方面 的 基本 
工具 函数 。 本 书 仅 结合 这 些 函 数 指令 介绍 一 些 基 本 概念 ， 不 深信 讲解 时 频 分 析 的 
详细 内 容 ， 第 10 章 给 出 了 一 些 相关 的 例题 。 有 关 时 频 分 析 的 深入 内 容 ， 请 读者 
参考 Bracewell (1999) 和 James (2002) 等 人 的 著作 。 

傅 里 叶 变 换 是 一 种 特殊 的 曲线 拟 合 ， 就 是 用 周期 淆 数 来 拟 合 数据 。 

它 将 某 个 自 变量 的 隐 数 转换 成 男 一 个 自 变 量 的 函数 。 通 常 ， 利 用 傅 里 叶 变 换 
将 时 间 函 数 的 数据 转变 为 周期 函数 的 数据 ， 这 些 周期 呆 数 用 正弦 波 表示 。 

因此 ， 用 傅 里 叶 变换 转换 信号 时 ， 两 个 自 变量 就 分 别 是 时 间 和 频率 。 大 家 已 
经 知道 ， 连 续 变量 和 离散 变量 之 间 是 有 区 别 的 ， 因 此 ， 连 续 的 和 离散 的 时 间 
(或 频率 ) 也 是 不 同 的 ， 于 是 ， 就 有 了 不 同形 式 的 傅 里 叶 变 换 ， 这 些 变换 可 以 归 
纳 如 下 : 












































时 间 连续 傅 里 叶 变换 傅 里 叶 级 数 
离散 离散 傅 里 叶 变换 有 限 傅 里 叶 变 换 
系统 分 析 课 程 中 所 介绍 的 用 于 理论 分 析 的 傅 里 时 变换 为 
Flo) = [ fene ma (9.51) 


它 是 用 正弦 波 周 期 信号 表示 时 间 函 数 。 积 分 符号 里 面 是 两 个 连续 函数 /(1) A e" 
的 乘积 ，e* 是 正弦 波 sin (w) 和 cos (w) 的 指数 表达 形式 。 任 意 两 个 函数 的 乘积 
其 实 是 两 函数 之 间 相 似 程度 的 测量 ， 对 乘积 再 求 积分 得 到 的 系数 F(w) 就 是 自 变 
量 取 值 范围 内 这 种 相似 性 的 总 和 。 也 就 是 ， 系 数 Co) 是 频率 ww 在 函数 1(1) PE 
量 大 小 的 测量 。 

傅 里 叶 反 变换 为 


1 jot 
f(t) = 5-[Fla)e do (9.52) 


其 含义 与 傅 里 时 变换 相似 。 在 积分 符号 里 面 也 是 两 个 函数 的 乘积 ， 即 F(o) e", 
此 积分 也 是 相似 性 的 总 和 ， 表 示 频 率 w ERAS G) 中 所 占 的 份量 。 

这 两 个 变换 形成 了 健 里 叶 变 换 对 ， 可 以 将 信号 变换 到 较 合 适 的 变量 域 中 进行 
分 析 。 但 是 ， 该 变换 对 中 的 自 变量 和 因 变 量 都 是 连续 的 ， 而 MATLAB 等 计算 环 
境 只 能 用 变换 的 离散 形式 。 

相应 的 离散 传 里 叶 变换 的 两 个 变量 都 是 离散 的 采样 信号 ， 连 续 积 分 也 变 成 了 
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离散 的 加 和 和 运算。 其 中 ， 连 续 变 量 : 变 成 了 一 系列 离散 时 间 点 nr, nO RR. 也 
就 是 采样 数 ,，7 为 两 个 采样 点 之 间 的 时 间 间 隔 。 习 惯 上 ， 第 一 个 采样 点 的 下 标 设 
为 上 =0， 最 后 一 个 采样 点 的 下 标 设 为 =N-1。 

奈奈 斯 特定 理 说 明了 要 用 怎样 的 信号 采样 密集 度 ， 才 能 准确 表达 原始 信号 ，。 
根据 奈奈 斯 特定 理 ， 如 果 信 和 号 的 最 高 频率 成 分 为 ww， 那 么 ， 信 和 号 的 采样 速率 至 
少 为 7: 





这 个 定理 经 常 被 解释 为 : 如 果 信 号 以 7 的 速率 采样 ， 那 么 可 以 测量 的 信和 号 的 最 高 
频率 为 mv。 

离散 传 里 叶 变 换 用 连续 频率 项 表示 采样 数据 函数 ， 采 样 数据 是 离散 的 ， 因 
此 ， 时 间 上 的 积分 必须 用 采样 数据 的 离散 求 和 代替 ， 但 频率 还 是 连续 的 ， 即 


F(w) = > f(nr)e#"™ (9. 54) 
从 连续 频率 到 离散 时 间 的 反 变 换 还 是 积 
flnr) = | Flo) do (9. 55) 


但 是 ， 其 积分 限 被 定 为 27 YES. APT ARE HUBEXE PEEL RT LB ae TS RAT FR B h 
来 。 我 们 已 经 知道 ， 对 于 采样 速率 7 可 以 测量 的 最 高 信和 号 频率 为 wo,， 因 此 ， 这 
意味 着 采样 数据 中 不 包含 高 于 ww 的 频率 成 分 ， 也 不 会 有 低 于 0 的 频率 成 分 。 所 
以 ， 可 以 限定 该 积分 限 。 并 且 ,， 0 ~ ww 的 积分 限 等 价 于 ( - ww2) ~ (ww2) 的 
积分 限 。 利 用 e =2 这 个 关系 ， 已 知 采 样 频率 上 = 1Mr， 反 变换 的 积分 限 就 是 
(— T/T7) ~ (TXT) 。 

如 果 将 频率 离散 化 ， 就 是 另 一 回 事 了 。 离 散 频率 由 基 波 频率 和 谐 波 频率 组 
成 ， 谐 波 频 率 有 一 组 频率 ， 其 最 高 频率 是 奈 硅 斯 特 频率 。 传 里 叶 级 数 就 是 用 基 频 
波及 其 谐 波 来 表示 函数 f(t1) ， 其 时 域 到 频 域 的 变换 为 


pog? wong 
一 wont 
F, = T [Ae t (9. 56) 





由 频 域 到 时 域 的 反 变 换 则 为 
f(t) = Y F ej (9.57) 
其 中 ，w。 =2mh ASH. Finn 是 基 频 的 倍数 ， 即 谐 波 频率 。 可 见 ， 这 种 S(t) 
的 健 里 叶 级 数 表达 假设 信号 在 nw, 与 (1 +n) ex 之 间 不 存在 频率 成 分 ， 并 且 ， 实 
际 上 相当 于 把 信号 看 成 是 原 信号 以 积分 限 0 ~7 为 周期 重复 的 周期 性 信号 。 
有 限 傅 里 叶 变 换 将 离散 的 时 间 函 数 映 射 到 离散 的 频率 域 。 其 变换 公式 为 
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W 





N-I 


= Y fnr)e (9.58) 
及 变换 公式 为 
(nr) = Y Fem (9.59) 





但 是 ， 此 处 的 离散 频率 与 传 里 叶 级 数 的 离散 频率 不 同 ， 它 们 以 离散 频率 序列 的 长 
BEN 为 周期 重复 。 这 里 的 时 间 序 列 和 频率 序列 都 周期 性 重复 ， 时 间 上 的 周期 是 
和 

首 字母 缩写 FFT 通常 指 快速 傅 里 时 变换 ， 是 有 限 傅 里 叶 变 换 的 一 种 有 效 算 
法 。 MATLAB 的 f Rif EA ASAF IE UEA A 换 及 其 反 变 换 。MAT- 
LAB 文档 把 这 两 个 指令 称 为 离散 健 里 叶 变 换 的 函数 ， 这 不 太 确 切 ， 应 该 是 有 限 
fé np ER, 

$9.9 WER (EEG) 信号 的 频率 成 分 分 析 。 

脑 电信 号 是 在 头皮 上 记录 到 的 神经 电 活 动 信号 ，EEG 的 某 些 变化 是 大 脑 对 
外 界 事件 的 响应 ， 因 此 ， 这 些 电位 变化 被 称 为 事件 相关 电位 (Event — Related 
Potentials, ERP) 。 

EEG 信和 号 及 其 分 析 是 了 解 大 脑 生理 基础 以 及 思维 活动 过 程 的 工具 。EEG， 
尤其 是 ERP， 是 研究 各 种 思维 任务 处 理 以 及 各 种 行为 状态 与 大 脑 活动 区 域 之 间 
对 应 关系 的 有 用 方法 。 

某 些 行为 状态 与 特定 的 EEG 频率 成 分 相关 ， 例 如 : 

1) 0-2 Hz 的 8 波 是 1 岁 以 下 婴儿 上 脑 电 的 主要 节律 ， 也 是 成 人 睡眠 进入 第 3 
和 第 4 阶段 时 脑 电 的 主要 节律 。 

2) 2 ~7 Hz 的 0 波 称 为 慢 波 ， 如 果 出 现在 清醒 的 成 人 脑 电 中 是 不 正常 的 ， 
但 是 , 在 13 岁 以 下 的 儿童 脑 电 中 完全 正常 ， 出 现在 睡眠 期 也 是 正常 的 。 

3) 在 闭 且 和 放松 状态 下 ， 脑 电 中 会 出 现 7 ~13 Hz 的 @ 波 ， 睁 眼 或 者 进入 思 
考 、 计 算 等 警觉 状态 后 ，a 波 即 消失 。a 波 是 正常 成 人 一般 在 13 岁 以 后 ) 处 
于 休息 状态 时 的 主要 节律 . 

4) 从 14~64 Hz 的 B 波 通常 认为 属于 正常 脑 电 信号 。 但 B 波 也 是 某 些 病人 
脑 电 的 主要 节律 ， 如 处 于 戒备 或 抑郁 状态 的 病人 。 

请 编写 一 个 MATLAB 程序 ,将 EEG fa SAY 8, 0. o AB 这 几 种 波 的 频率 成 
分 分 开 ， 并 计算 各 个 频率 段 的 能 量 。 
fet: 

图 9. 17 所 示 是 右 侧 中 脑 上 方 记录 的 EEG 信号 时 长 10s， 采 样 频率 为 230Hz， 
共有 数据 点 2500 个 ， 幅 值 范 围 为 -20 ~20 mV。 数 据 来 源 于 Garet 等 人 的 工作 
(2003) 。 
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图 9.17 采样 频率 为 250 Hz 的 10sEEG 信号 
假设 EEG 数据 存放 在 变量 eegchannel 中 ， 如 下 MATLAB 指令 可 以 计算 EEG 


的 有 限 傅 里 叶 变换 并 作 图 显示 结 


eegfreq = abs (£ft (eegchannel) ); 
plot (eegfreq) ; 


fie 指令 的 输出 是 一 个 复数 矢量 ， 包 含 了 频率 成 分 的 实 部 和 虚 部 ， 再 用 MATLAB 
的 abs 函数 可 以 求 得 这 个 复数 矢量 的 大 小 ， 也 就 是 图 9. 18 所 示 的 频谱 信号 。 





图 9.18 EEG 的 频谱 信和 号 
如 上 所 述 ， 快速 全 里 叶 变 换 在 时 域 和 频 域 上 都 是 周期 信号， 即 频 谱 信 号 应 该 
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是 对 称 且 重 复 的 。 男 外 ， 根 据 奈 奉 斯 特 准则 ， 采 样 信号 可 以 包含 的 最 大 频率 只 有 
采样 频率 的 一 半 ， 因 此 ， 此 例 的 最 大 频率 为 125 Hz。 从 图 9.18 可 见 ，125 ~ 250 
Hz 的 频谱 实际 上 与 -125 ~0 Hz 的 频谱 相同 。 l 

. ”利用 MATLAB 的 另 一 条 指令 ftshitt ， 可 以 重新 显示 频 域 数 据 ， 把 0 Hz 的 直 
流 (DC) 分 量 放 在 图 的 中 间 ， 也 就 相当 于 把 奈 奎 斯 特 频率 (125 Hz) 以 上 的 正 
频率 信号 用 -125 ~0 Hz 的 负 频 率 段 信号 代替 了 。 指 令 如 下 : 


eegfreqshift =fftshift (eegfreq) ; 
plot (eegfreqshift); 


输出 结果 如 图 9.19 所 示 ， 整 个 频谱 的 显示 范围 为 - 125 ~ 125 Hz， 中 心 位 于 0 
Hz。 两 个 对 称 的 尖峰 对 应 于 +60 Hz， 是 交流 电源 的 噪声 引起 的 。 在 进行 下 一 步 
分 析 之 前 ， ARTNA AN 60 Hz 分 量 。 





9.19 ”中心 位 于 0 Hz 的 频谱 
去 除 0 Hz 和 60 Hz 分 量 的 最 简单 方法 就 是 把 频谱 中 这 些 频率 上 的 值 置 0， 但 
这 并 不 是 好 方法 。 程 序 如 下 : 


% remove DC component 
eegfregshift (1240:1260) = 

% remove 60Hz 

eegfregshift (645:655) = 
eegfregshift (1845:1855) =0; 


于 是 ， 频 谱 就 变 成 了 图 9. 20 所 示 的 形态 
各 频率 段 信号 所 占 能 量 的 比率 就 是 各 频 Ea SRR eS ER, HA 
如 下 : 
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9.20 去除 直流 和 60 Hz 分 量 之 后 的 频谱 〈 其 中 心 位 于 0 Hz) 
power =eegfreqshift.*2; 
delta =1:20; 
theta =20:70; 
alpha =70:130; 
beta =140:640; 
center =10 * Nyquist; 
power, total = sum (power (650 :1850)); 
power delta = (sum (power (center - 
delta)) + sum (power (center + delta)))/power _ total 
power, theta = (sum(power (center - 
theta)) + sum (power (center + theta) )) /power _ total 
power alpha = (sum (power (center ~ 
alpha) ) + sum (power (center + alpha) ) ) /power _ total 
power beta = (sum (power (center - 
beta)) + sum (power (center + beta) ) ) /power _ total 


程序 运行 之 后 输出 的 各 频率 段 信号 能 量 的 比率 为 


power. delta = 
0.2453 

power theta- 
0.3883 

power _ alpha = 
0.1690 
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power beta- 
0.2125 


ADSL, 2 ~7 Hz 的 0 频率 为 主要 成 分 ， 这 在 非 清醒 状态 的 成 人 脑 电 中 属于 正常 现 
象 。 


学 完 本 章 之 后 ， 读 者 应 该 掌握 以 下 内 容 : 

1) 任何 测量 都 有 变化 ， 有 些 是 由 测量 误差 引起 的 ， 有 些 则 是 由 生物 变异 性 
引起 的 ; 

2) 描述 性 统计 量 用 于 表征 测量 数据 的 样本 ; 

3) 统计 推断 用 于 从 样本 数据 中 总 结 和 归纳 总 体 参 数 并 得 出 结论 ; 

4) 最 小 二 乘法 是 用 数学 模型 拟 合 测量 数据 的 方法 ; 

5) 插值 多 项 式 是 用 数学 模型 拟 合 准确 数据 ，; 

6) 4 种 侍 里 叶 变 换 是 用 周期 性 数学 模型 拟 合 数据 ， 使 用 的 是 正弦 波 ; 

7) MATLAB 有 内 置 函数 可 以 用 于 计算 描述 性 统计 量 、 统 计 推 新、 插值 样 条 ， 
以 及 傅 里 叶 变 换 。 最 小 二 乘法 则 可 以 方便 地 利用 竹 阵 矢量 的 算术 运算 来 完成 。 


9.9 ”习题 


9.1 可 视 化 人 体 计 划 (Visible Human Project, VHP) 的 网 站 (http; //www. nlm. nih. gov/re- 
search/visible/visible human. html) 上 新 鲜 尸 体 和 冰冻 尸体 的 CT 图 像 都 有 。 请 选择 其 中 的 一 
对 图 像 ， 比 如 头 部 或 胸部 的 图 像 ， 分 别 计 算 两 幅 图 像 的 描述 性 统计 量 ， 并 且 分 析 两 旺 图 像 亮 
度 分 布 的 差别 。 这 些 差别 是 否 反映 了 新 鲜 组 织 和 订 冻 组 织 之 间 的 区 别 ? 

9.2 MA VHP 网 站 的 CT 数据库 中 选择 一 幅 足 部 的 图 像 ， 编 写 一 个 MATLAB 脚本 ， 读 取 该 图 像 
Su. 显示 图 像 ， 并 将 图 像 进行 六 值 处 理 ， 使 趾 骨 为 白色 ， 肌 肉 和 肌 腿 等 软组织 为 黑色 。 

9.3 生理 网 (PhysioNet) 是 由 美国 国家 卫生 研究 院 (NIN) 下属 的 国家 研究 资源 中 心 (Na- 
tional Center for Research Resources, NCRR) 维护 的 生理 信号 数据 库 。 网 址 为 : http: //physio- 
net. incor. usp. brA。 该 数据 库 中 包含 有 文本 格式 的 心电图 (ECG) 记录 信号 的 样本 ， 下 载 网 址 . 
Jj: http; //www. physionet. org/cgi-bin/rdsamp。 请 从 生理 网 的 MIT-BIH 数据 库 中 下 载 一 段 正 
常 窦 性 心率 (MIT-BIH Normal Sinus Rhythm) 的 心电图 记录 样本 ， 编 写 一 个 MATLAB 脚本 程 
F, 去除 心电图 信号 中 的 60 Hz 噪声 (提示 : 请 参考 例题 9. 9 的 方法 ) 。 

9.4 将 上 题 中 编写 的 MATLAB 脚本 程序 用 于 处 理 MIT-BIH 数据 库 中 一 段 心律 失常 〈Arrhyth- 
mia) 的 心电图 信号 样本 ， 并 考察 心律 失常 的 ECG 中 所 包含 的 频率 成 分 与 正常 窦 性 心率 的 
ECG 是 否 有 所 不 同 。 

9.5 MIMIC 数据 库 (Moody 和 Mark, 1996) 也 是 生理 网 上 的 一 部 分 ， 它 保存 的 是 多 参数 监护 
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仪 记录 的 信和 号。 请 下 载 其 中 的 第 055 号 记录 信和 号， 编写 一 个 MATLAB 脚本 程序 ， 用 9.4 节 介 
绍 的 相关 系数 分 析 记 录 中 的 任意 一 对 信号 是 否 相 关 ， 例如， 动态 血压 (Ambulatory Blood Pres- 
sure, ABP) 波形 与 气 道 正 压 通 气 (Positive Airway Pressure, PAP) 波形 之 间 是 否 显 著 相 关 ? 
呼吸 压 〈(RESP) 与 气 道 正 压 通气 PAP 之 间 是 否 显 著 相 关 ? 
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10.1 生物 医学 系统 的 数学 模型 


本 章 将 举例 说 明 数 值 方 法 以 及 MATLAB 和 Simulink 等 计算 工具 在 生物 医学 
工程 领域 中 的 应 用 。 每 个 例题 都 首先 陈述 临床 问题 或 者 生理 问题 ， 再 介绍 建 模 方 
法 ， 然 后 说 明 如 何 用 MATLAB 和 /或 Simulink 建立 数值 求解 的 计算 机 算法 。 

其 中 有 些 例子 来 自 公 开 的 免费 资源 ， 例 如 ，10. 2 节 介 绍 的 生理 网 (Physio- 
Net) 。 该 网 站 有 一 个 很 大 的 生物 电信 和 号 数据 库 ， 也 有 一 些 用 于 分 析 研 究 的 软件 工 
具 。 这 里 所 举 的 例题 简单 说 明了 生理 网 的 使 用 方法 ，10.3 节 使 用 的 脑 电 图 
(EEG) 信和 号， 以 及 10.7 节 的 Simulink 仿真 软件 PHYSBE 都 来 自生 理 网 。 本 章 中 
的 其 他 例题 则 取 自 有 关 生 物 医学 工程 的 已 发 表 文献 。 

阅读 学 习 本 章 的 例题 不 需要 按 顺 序 进行 ， 表 10. 1 只 是 根据 研究 领域 以 及 所 
使 用 的 数值 方法 将 所 有 的 例题 进行 了 分 类 和 归纳 ， 并 标 出 了 使 用 Simulink 的 那些 
例题 。 





表 10.1 本 章 应 用 例题 的 小 结 
































章 5 例 题 应 用 HF UD 模型 和 算法 
PhysioNet 和 Phys- 模型 拟 合 
.2 1, 10. : 
10.2 10.1, 10.2 o pank 生物 电 常 微分 方程 
模型 拟 合 
10. 3 10. 3 大 脑 活 万 
3 大 脑 活动 生物 电 统计 学 
糖尿 病 及 其 胰岛 "m 常 微分 方程 
10.4 10. 4 素 治疗 生物 化 学 Simulink 
10. 5 10. 5 肾 清除 率 生物 化 学 常 微分 方程 
JE ASA RES 
10.6 10.6 "n ERA 生物 力学 数值 线性 代数 
les tle J 
10.7 10.7 ~ 10. 12 PHYSBE 生物 化 学 " 微分 方程 
Simulink 
A 
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本 章 主 要 包括 如 下 学 习 内 容 : 

1) 学 习 如 何 应 用 MATLAB 求解 生物 医学 工程 问题 ; 

2)* 学 习 如 何 应 用 Simulink 仿真 生理 系统 模型 ; 

3) 编写 MATLAB 程序 求解 生物 医学 工程 问题 ; 

4) FÈ Simulink 生理 系统 仿真 模型 ; 

5) 认识 数值 方法 在 数学 模型 与 计算 机 求解 之 间 所 起 的 桥梁 作用 。 


10.2 PhysioNet、PhysioBank 和 PhysioToolkit 


生理 网 (PhysioNet) 是 一 个 用 于 生物 医学 研究 和 开发 的 互联 网 资源 ， 由 美 
国 国家 卫生 研究 院 (National Institute of Health) 下 属 的 国家 研究 资源 中 心 (Na- 
tional Center for Research Resources) 主办 。 生 理 网 中 的 生理 库 PhysioBank 在 第 9 
章 已 介绍 过 ， 其 中 包含 有 研究 人 员 提 供 的 生理 信号 和 标准 化 的 生理 信号 及 其 注释 
文档 。 第 9 章 使 用 了 PhysioBank 的 几 个 样本 ， 并 举例 说 明了 如 何 利用 模型 解答 生 
理 问题 。 

生理 工具 箱 PhysioToolkit 是 生理 网 的 另 一 个 组 成 部 分 ， 它 是 一 个 软件 库 ， 可 
用 于 分 析 生 理 库 的 数据 ， 使 数据 可 视 化 ， 进 行 信号 处 理 、 软 件 开发 、 以 及 仿真 运 
算 。 其 中 某 些 软件 工具 可 以 由 MATLAB 调用 ， 下 面 将 举例 说 明 。 


10.2.1 ECG 仿真 


第 2 章 曾 经 用 MATLAB 脚本 产生 过 一 个 非常 粗略 的 心电图 QRS 复合 波 的 仿 
真 曲 线 。PhysioToolkit 有 一 个 用 于 生成 正常 QRS 波 和 心律 失常 QRS 波 的 MAT- 
LAB 脚本 ， 名 为 ECGwaveGen， 由 Floyd Harriott 提供 ， 基 于 Ruha 等 人 1997 年 的 
论文 编写 。 该 MATLAB 脚本 允许 用 户 改变 心率 、 信 号 长 度 、 采 样 频率 、QRS X 
幅 值 和 持续 时 间 以 及 T 波幅 值 等 仿真 信号 的 参数 。 下 面 的 例题 说 明了 其 使 用 方 
法 。 

例 10.1 FY MATLAB 脚本 ECGwaveCen 产生 ECG 波形 。 

请 从 网 址 http: //www. physionet. org/physiotools/matlab/ECGwaveGen/ F Z 
ECGwaveGen. m 和 QRSpulse. m 两 个 MATLAB 脚本 文件 ， 并 用 这 两 个 程序 分 别 生 
成 5s 长 的 正常 心率 ECG 波形 和 5s 长 的 塞 性 心动 过 速 ECG 波形 。 

解 : 

正常 心率 有 时 也 称 为 赛 性 心率 ,使 用 ECGwaveGen 的 默认 参数 就 可 以 生成 。 

ECGwaveGen 的 帮助 信息 如 下 : 





[ ORSwave | = ECGwaveGen (bpm, dur, fs, amp) generates an artificial 
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ECG/EKG waveform 
Heart rate (bpm) sets the grs event frequency (RR interval). 
Duration of the entire waveform (dur) is in units of seconds. 
Sample frequency (fs) sets the sample frequency in Hertz. 
Amplitude (amp) of the QRS event is measured in micro Volts. The 
waveform consists of a QRS complex and a T-wave. No attempt to repre- 


sent a P-wave has been made. 


There are two additional parameters that can be changed from 
within the function. They are the parameters that set the QRS width 
(default 0.1 secs) and the t-wave amplitude (default 500 uV). 


MATLAB 的 指令 为 


Norm = ECGwaveGen (60,5,64,1000); 
time =| (1:length (Norm)) /64]; 
plot (time, Norm) ; 


这 些 指令 用 于 生成 QRS 复合 波 ， 建 立 一 个 时 间 矢 量 ， 并 如 图 10. 1 所 示 ， 以 时 间 
为 模 坐 标 ， 复合 波幅 值 为 纵 坐 标 ， 作 出 ECG 波形 图 。 其 中 ，QRS 复合 波峰 值 约 
为 0.75 mV, T RAA 0.5 mV, 

窦 性 心动 过 速 是 指 心率 超过 每 分 钟 100 次 ， 即 100 beat/min (简称 bpm ) 。 
以 下 的 MATLAB 程序 仿真 110 bpm 的 赛 性 心动 过 速 ECC 波形 ， 其 输出 结果 如 图 
10. 2 所 示 。 


figure (2); 

Norm = ECGwaveGen (110,5,64,1000); 

time =[ (1:length (Norm) ) /64]; 

plot (time,Norm) ; 

title ('ECGwaveGen synthesis of Sinus Tachycardia'); 
xlabel ('Time in seconds'); 


ylabel (‘Amplitude in microvolts'); 


PhysioNet 提供 的 ECGwaveGen 脚本 不 能 产生 心率 大 于 110bpm 的 塞 性 心率 过 
速 ECG 波形 。 该 网 址 上 还 有 另 一 个 名 为 ecgsyn 的 脚本 ， 基 于 McSharry 等 人 2003 
年 发 表 的 论文 编写 。ecgsyn 产生 的 ECG 波形 在 形状 和 频率 上 都 可 以 有 更 大 的 变 
化 ， 它 用 3 个 联 立 微分 方程 仿真 波形 ， 有 关 微 分 方程 组 求解 的 详细 内 容 请 参阅 第 
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图 10.1 ECG 波形 





图 10.2 窦 性 心率 过 速 的 仿真 波形 
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7 章 。 该 MATLAB 脚本 ecqsyn. m 的 下 载 网 址 为 htp: //www. physionet. org/ 
physiotools/ecgsvn/ ; 

如 果 不 设 定 任何 参数 ，ecqsyn 脚本 产生 的 ECG 复合 波 具有 如 下 默认 参数 : 

ECG 采样 频率 : 256Hz; 

ECG 复合 波 数目 : 约 256 个 ; 

测量 噪声 幅 值 : 0; 

平均 心率 : 60bpm; 

心率 的 标准 差 : 1bpm; 

低频 与 高 频 的 比率 (LFAHF): 0.5; 

内 部 采样 频率 : 512Hz。 


如 果 要 生成 不 含 噪 声 的 具有 正常 心率 的 10 个 ECG 波形 ， 且 采样 频率 为 64Hz, 
则 MATLAB 指令 为 : 


s=ecgsyn (64,10, 0, 60) ; 


采样 频率 为 64Hz， 因 此 ， 用 以 下 指令 显示 的 前 256 个 采样 点 包含 如 图 10. 3 所 示 
的 4 个 ECG 复合 波 。 


plot (s(1:256)) 


api xt 


























ROS Ds a | 
jn hij 





图 10.3. 利用 ecgsyn 产生 的 正常 心率 ECG 波形 
ecgsyn 调用 中 的 第 4 个 参数 表示 心率 。 如 果 要 仿真 赛 性 心动 过 速 ， 可 以 用 以 下 指令 : 


338 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





S —ecgsyn (64, 16, 0, 110); 
plot (s(1:256)) 


此 时 显示 的 256 个 采样 数据 如 图 10. 4 所 示 ， 图 中 相同 时 间 段 上 PORST 复合 波 的 
数目 大 约 是 图 10. 3 的 两 倍 。 


Figure } 








图 10.4 利用 ecgsyn 产生 的 窦 性 心动 过 速 ECG 波形 

显然 ， 利 用 特定 的 函数 方程 产生 的 ECG 波形 与 实际 ECG 波形 具有 一 定 的 
相似 性 ， 但 并 不 完全 逼真 ， 它 们 通常 用 于 生物 医学 仪器 的 测试 。 上 述 ECG- 
waveGen 和 ecgsyn 所 产生 的 两 种 仿真 波形 之 间 存 在 明显 的 差别 ，ecgsyn 的 输出 
包含 了 了 P 波 和 S-T 段 压低 特性 ， 因 此 更 接近 实际 心电图 波形 。 可 见 ， 较 逼真 的 
波形 仿真 需要 求解 第 7 章 介绍 的 3 个 联 立 微分 方程 才能 得 到 ， 而 第 9 章 所 用 的 
基于 曲线 拟 合 的 仿真 方法 就 不 行 。 逼 真 程度 更 高 的 信号 需要 包含 更 多 真实 信和 号 
的 频率 成 分 。 


10.2.2 PhysioBank 数据 的 读 取 


求解 9.3 和 9.5 两 个 习题 时 ， 需 要 使 用 Chart-O-Matic 浏览 器 ， 通 过 调用 生理 
工具 箱 PhysioToolkit 的 函数 rdsamp ， 来 读 取 生 理 库 PhysioBank 的 数据 文档 。 用 户 
首先 要 以 文本 格式 的 形式 下 载 数据 文件 ， 然 后 编写 MATLAB 脚本 读 取 该 文本 文 
件 。 实 际 上 ， 如 下 面 的 例 10.2 所 示 ， 也 可 以 直接 用 MATLAB 脚本 读 取 Physio- 
Bank 的 原始 数据 文档 。 

例 10.2 读 取 PhysioBank 数据 及 其 注释 ， 并 作 图 显示 信号 。 

生理 库 PhysioBank 中 的 ECG 数据 用 一 种 称 为 “212” 的 特殊 格式 保存 。 请 
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下 载 习题 9. 3 所 用 的 样本 文件 ， 直 接 用 MATLAB 脚本 rddata. m 显示 数据 。 
解 : 

我 们 在 前 面 强调 过 改变 MATLAB 函数 的 参数 值 可 以 获得 不 同 的 调用 结果 。 
但 是 ，rddata. m 脚本 不 是 通过 函数 参数 ， 而 是 用 赋值 语句 来 设置 路 径 名 、 头 文 
件 名 、 属 性 文件 名 和 数据 文件 名 等 参数 ， 因 此 ， 要 改变 这 些 参 数 ， 就 需要 修改 
这 些 赋值 语句 。 如 果 用 MIT-BIH 样本 数据 ( 共 包 含 3 个 文件 : 头 文 件 100. hea, 
属性 文件 100. atr 和 数据 文件 100. dat) ， 则 运行 rddata. m 的 输出 结果 如 图 10. 5 
所 示 。 

这 个 ECG 记录 信号 的 数据 总 长 有 80 多 秒 ， 粗 略 一 看 ， 很 难 分 辨 图 中 显示 的 
波形 。 可 以 从 MATLAB 工作 空间 存放 的 变量 中 截取 小 段 数据 显示 ， 其 中 MAT- 
LAB 变量 M 存放 两 路 ECG 采样 信号 ， 每 路 信号 占 数组 的 一 列 。 

采样 频率 存放 在 另 一 个 变量 sfreq 中 ， 该 样本 的 采样 频率 为 350Hz。 如 果 心 
率 为 60 beat/min， 则 在 该 采样 频率 下 ,4 个 QRS 复合 波 约 占 1440 个 采样 点 ， 用 
以 下 指令 显示 记录 文件 的 前 1440 个 采样 数据 ， 结 果 如 图 10. 6 所 示 。 


plot (M(1:1440, 1)) 


singnal 100.dat 


(iil 
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图 10.5  MIT-BIH 数据 库 的 ECG 样本 数据 
由 图 10.6 可 见 ， 该 记录 样本 的 实际 心率 大 于 60bpm。 利 用 存放 在 MATLAB 
变量 中 的 数据 ， 通 过 寻找 R 波 的 波峰 ， 计 算 R-R 间 期 ， 很 容易 求 得 实际 心率 。 
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figure 1 








图 10.6 MIT-BIH 数据 库 100. dat 数据 文件 的 前 1440 个 采样 数据 


由 图 10.6 可 见 ， 前 512 个 采样 数据 中 包含 了 两 个 QRS 复合 波 ， 一 个 位 于 前 256 
个 采样 数据 中 ， 另 一 个 在 第 256 至 第 512 个 采样 数据 之 间 。 用 以 下 指令 可 以 找 出 
这 两 个 波 的 最 大 值 及 其 下 标 : 


[pl,il] 2max(M(1:256,1)) ; 
[p2,i2] =max(M(256:512,1)) ; 


对 照 图 10. 6 可 以 验证 所 求 得 的 波峰 幅 值 及 其 位 置 是 否 正确 。R-R 间 期 则 为 
RR= (i2 +256) -il; 
心率 为 R-R 间 期 的 倒数 ， 已 知 采样 频率 为 360Hz， 心 率 则 为 


360 * 60 /RR 
ans= 
73. 4694 


本 例题 说 明了 读 取 PhysioBank 原始 数据 的 方法 ， 有 了 这 个 基础 ， 就 可 以 应 
用 本 书 所 介绍 的 各 种 数据 处 理 和 分 析 方 法 来 研究 这 些 生 理 信号 的 特性 。 
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10.3 ”信和 号 处 理 一 一 EEG 数据 分 析 


通过 脑 电 图 (EEG) 信号 的 分 析 ， 可 以 了 解 大 脑 生理 和 思维 行为 的 动态 过 
程 ; 也 可 以 确定 与 特定 任务 处 理 和 行为 状态 相对 应 的 大 脑 活 动 区 域 。 本 节 下 面 
所 举 的 例子 是 要 测定 在 执行 某 种 思维 任务 时 大 脑 左右 两 个 半球 的 活动 是 否 有 差 
别 。 

记录 EEG 信号 所 采用 的 标准 电极 放置 法 称 为 10-20 系统 。 如 图 10.7 所 示 ， 
和 名称 中 的 “10” 和 “20” 是 指 从 鼻 根 经 过 头顶 到 枕 外 粗 隆 的 联结 线 分 段 以 后 ， 
各 段 占 总 弧 长 的 百分数 。 

位 于 左右 耳垂 的 Al 和 A2 作为 参考 电极 ， 它 们 也 是 眼 动 电位 Electro-Ocu- 
loGram, EOG) 的 记录 电极 ，EOG 记录 的 是 EEG 信号 中 由 于 上 退 眼 引起 的 肌 电 干 
扰 信 号 。 

下 面 所 述 研究 项 目的 数据 取 自 Keim (1988) 的 硕士 论文 工作 ， 由 科罗拉多 
州立 大 学 (Colorado state university) 计算 机 系 的 Charles Anderson 教授 提供 。 这 
些 数据 中 除了 EOG 信号 以 外 ， 还 有 O01, 02, P3, 、P4 以 及 C3 、C4 电极 记录 的 信 
号 。 
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图 10.7 EEG 记录 的 国际 10-20 系统 电极 放置 法 (摘自 Jasper 1958) 
Keirn 的 实验 研究 中 ， 要 求 测 试 对 象 执行 下 列 S 项 任务 ; 
1) PERG 〈 即 基线 测定 ) 。 要 求 测试 对 象 睁 眼 或 者 闭 目 ， 尽 可 能 放松 。 
在 这 种 静 息 状态 下 ， 脑 电 中 会 出 现 a 波 。 此 时 测定 大 脑 左右 半球 活动 的 不 对 称 
性 ， 作 为 静 息 时 的 基线 记录 ， 以 便 在 后 面 进行 的 执行 思维 任务 的 脑 电 中 ， 将 这 种 
基线 记录 的 不 对 称 性 减 去 。 
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2) 算术 计算 任务 。 要 求 测 试 对象 心 算 某 个 复杂 的 乘法 计算 ， 不 能 说 出 来 ， 
也 不 能 有 其 他 的 肌肉 活动 。 

3) 几何 任务 。 给 测试 对 象 30s 的 时 间 ， 仔 细 观 察 一 个 三 维 几何 物体 图 形 ， 
等 图 形 消失 之 后 ， 要 求 测试 对 象 想像 这 个 物体 绕 某 个 轴 转 动 的 情景 。 

4) 写 信任 务 。 要 求 测试 对 象 在 心里 默写 一 封 给 朋友 或 家 人 的 信 ， 不 能 说 出 
来 。 整 个 测试 过 程 重复 数 次 ， 每 次 重新 开始 时 都 要 求 测试 对 象 从 前 一 次 被 中 断 的 
地 方 接着 往 下 写 。 

5) 视觉 计数 任务 。 要 求 测试 对 象 看 黑板 上 依次 写 出 的 数字 ， 将 它们 一 个 个 
加 起 来 ， 计 算 总 数 。 每 次 写 出 一 个 新 的 数字 时 ， 前 一 个 数字 被 擦 除 。 与 其 他 任务 
的 要 求 相 同 ， 测 试 对 象 也 不 能 说 ， 只 能 看 数字 。 视 觉 计 数 任务 也 重复 数 次 ， 每 次 
重新 开始 时 要 求 测试 对 象 在 前 一 次 求 和 的 基础 上 继续 加 和 。 0 

表 10.2 列 出 了 参加 这 5 项 思维 任务 测试 的 7 位 对 象 的 情况 。 


表 10.2 Keirn (1988) 研究 工作 中 测试 对 象 的 数据 


























对 象 序号 年 dg 偏 手 性 性 xl 实验 次 数 
] 48 左 利 手 男 2 
2 39 右 利 手 男 1 
3 <30 右 利 手 男 2 
4 «30 右 利 手 男 2 
5 <30 右 利 手 x 3 
6 <30 TE 男 2 
7 <30 右 利 手 男 1 














测试 过 程 中 ， 尽 可 能 避免 发 出 声音 并 避免 身体 的 其 他 活动 。 每 次 实验 中 ， 每 
个 任务 重复 5 K, MK 10.2 可 知 ， 共 进行 了 13 次 实验 ， 因 此 ， 总 共有 325 次 测 


试 数据 ， BD; 


13 次 实验 x 5 项 任务 x 5 次 测试 = 325 次 测试 


整个 数据 表 用 MATLAB 的 元 胞 数组 变量 存放 ,第 2 章 已 经 学 过 ， 元 胞 数 
组 是 MATLAB 的 一 种 数据 结构 ， 用 于 组 织 相 互 关联 但 类 型 不 同 的 数据 。 本 实 
验 的 数据 包括 各 次 试验 的 EEG 记录 数据 和 一 些 说 明 注 释 ， 由 以 下 4 个 元 胞 元 


素 组 成 : 


1) 测试 对 象 序号 ，; 
2) 思维 任务 类 型 ; 
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3) 重复 试验 序号 ; 

4) EEG 采样 数据 。 

每 段 EEG 采样 数据 长 10s， 采 样 频率 为 230Hz， 共 有 6 通道 记录 数据 ， 即 
C3, CA, OI, 02, P3 和 P4。 男 外 加 上 由 Al 和 A2 两 个 电极 之 间 测 得 的 眼 动 电 
位 EOC。 因 此， 每 次 试验 共有 17500 个 采样 数据 ， 即 

250 采样 数 /s x 10s x7 通道 = 17500 个 采样 数据 

EEG 采样 数据 经 过 频率 范围 为 0. 1 ~ 100Hz 的 带 通 滤波 。EEG 数据 中 包含 的 
频率 成 分 分 为 : 

1) 6 波 : 2~7Hz; 

2) aw 波 :7~13Hz; 

3) 低频 B 波 : 14 ~20Hz; 

4) 高 频 B 波 : 大 于 20Hz， 一 般 到 64Hz 为 止 。 

这 里 的 问题 是 通过 分 析 数 据 ， 确 定 在 执行 这 些 思维 任务 时 大 脑 两 个 半球 的 活 
动 是 否 有 差别 。 先 推测 一 下 可 能 在 各 项 思维 任务 中 出 现 脑 电 活动 差别 的 区 域 : 

1) 静 息 状态 基线 测定 时 应 该 没有 什么 差别 。 

2) 执行 文字 任务 时 ， 大 脑 左 半球 枕 部 区 域 的 活动 可 能 会 较 强 ， 即 01 与 O2 


之 间 可 能 会 有 差别 。 
3) 执行 数学 计算 任务 时 ， 大 脑 左 半球 顶部 区 域 的 活动 可 能 会 较 强 ， 即 P3 与 
P4 之 间 可 能 会 有 差别 。 


那么 ， 如 何 定量 描述 大 脑 的 活动 呢 ?” 当 然 ， 描 述 的 量 要 尽 可 能 少 , 但 是 ， 应 
该 包含 区 别 各 种 思维 状态 所 需 的 信息 。 下 面 的 例 10.3 利用 MATLAB 程序 计算 了 
这 批 EEG 脑 电 数据 的 频率 成 分 ， 并 用 这 种 频率 分 析 方 法 测定 各 种 思维 状态 下 的 
差别 。 

如 果 脑 电信 号 主要 包含 7 ~ 13Hz 的 o 频率 成 分 ， 那 么 测试 对 象 一 定 是 处 于 
休息 状态 ， 没 有 执行 什么 思维 任务 ; 如 果 测 试 对 象 在 执行 某 项 思维 任务 ， 那 么 他 
的 脑 电 信号 的 主要 能 量 会 移 到 B 频带 。 当 然 ， 与 例 9.9 一 样 ， 分 析 脑 电信 号 频 
率 成 分 时 ， 需 要 先 消 除 60Hz 的 噪声 干扰 ， 也 要 消除 瞬 眼 引起 的 肌 电 干扰 。60 Hz 
的 噪声 干扰 处 于 较 高 的 B 频带 ， 而 肌 电 于 扰 会 出 现在 8 频带 和 8 频带。 

例 10.3 左右 两 个 大 脑 半球 活动 的 差别 。 

利用 上 述 给 定数 据 ， 分析 EEG 信和 号 的 频率 成 分 ， 确 定 各 种 思维 任务 引起 的 
不 同 频带 上 的 两 个 大 脑 半球 之 间 EEG 信和 号 的 差别 。 

解 : 
MATLAB 程序 如 下 : 


% constants 


344 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 








TRIALS =5; 
EXPERIMENTS =5; 
SESSIONS =13; 

SR 2250; $ sample rate 
$ subject/trial map 
SUBJ11} =1:50; 
SUBJ{2} =51:75; 
SUBJ{3} =76:125; 
SUBJ! 4} =126:175; 
SUBJ{5} =176:250; 
SUBJi6} =251:300; 
SUBJi7| =301:325; 








load eegdata. mat 
for i=l:length (data) data!i}|4} =double (datali| 14|); ena; 


datamag =data; % create copy of data 
f=SR* (0:2500/2)/2500; $ frequency data 


for m=1:length (data) 

kernel = fft (datamag|ml {4} (7,:))+ 

kernel = kernel/max (kernel); 

datamag!1]; 

for (n=1:6) 
z -abs(fft(datalmi {4} (n,:)). * (1-kernel)); % remove eog 
z-z(l:length(f)); 
z -bpf (59.5, 60.5, SR, z, 'f', 1); $ apply bandstop filter at 
60Hz (see bpf. m) 
datamag|ml 15] (n,:) =abs (z); $ power series for trial 

end 


end 


Clear avgdata; 
$ average over all experiments 


for m=1:EXPERIMENTS 
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trials =[ |; 
for n=1:SESSIONS 
trials =[ trials (m-1) * TRIALS + (n-1) * EXPERIMENTS * 
TRIALS + (l:TRIALS)]; 
end 


avgdataim! =averagedata (datamag, trials); 


% by subject 
for i=1:length (SUBJ) 


subjdata | i, m} = averagedata (datamag, intersect (trials, 
SUBJIii)); 
end 
$ by age 
fori-1:3 
if (i421) 
z-[suBJI3I SUBJ{4} suBJÍ5] SUBJ{6} SUBJI7] ]; % age< 


30 
elseif (i-2-2) 
z =SUBJ!2} ; $ age30 - 40 
else 
z =SUBJ| 1}; % age40 - 50 
end 
agedataíi,m| =processavg (averagedata (datamag, intersect (tri- 
als, z)), SR) 


end 


% by handedness 
for 工 =1 :2 
if (1-221) 
z -SUBJ|1]; $ LH 
else 
z -setdiff (1:EXPERIMENTS * SESSIONS * TRIALS, SUBJÍ11); 
$ RH, all not in LH 


end 
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handdataji,m! =processavg (averagedata (datamag, intersect 
(trials, z)), SR); 


end 


% by gender 
for i =1:2 
if (i==1) 
z -SUBJÍ5| ; $ female 
else 
z -setdiff (1: EXPERIMENTS * SESSIONS * TRIALS, SUBJÍ51); 
$ male (setdiff == > everyone else) 
end 
genderdata}i,m| =processavg (averagedata (datamag, inter- 
sect (trials, z)), SR); 
end 
end 
trialdiff =processavg (avgdata, SR); 
disp ('Done'); 


end 


带 通 滤波 等 其 他 几 个 函数 是 独立 的 MATLAB 脚本 ， 这 里 没有 列 出 ， 在 本 书 
网 站 上 提供 。 

注意 : 以 上 程序 中 的 多 数 操作 与 名 为 data 的 元 胞 数组 相关 ， 有 关 元 胞 数组 
用 法 的 详细 资料 希望 读者 参阅 第 2 章 以 及 MATLAB 的 帮助 信息 。 

有 关 信 号 滤波 处 理 的 基本 步骤 在 例题 9.9 已 有 说 明 ， 这 里 就 不 再 重复 了 。EOG 
用 匹配 滤波 的 方法 去 除 ， 也 就 是 首先 用 FFT 计算 Al 和 A2 之 间 记 录 的 信号 CHI 
EOG 信和 号) 的 频谱 ， 然 后 从 其 他 6 路 EEG 记录 信号 的 频谱 中 减 去 该 频谱 成 分 。 

本 例题 的 数据 量 太 大 ， 不 能 全 部 显示 出 来 ， 表 10. 3 列 出 了 一 种 分 析 结 果 ， 
其 中 ， 差 值 为 正 时 表示 左 大 脑 半 球 活动 强度 大 ， 差 值 为 负 时 则 表示 右 大 脑 半 球 活 
动 强度 大 。 任 务 序号 如 前 所 述 。 

由 表 中 的 数据 可 见 ， 在 执行 几何 任务 (任务 3) 时 ， 左 侧 枕 部 活动 强度 很 
大 ， 在 执行 其 他 数学 计算 任务 时 ， 左 侧 枕 部 也 有 明显 较 强 的 活动 。 昌 然 ， 这 些 差 
别 应 该 出 现在 顶部 ， 但 是 ， 由 于 实验 中 只 用 了 6 个 记录 电极 ，01 和 02 处 检测 的 
信号 很 可 能 包含 了 来 自 顶 部 区 域 的 成 分 。 
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10.4 糖尿 病 及 其 胰岛 素 治疗 


大 多 数 糖尿 病 患者 都 需要 用 胰岛 素 调节 血糖 水 平 。 胰 岛 素 或 者 是 口服 药片 或 
者 是 注射 剂 ， 它 可 以 通过 反馈 控制 作用 来 稳定 血糖 ， 使 血糖 浓度 保持 在 正常 范围 
之 内 。 

人 体 对 于 血糖 的 调节 能 力 通常 用 葡萄 糖 醋 量 试验 (Glucose Tolerance Test, 
CTT) 来 测试 。GTT 试验 时 ， 病 人 在 空腹 的 情况 下 ， 首 先 静脉 注射 一 定 剂量 的 葡 
萄 糖 ， 然 后 ， 按 照 一 定 的 时 间 间 隅 采集 血样 ， 测 定 血糖 含量 和 胰岛 素 含量 。 

要 判断 这 种 GTT 的 检测 结果 是 否 正常 ,需要 将 所 测 得 的 数据 与 标准 模型 进 
行 比较 。 葡 萄 糖 调节 是 一 个 动态 过 程 ， 因 此 ， 模 型 具有 微分 方程 组 的 形式 ， 用 于 
反映 血浆 葡萄 糖 浓 度 随 时 间 的 变化 。 如 果实 际 测 得 的 浓度 与 模型 的 预计 值 相 似 ， 
那么 ， 医 务 人 员 可 以 认为 检测 结果 正常 。 

模型 从 简单 的 最 小 系统 到 复杂 的 系统 具有 很 多 不 同 的 形式 ， 不 同 模型 之 间 的 
主要 区 别 就 是 所 采用 的 房 室 数目 不 同 。 例 如 : 可 以 只 仿真 血液 的 葡萄 糖 浓度 ， 也 
可 以 同时 仿真 血糖 和 胰岛 素 两 个 浓度 ; 另外 ， 腹 腔 、 肾 和 胰腺 各 个 部 分 可 以 作为 
独立 的 系统 进行 仿真 ， 也 可 以 结合 在 一 起 仿真 。 

Van Riel (2004) 提出 了 一 个 三 房 室 的 最 小 模型 ， 即 : 

1) 血浆 葡萄 糖 C(t) ， 单 位 为 mg/dL; 

2) 血浆 胰岛 素 1(t) ， 单 位 为 pU/mL; 

3) 组 织 间 阶 胰 岛 素 X(t) ,单位 为 pU/mL? 。 

变量 X(1) 不 是 生理 量 ， 是 用 于 摘 述 胰岛 素 活 动 的 一 个 参数 ， 表 示 腹 腔 、 肾 
和 胰腺 这 3 部 分 组 成 的 组 织 间隙 这 个 房 室 中 的 胰岛 素 。 如 下 两 个 微分 方程 用 于 描 
述 这 个 三 房 室 系统 : 





aeto = h(G, - G(0)) - X(t) G6(2) 
E (10. 1) 
uu =k (It) - 5) - EX) 


其 中 , GC tg) = 6, 为 血浆 葡萄 糖 的 初始 浓度 ， 组 织 间隙 胰岛 素 的 初始 浓度 X (19) 
为 0。 第 一 个 方程 中 的 C, 表示 空腹 时 血糖 的 基础 水 平 。 如 果 血 糖 浓 度 低 于 基础 
水 平 ， 则 葡萄 糖 会 进 人 血浆 ;等 到 血糖 浓度 超过 基础 水 平 ， 和 葡萄 糖 又 会 离开 血 
浆 。GTT 试验 中 ， 注 射 葡萄 糖 之 前 ， 通 常 要 先 测 定 血 糖 的 基础 水 平 。 

第 二 个 方程 表示 胰岛 素 进 入 间隙 组 织 的 速率 为 六， 离开 间隙 组 织 的 速率 为 





O ”原文 此 处 为 min” 。 一 译 者 注 
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所 。 如 果 血 浆 胰 和 岛 素 浓度 超过 基础 水 平 ， 则 胰岛 素 会 进入 间隙 组 织 ， 如 果 血 交 
胰岛 素 浓度 下 降 到 低 于 基础 水 平 ， 则 胰岛 素 就 离开 间 阶 组织。 

该 系统 的 微分 方程 很 容易 用 MATLAB 或 者 Simulink 求解 ， 下 面 的 例题 说 明 
了 利用 Simulink 求解 的 过 程 。 

例 10.4 利用 Simulink 模型 仿真 血糖 调节 的 过 程 。 

请 利用 Simulink 求解 式 (10.1) 的 微分 方程 组 ， 求 血糖 随时 间 变 化 的 曲线 。 
HOME ky. hy 和 如， 以 及 胰岛 素 变化 曲线 (1) 取 自 Van Riel (2004) 的 报道 。 
解 

要 用 MATLAB 或 者 Simulink 由 式 (10.1) 微分 方程 组 求 得 CU) 的 解 ， 首 先 
需要 确定 其 中 的 4 个 未 知 数 。Van Riel 将 式 (10.1) 的 第 二 个 方程 重 写 为 

KO GS) =h) =X) 
Xup $, BUS KIN RAL, S, hs. 

Van Riel 在 其 编写 的 MATLAB 脚本 中 使 用 了 龙 格 - 库 塔 求解 器 ode45 求解 这 
个 微分 方程 组 。 当 然 ， 通 过 改变 该 脚本 中 的 参数 值 以 及 胰岛 素数 据 ， 也 可 以 用 这 
个 程序 灵活 地 仿真 其 他 不 同 的 情况 。 不 过 ， 用 如 下 所 示 的 几 个 MATLAB 脚本 与 
Simulink 模型 相 结合 的 方法 ， 可 以 更 方便 地 模拟 不 同 的 模型 系统 。 其 中 ， 计 算 正 
常 血糖 动态 变化 过 程 的 MATLAB 脚本 为 


% Set the workspace variables for the 
$ Simulink model VanRiel.mdl 

$ Basal Glucose and Insulin 

Gb =92; 

Ib=11; 

GO 2279; 

$ Model constants 

SI-25e-4; 

k3 =0. 025; 

kl =2. 6e -2;}; 


这 里 的 常数 以 及 胰岛 素 变化 曲线 取 自 Van Riel (2004) 的 报道 。Simulink 模型 如 
图 10.8 Sas, TER, WRG, 和 1 为 MATLAB 变量 ， 积 分 器 dG/dt 的 初始 值 为 
MATLAB 变量 G60。3 个 增益 模块 分 别 表示 常数 启 、3) Aye 

现在 ， 只 要 设置 好 模型 中 胰岛 素 浓 度 I(t) 这 个 输入 源 模 块 的 参数 ， 就 可 以 
运行 这 个 仿真 模型 。1(1) 输入 源 是 一 个 二 维 数 组 ， 第 一 列 为 时 间 ， 第 二 列 为 胰岛 
素数 据 。 先 用 如 下 脚本 将 数据 输入 到 MATLAB 工作 空间 的 变量 ft 中 ， 再 通过 
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图 10.8 血糖 调节 的 Simulink 模型 
“From Workspace” 模 块 将 It 数据 调和 人 Simulink 模型 。 本 例题 lt 数组 设置 为 


ae 


$ Time course of insulin I(t) 


t insu-[0 5 10 15 20 25 30 40 60 80 100 120 140 160 180 240]; 
u=Ib+[0 100 100 100 10000000000000]; 


It=[t_insu'u']; 


注意 ， 起 始 7 个 数据 样本 的 时 间 间 隔 为 Smin， 之 后 样本 采样 的 时 间 间 隔 加 
长 ， 最 后 的 采样 时 间 为 第 240min。 但 是 ， 仿 真 器 的 时 间 步 长 必须 为 常数 ， 因 此 ， 
Simulink 必须 插值 补缺 。 另 外 ， 如 果 输 入 数据 的 时 间 比 仿真 时 间 短 ， 也 可 以 通过 
“From Workspace ”模块 设 定 补 足 数据 的 方式 。 如 图 10.9 所 示 为 胰岛 素 浓度 
“From Workspace” 的 参数 设置 。 其 中 ， 数 据 (data) 设 为 MATLAB ZEE It, $ 
样 时 间 设 为 5 ( 即 Smin) ， 并 选中 插值 补缺 功能 。 该 窗口 的 最 后 一 项 用 于 选择 补 
足 数据 的 方式 ， 图 中 被 选中 的 方式 表示 : 如 果 设 置 的 仿真 时 间 比 所 提供 的 数据 
长 ， 那 么 后 面 输出 的 值 都 与 最 后 一 个 数据 元 素 的 值 相同 。 
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Source Block P 





图 10.9 JÆ 10. 8 AY Simulink 模型 中 胰岛 素 浓度 输入 源 模块 的 参数 设置 


最 后 ， 将 仿真 时 间 设 置 为 从 0.0 开始 ， 到 240. 0min 结束 。 运 行 仿真 之 后 ， 
模型 中 3 个 示波器 的 仿真 输出 分 别 如 图 10. 10 ~ 图 10. 12 所 示 。 


0 





图 10. 10 血糖 浓度 
GTT 试验 中 测 得 的 样本 数据 就 是 要 与 这 样 的 血糖 浓度 变化 曲线 进行 对 比 。 注 
意 ， 大 约 在 注射 葡萄 糖 lh 之 后 ， 紧 跟着 胰岛 素 的 分 泌 ， 血 糖 浓 度 降 到 基础 水 平 
以 下 。 在 这 个 正常 情况 的 模拟 结果 中 ， 最 低 血糖 浓度 为 80 mg/dL, 


352 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 


oi 1 TU | 


MUT" Bo. w 20 | 
Time offset:0 





图 10.12 ”间隙 组 织 胰 岛 素 浓度 
对 于 正常 的 健康 成 年 人 ， 如 果 血 糖 浓 度 低 于 65 mg/dL， 其 思维 能 力 就 会 受 
到 影响 ， 这 称 为 低 血糖 反应 。 如 果 血 糖 浓 度 正常 ， 但 病人 表现 出 精神 状态 失常 ， 
思维 能 力 下降 ， 则 称 为 餐 后 综合 症 。 
上 述 模 型 也 可 以 用 于 模拟 糖尿 病 患 者 的 血糖 调节 过 程 。 此 时 ， 设 置 模 型 参数 
的 MATLAB 脚本 为 


$ Set the workspace variables for the 
$ Simulink model VanRiel.mdl 
$ 


Basal Glucose and Insulin 


% Model constants 
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SI =0.7e-4; 
k3 =0.01; 
kl =1.7e-2; 


设 仿真 时 间 仍 为 240min， 胰 岛 素 输 入 数据 也 相同 ， 则 仿真 输出 的 血糖 浓度 、 胰 
岛 素 浓度 和 间隙 组 织 胰岛 素 分 别 如 图 10. 13 ~ 图 10. 15 所 示 。 





Glucose mg/dl 


50 100 150 200 250 1 


Time offset:Ü 





FÉ 10.14 血浆 胰岛 素 浓度 
美国 国立 卫生 研究 院 (NIH-NIDDK) 诊断 糖尿 病 的 标准 是 ， 在 摄 人 葡萄 糖 
2h 之 后 ， 血 糖 浓度 大 于 或 等 于 200 mg/dL。 以 上 仿真 得 到 的 血糖 浓度 曲线 虽然 超 
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图 10.15 间隙 组 织 胰岛 素 浓度 
出 了 正常 水 平 ， 但 还 未 达到 糖尿 病 诊 断 标准 ， 因 此 ， 可 以 诊断 为 糖尿 病 前 期 ， 或 
者 是 糖 耐 量 异 常 。 


10.5 SARE 


PRA Cl, 是 指 单位 时 间 内 肾 可 以 排出 相当 于 多 少 体积 血浆 中 的 某 种 物 
质 ， 也 就 是 ， 相 当 于 每 分 钟 有 这 么 多 血浆 体积 中 的 尿素 或 药物 等 某 种 给 定 物 质 被 
“完全 清除 "” 。 肾 清除 率 有 几 种 不 同 的 形式 ， 即 : 肾 小 球 滤 过 率 、 有 效 肾 血浆 流 
量 和 肾 小 管 吸收 率 。 

评价 肾 动态 功能 的 方法 有 很 多 种 ， 例 如 ， 有 些 是 测量 尿 和 血浆 (RERE 
1135) 中 某 种 放射 性 核 素 〈 即 同位 素 ) 随时 间 的 浓度 变化 ， 有 些 是 在 血浆 同位 
素 排泄 过 程 中 用 伽 马 射线 摄像 机 测量 两 个 肾 中 的 同位 素 浓度 。 将 临床 检测 所 得 到 
的 数据 与 正常 模型 的 动态 仿真 结果 进行 比较 ， 就 可 以 评价 宵 功 能 的 状况 。 这 里 所 
述 的 临床 检测 方法 用 中 心 和 外 周 两 个 房 室 就 可 以 进行 简单 的 建 模仿 真 。 

Estelberger 和 Popper 两 人 在 2002 年 建立 了 这 种 两 房 室 模型 ， 该 模型 具有 两 
个 功能 独立 的 房 室 ， 即 充分 灌注 的 中 心房 室 和 部 分 灌注 的 外 周 房 室 。 图 10. 16 所 
示 是 该 模型 的 框图 。 放 射 性 标记 物 的 传输 过 程 可 以 间接 地 从 两 个 房 室 的 同位 素 浓 
度 变 化 中 测 得 ， 整 个 传输 过 程 由 同位 素 注射 、 两 房 室 之 间 的 传输 以 及 肾 清 除 过 程 
组 成 。 

该 传输 模型 可 以 用 如 下 两 个 联 立 微分 方程 表示 ， 它们 分 别 描述 了 两 个 房 室 中 
的 同位 素 浓 度 变 化 ， 即 
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同位 素 注射 


fü) 








外 周 房 室 








肾 清 除 
图 10.16 模拟 肾 清 除 过 程 的 一 种 两 房 室 模型 《摘自 Estelberger 和 Popper, 2002) 

d 

= dlt) — (ku + ho)e + kop 

dt 

d 

= kae ~ kop (10.2) 
t 


其 中 
D 
d(t) = pOse<t (10.3) 


表示 同位 素 团 注 在 7 秒 时 间 内 完成 。 作 为 例题 ， 这 里 假设 同位 素 的 注射 是 匀速 
的 ， 并 假设 中 心房 室 V, 的 体积 已 知 。 

Estelberger 和 Popper 所 写 的 论文 还 说 明了 如 何 从 实验 数据 中 估计 模型 群体 参 
数 ， 其 优化 处 理 过 程 超出 了 本 书 的 范围 ， 并 且 与 下 面 的 例题 关系 不 大 ， 有 兴趣 的 
读者 可 以 查阅 原文 。 

与 上 一 节 采 用 的 仿真 方法 不 同 ， 下 面 不 用 Simulink 而 用 MATLAB 程序 来 求 
解 这 个 微分 方程 组 。 

例 10.5 肾 清 除 率 的 仿真 计算 
请 求解 式 (10.2) 系统 的 两 个 微分 方程 ， 其 中 ,初始 条 件 由 式 (10.3) 给 
， 和 常数 为 ,= 0.0041,k; = 0. 0585 ,所 =0.0498,V =7.3,c(0) = p(0) =0, 


* at 


本 题 将 说 明 MATLAB 全 局 变量 的 用 法 。 式 (10.2) 微分 方程 反映 的 是 质量 
守恒 定理 ， 设 同位 素 注 射 在 0 时 刻 开 始 ， 每 次 试验 的 注射 时 间 长 短 不 等 。 
模型 的 参数 和 同位 素 团 注 数据 被 设 定 为 全 局 变量 ， 下 面 的 MATLAB 作 图 程 
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序 以 及 求解 微分 方程 组 的 程序 都 要 使 用 这 些 全 局 变量 。 

首先 ， 按 照 MATLAB 惯例 ， 将 式 〈10.2) 的 系统 微分 方程 组 编写 为 MAT- 
LAB 函数 ， 设 时 间 变 量 为 :， 函 数值 矢量 为 y。 其 他 模型 参数 都 设 为 全 局 变量 。 
该 函数 的 文件 名 为 renal. m， 程 序 如 下 : 


function yprime = renal (t, y) 
separate the components of the state: 


central compartment concentration and 


oo oe oe 


peripheral compartment concentration 
-y(1); 
-y(2); 


'O0 0 


oo 


global D tau; 
global k01 k12 k21 V1; 
let time t be in minutes 


now compute f (t) 


oo oe oe 


if t< =tau 
f-D/tau; 
else f =0; 


end 


EA 


dedt = (f - (k01 +k21) * c - kK12 * p) /V1; 
dpdt = k21 * c -k12 * p; 
yprime =[dedt,dpdt]'; 


下 面 的 MATLAB 脚本 程序 用 3 次 不 同 的 同位 素 注 射 数 据 ， 分 别 求解 系统 微分 方 
程 组 ， 并 用 不 同形 式 的 线条 将 所 求 得 的 中 心房 室 的 3 条 同位 素 浓度 变化 曲线 显示 
在 同一 张 图 上 。 作 图 方法 是 : 作出 第 一 条 曲线 后 ， 在 程序 中 加 一 条 hold on 指令 ， 
就 可 以 将 另外 2 条 曲线 也 画 在 同一 张 图 上 。 脚 本 程序 如 下 : 


$ Example 10.5 Renal Clearance 
global D tau; 

global k01 k12 k21 V1; 

% parameters 


k01 =0.0041; 
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k12 20.0585; 

k21 20.0498; 

V1 27.3; 

$ initial value conditions 
c0 20; 

pO =0; 


6 


D=2500; 

tau =0.5; 

$ use ode45 

[t,y] =ode45(@ renal ,[0:0.5:240],[ c0 p0]); 
plot (t,y(:,1),'b.'); 

xlabel ('Time t (min)') 

ylabel('Isotope concentration c(t) ") 

hold on 


% 


D=2500; 

tau =10.0; 

$ use ode45 

[t,y] =ode45 (€ renal1,([0:0.5:240],[ c0 p0]); 
plot(t,y(:,1),'g:'); 


2 


D=2500; 
tau =240; 
% use ode45 

[t,y] =ode45 (8 renal,[0:0.5:240],[c0 p0]); 
plot(t,y(:,1),'r--'); 

hold off 


以 上 程序 中 仿真 时 间 总 长 均 为 240min， 时 间 步 长 为 0. Smin。 如 图 10.17 所 示 为 3 
次 同位 素 注射 试验 的 求解 结果 。 注 意 ， 前 2 个 解 的 同位 素 浓度 变化 轨迹 很 接近 ， 
它们 仿真 的 是 系统 对 于 同位 素 团 注 脉冲 输入 的 响应 ;而 第 3 个 解 〈 虚线 轨迹 ) 
仿真 的 是 系统 对 于 斜坡 输入 (0 ~ 240min) 的 响应 ， 这 种 响应 在 240min 仿真 时 
间 内 不 表现 反馈 控制 作用 。 
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图 10.17 肾 清 除 率 程序 的 求解 结果 〈 实 线 和 点 线 分 别 为 0. Smin 和 10min 
团 注 脉 冲 输入 的 响应 ， 虚 线 为 注射 过 程 持续 了 240min 时 的 响应 ) 


10.6 配 准 问题 以 及 运动 分 析 


要 从 一 组 图 像 序列 中 估计 物体 的 运动 过 程 ， 其 关键 是 要 根据 运动 目标 上 几 个 
特征 标志 点 的 对 应 关系 ， 即 配 准 ， 分 析出 前 后 两 张 图 像 中 物体 相对 运动 的 关系 。 
特征 点 必须 是 惟一 识别 的 ， 并且， 通常 假设 物体 是 刚性 的 。 

人 体 运 动 的 步 态 分 析 使 用 髋 部 和 腿 部 特征 点 位 置 的 记录 数据 。 例 如 ， 在 这 些 
特征 部 位 安装 发 光 二 极 管 (LED) 标记 物 ， 然 后 让 测试 对 象 在 暗室 里 行走 ， 记 录 
其 走动 时 的 状态 图 像 用 于 分 析 。 许 多 康复 机 构 都 配备 有 步 态 测试 实验 室 ， 可 以 进 
行 此 类 运动 记录 和 分 析 ， 并 将 结果 用 于 医疗 和 诊断 。 

图 10. 18 显示 了 利用 髋 部 和 腿 部 的 特征 点 配 准 来 估计 旋转 矩阵 的 方法 ， 下 面 
例题 的 数据 由 Purdue university 的 Charles Krousgrill 教授 慷慨 提供 。 

例 10.6 刚性 人 体 特征 点 的 运动 分 析 

如 图 10. 18 所 示 ， 在 髋 部 、 大 腿 和 小 腿 分 别 粘贴 6 个 标记 物 ， 这 些 标 记 点 的 
局 部 坐标 列 于 表 10. 4。 
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(1,1) 


(1,3) 


(2,3) 


全 局 坐标 





(1.3) 09 | (1,2) 
A 


x 


(2.3) (2.2) 
B 


局 部 坐标 


图 10. 18 人体 髋 部 和 腿 部 步 态 分 析 标 记 点 的 坐标 系统 ( Krousgrill 提供 ，2005) 
表 10.4 人 体 通 部 和 腿 部 步 态 分 析 标 记 点 的 局 部 坐标 (由 Krousgrill 提供 ，2005 ) 





标 记 点 x 坐标 y 坐标 z 坐标 
(1, 1) 6 4 [ 0 
(1, 2) 12 4 0 
(1, 3) 12 0 4 
(2, 1) 6 3 0 
(2, 2) 12 3 0 

4 











JA — Ws Bh EB POE SE B Per C AR RSE O [Hip (0)] CHR 
骨头 ) 的 坐标 数据 列 于 表 10.5， 这 些 是 三 维 全 局 坐标 (global coordinate) 。 


表 10.5 刚性 人 体 移动 之 后 髋 部 和 腿 部 步 态 分 析 标 记 点 的 全 局 坐标 ( 由 Krousgrill 提供 ，2005 ) 





标 记 点 x 坐标 y 坐标 | z 坐标 
Hip (0) 2 1 0 
(1, D 3.18 7.13 3. 60 
(1, 2) 7.16 10. 47 6. 60 
(1, 3) 8. 89 5. 88 9.41 
(2, 1) 9.11 15.45 10. 44 
(2, 2) 6.99 20. 66 12. 52 
(1, 1) 9.36 19. 88 16. 86 











假设 大 腿 和 小 腿 的 长 度 均 为 18. 13in， 请 用 以 上 数据 计算 出 大 腿 和 小 腿 的 旋 
转 和 矩阵 ， 并 计算 中 关节 B 点 的 三 维 全 局 坐标 。 





O EF, 0, AM BESSA MTR, KTR. PRE 
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髋 部 和 腿 部 标记 点 的 位 置 是 用 局 部 坐标 定义 的 ， 也 就 是 相对 于 菜 个 标记 点 的 
=H. We, MRO 是 大 腿 的 参考 标记 点 ， 膝 关节 A 则 是 小 腿 的 参考 
标记 点 (ILE 10. 18 ) 。 局 部 坐标 数据 见 表 10. 4。 

但 是 ， 运 动 过 程 不 能 用 局 部 坐标 系统 记录 ， 只 能 用 步 态 实验 室 的 全 局 坐标 系 
统 记 录 。 摄 像 机 拍摄 下 人 体 的 走动 图 像 ， 利 用 图 像 中 标记 点 的 位 置 可 以 确定 人 体 
相对 于 实验 室 摄像 机 的 运动 位 置 ， 而 不 是 相对 于 通 部 或 腿 部 参考 点 的 运动 位 置 。 
因此 ， 要 计算 大 腿 和 小 腿 的 转动 ， 首 先 要 确定 全 局 坐标 和 局 部 坐标 之 间 的 转换 关 
系 。 

求解 这 个 问题 的 一 般 步骤 是 : 将 大 腿 和 小 腿 的 全 局 坐标 记录 数据 转换 为 局 部 
坐标 ;通过 标记 点 的 配 准 来 确定 相对 于 初始 静止 状态 的 转动 。 并 且 ， 必 须 先 计算 
大 腿 的 转动 ， 因 为 计算 小 腿 转 动 时 ， 需 要 用 到 大 腿 转 动 的 数据 。 

运动 分 析 时 ， 需 要 跟踪 3 组 坐标 数据 : 移动 之 前 ， 静 上 县 状态 时 大 月 和 小 腿 的 
局 部 坐标 ; 移动 之 后 ， 每 个 标志 点 的 全 局 坐标 ; 计算 得 到 的 移动 之 后 的 大 腿 和 小 
腿 的 局 部 坐标 。 

首先 ， 利 用 表 10.4 和 表 10.5 的 数据 初始 化 MATLAB 变量 ， 即 





Example 10 .6 


At rest (in local coordinates) 


oo oP oe 


Each column vector is the 3D coordinates 

$ ofamarker (initial conditions) 

ThighRestLocal =[6 4 0;1240;120 4]'; 

LegRestLocal =[6 30;1230;120 4]'; 

ThighFinalGlobal =[3.18 7.13 3.60 ; 7.16 10.47 6.6; 8.89 5.88 
9.41]'; 

LegFinalGlobal =[9.11 15.45 10.44; 6.99 20.66 12.52; 9.36 19.88 
16.86]'; 

$ Column vectors of positions of 0,A and B 

HipPos =[2 1 0]'; 

ThighLen =[18.13 0 0]'; 

LegLen =[18.13 0 0]'; 


移动 之 后 大 腿 位 置 的 全 局 坐标 可 以 表示 为 如 下 等 式 : 
X righ moon = Pigh nigh innia + O (10. 4) 
IP Xsehsinivial > Xthigh mon SEE, FUE A PI ME; 
R high — — HARK 的 旋转 
O 一 一 移动 之 后 通关 节 的 三 维 位 置 。 
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于 是 ，Rua 可 以 计算 如 下 : 
Ryu, = CX thigh motion - 0) CX inn initial ) 7 (10. 5) 
其 MATLAB 计算 程序 为 


$ Find rotation of thigh about hip 

% First,determine coordinates of thigh marders 

$ with respect to the hip 

ThighFinalLocal = ThighFinalGlobal -[HipPos HipPos HipPos]; 
$ Rotation computed by correspondence matching 


% andis in the local coordinate system centered at the Hip 
RotThigh = ThighFinalLocal * inv (ThighRestLocal) ; 


计算 小 腿 的 旋转 要 难 一 些 ， 小 腿 是 绕 膝 关节 转动 的 ， 而 膝 关节 又 绕 艇 关节 转动 ， 
因此 ， 小 腿 的 运动 由 两 个 转动 组 成 ， 即 


X motion = R nign R ieg X leg, initial +A (10. 6) 
其 中 
A=O+R,,[18.1300] (10.7) 
将 式 (10.6) 变换 为 
Ri. = Ra CX uu motion - A) CX leg.initial ) 7 (10. 8) 
其 MATLAB 的 计算 程序 为 


% Find final position of knee 

KneePos = ThighLen; 

FinalKneePos = (RotThigh * KneePos) + HipPos; 

$ Find rotation of leg about knee 

$ First determine local coordinates of leg markers 

$ with respect to the knee 

$ The rotation is in the local coordinate system of the knee 
LegFinalLocal = LegFinalGlobal -[FinalKneePos FinalKneePos 
FinaiKneePos]; 

CombinedRotLeg = LegFinalLocal * inv (LegRestLocal); 

RotLeg = inv (RotThigh) * CombinedRotLeg; 


最 后 ， 计 算 躁 关节 的 位 置 。 趴 关节 处 没有 标记 物 ， 移 动 之 后 其 全 局 坐标 位 置 就 是 


小 腿 末 端 〈 见 图 10. 18 的 B 点 ) 的 转动 位 置 ， 利 用 躁 关节 绕 膝 关 节 的 转动 ， 计 
算 为 
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B-R,4R,,[18.1300]' +A (10. 9) 


leg 


MATLAB 程序 为 


$ Coordinates of the ankle are 


Ankle =Knee + Rot * Ankle at Rest 


oo 


Ankle is in the local coordinates of the 


oo 


$ Knee ,which is the center of rotation 
AnklePos = LegLen; 
FinalAnklePos =FinalKneePos + CombinedRotLeg * AnklePos; 


由 这 些 程序 计算 得 到 的 大 腿 和 小 腿 的 旋转 矩阵 分 别 为 


>> RotThigh 

Rot Thigh = 
0.6633 -0.7000 -0.2675 
0.5567 0.6975 -0.4500 
0.5000 0.1500 0.8525 


>> RotLeg 
RotLeg = 
0.4233 -0.8933 0.1581 
0.9063 0.4183 -0.0749 
-0.0011 0.1747 0.9864 


踩 关 节 的 位 置 为 


>> FinalAnklePos 
FinalAnklePos = 
7.6203 
26.8353 
15.3501 


由 于 旋转 变换 不 改变 大 腿 和 小 腿 的 长 度 ， 因 此 旋转 矩阵 应 该 是 正 交 的 。 如 果 R'R 
是 一 个 单位 矩阵 I， 那 么 矩阵 R 就 是 正 交 的 。 下 面 来 验证 大 腿 和 小 腿 的 旋转 矩阵 
是 否 正 交 ， 计 算 如 下 : 


>> RotThigh' * RotThigh 
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ans = 


0.9999 -0.0011 -0.0017 
-0.0011 0.9990 0.0013 
-0.0017 '0.0013 1.0008 


>> RotLeg' * RotLeg 


ans = 
1.0007 0.0007 -0.0020 
0.0007 1.0035 -0.0003 
-0.0020 -0.0003 1.0036 


可 见 ， 在 数值 计算 的 误差 范围 内 ， 以 上 两 个 矩阵 的 计算 结果 可 以 认为 是 单位 矩阵 
L 请 参考 第 4 章 的 内 容 ， 分 析 和 矩阵 求 逆 时 误差 是 如 何 传 播 的 。 


10.7 PHYSBE 仿真 系统 


PHYSBE 是 用 于 模拟 血 流 中 的 氧 、 营 养 物 质 、 热 量 和 化 学 示 踪 剂 传输 过 程 的 一 个 
人 体循环 系统 模型 (MecCleod，1966，1968) 。 虽 然 PHYSBE 的 基础 工作 源 于 20 世纪 
60 F(R, 但 自从 在 Simulink 中 实现 了 其 仿真 之 后 ， 才 可 以 方便 地 用 于 教学 和 科研 。 
在 MathWorks MATLAB 主 网 站 上 可 以 下 载 PHYSBE 的 Simulink 实现 ， 本 书 附录 B. 4.3 
介绍 了 有 关 Simulink 版 PHYSBE 模型 的 安装 以 及 使 用 的 方法 。 本 节 将 举例 说 明 如 何 
应 用 PHYSBE 模拟 心血 管 系统 疾病 并 预测 这 些 疾 病 对 于 血 流 的 影响 。 

例 10.7 正常 循环 系统 的 PHYSBE 仿真 

请 按照 附录 B. 4.3 的 说 明 ， 安 装 并 运行 PHYSBE 的 仿真 。 
解 : 

运行 MATLAB 脚本 程序 petrl12， 可 以 启动 PHYSBE 仿真 软件 ， 并 打开 如 
图 10. 19 所 示 的 PHYSBE 控制 面板 。 注 意 : 仿真 时 不 要 改变 任何 数据 的 默认 值 ， 
但 要 保存 好 参数 文件 。 

然后 ， 打 开 如 图 10. 20 所 示 的 PHYSBE 的 Simulink 模型 并 启动 仿真 。 
仿真 结果 显示 在 Simulink 的 示波器 中 ， 如 图 10. 21 和 图 10. 22 所 示 分 别 为 心脏 的 
血压 和 血 容量 。 

两 个 示 波 髓 显示 的 颜色 不 同 ， 很 容易 大 别 。 还 有 一 个 选取 式 示波器 ， 可 以 用 
于 显示 任何 其 他 感 兴趣 的 系统 参数 。 

这 些 正常 循环 系统 的 血压 和 血 容量 等 模拟 结果 将 在 下 面 几 种 系统 的 模拟 中 作 
为 对 照 数据 。 


364 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 








P29, 120^ 


«Fo, flo? 








Æ 10.20 PHYSBE 的 Simulink 模型 


10.7.1 ÆRE 


主动 脉 流出 管道 狭窄 引 起 的 病症 称 为 主动 脉 缩 窗 ， 缩 窗 部 位 产生 压力 差 ， 使 
得 该 部 位 前 面 的 血压 高 于 正常 值 ， 后 面 的 血压 则 低 于 正常 值 。 如 图 10. 23 所 示 ， 
主动 脉 缩 窗 往往 导致 人 体 上 身 和 上 肢 的 血压 升 高 ， 而 下 身 和 下 肢 的 血压 降低 
(Suk，2001 ) 。 

如 果 不 进行 治疗 ， 主 动脉 缩 窗 会 引起 很 多 严重 的 后 果 ， 例 如 导致 心肌 梗塞 、 
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图 10.22 PHYSBE 的 Simulink 模型 输出 : 心脏 血 容量 

颅 内 出 血 、 心 内 膜 炎 感染 、 冠 状 动脉 疾病 以 及 主动 脉 破裂 等 并 发 症 ， 其 死亡 率 很 
高 。 因 此 ， 如 果 任 其 发 展 ，50 岁 之 前 的 死亡 率 非 常 惊人 ， 有 90% 。 幸 运 的 是 现 
代 化 的 医疗 技术 几乎 可 以 完全 消除 这 种 疾病 引起 的 可 怕 后 果 。 

主动 脉 缩 罕 就 是 主动 脉 某 处 的 管 径 被 明显 “的 ”小 (Sokolow 和 Mcllroy, 
1981 ) 。 由 于 缩 窗 部 位 的 血 流 量 与 该 部 位 之 前 和 之 后 流 过 的 血 流 量 必须 相等 ， 因 
此 截面 积 4=r 的 减 小 ， 必 然 使 血 流速 度 增加 ， 于 是 ， 就 会 形成 一 个 压力 梯度 ， 
使 得 躯干 下 部 的 压力 减 小 。 在 Simulink 仿真 模型 中 ， 这 种 减 压 效果 用 流通 路 径 上 
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图 10.23 ”主动 脉 缩 窗 〈 摘 自 Suk, 2001) 
增加 一 个 阻抗 来 模拟 ， 根 据 欧姆 定律 0 = AP/R(Li,2004) ， 就 有 了 所 需要 的 压 
力 差 。 

例 10.8 主动 脉 缩 穿 的 Simulink 模型 

请 修改 PHYSBE 的 Simulink 模型 ， 用 于 模拟 主动 脉 缩 窗 ， 并 预测 这 种 疾病 
对 于 心脏 血压 和 血 容积 的 影响 。 

解 : 

PHYSBE 模型 只 需 作 两 个 修改 ， 就 是 在 降 主 动脉 部 位 添加 一 个 阻抗 和 一 个 脉 
冲 延 时 。 

如 图 10.24 所 示 ， 主 要 的 改动 放 在 一 个 Simulink 子 系统 中 ， 这 样 既 简 单 又 方 
便 。 在 该 子 系统 中 ， 用 一 个 脉冲 延 时 模块 实现 脉冲 延 时 ， 模 块 的 时 间 延 迟 参 数 设 
为 0.08s, 根据 文献 报道 ， 该 参数 的 变化 范围 应 该 为 0.08 ~ 0. 1s (Sokolow, 
1981), i i 

阻抗 用 一 个 增益 模块 实现 ， 其 增益 值 设 为 1/R， 加 在 脉冲 延 时 之 后 ， 与 通 向 
腿 部 和 躯干 的 动脉 血管 串联 连接 。 根 据 病 人 的 不 同 生理 状况 、 身 体 条 件 以 及 主动 
脉 缩 窗 的 程度 ， 阻 抗 值 可 以 不 同 。 

如 图 10.25 所 示 ， 在 整个 PHYSBE 模型 中 ， 图 10. 24 的 主动 脉 缩 窄 子 系统 加 
在 升 主动 脉 模块 与 腿 模 块 之 间 。 

另外 ， 从 图 10. 24 的 主动 脉 缩 窗 子 系统 中 可 见 ， 狭 牵 部 位 前 后 两 端的 压力 变 
化 值 分 别 保存 在 新 设 定 的 MATLAB 对 象 PA 和 PB 中 ,用 于 作 图 和 量化 计算 。 这 

两 个 对 象 由 PHYSBE 的 控制 分 析 调 用 ， 在 修改 之 后 的 PHYSBE 控制 中 心 列 表 中 
分 别 排 在 第 11 和 第 12 列 。 

10. 26、 图 10. 27 和 图 10. 28 所 示 为 仿真 结果 ， 图 10. 26 是 左 、 右 心室 血压 ， 

图 10. 27 是 左 、 右 心室 血 容 积 ， 图 10. 28 是 主动 脉 缩 宗 部 位 前 后 两 端的 血压 。 
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图 10.25 ”主动 脉 缩 窗子 系统 (Coarctation) 在 PHYSBE 循环 系统 中 所 处 的 位 置 
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图 10.27. 左 心室 和 右 心室 血 容积 仿真 结果 
注意 ， 左 心室 血压 升 高 ， 而 右 心 室 血压 不 变 。 这 是 由 于 主动 脉 缩 窗 使 左 心室 
流出 的 血 流 所 受到 的 阻力 加 大 ， 因 此 ， 左 心室 血压 升 高 。 当 血 流通 过 毛细 血管 ， 
再 汇集 到 静脉 并 回流 时 ， 主 动脉 缩 窗 引 起 的 血压 降落 已 经 消失 。 用 同样 的 方法 可 
以 跟踪 分 析 肺 循环 的 情况 。 | 
这 些 仿真 结果 说 明 ， 动 脉 血 流 阻 抗 的 一 些小 变动 会 影响 全 身 的 血压 。 不 过 ， 
PHYSBE 系统 的 仿真 有 一 定 的 限制 ， 例 如 ，PHYSBE 模型 将 两 条 手臂 合 在 一 起 ， 
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图 10.28 主动 脉 缩 窗 部 位 前 后 两 端的 血压 
用 一 个 子 系统 表示 ， 两 条 腿 也 是 如 此 ， 因 此 ， 不 能 仿真 主动 脉 缩 窗 引 起 的 左 、 碳 
手臂 之 间 存 在 的 15mmHg 的 血压 差 (Braunwald，1988 )。 


10.7.2 ÆFIR 


主动 脉 为 狭窄 是 主动 脉 鸭 处 的 沉积 物 形 成 阻碍 引起 的 ， 沉 积 物 导致 多 口 狭 
窜 ， 并 使 主动 脉 办 不 能 正常 开 闭 ， 因 而 流出 左 心室 的 血 流 减少 。 为 了 补偿 心脏 排 
Me, 确保 身体 所 需 的 血液 供应 ， 这 会 迫使 左 心室 增加 工作 强度 (Texas heart 
institute ，2004 ) 。 

主动 脉 办 狭窄 的 病因 很 多 ， 可 由 先天 性 狭窄 、 风 湿热 、 主 动脉 斩 钙 化 等 因素 
造成 。 少 数 人 出 生 时 其 主动 脉 办 只 有 两 个 瓣 叶 ， 而 不 是 正常 的 三 个 办 叶 ， 经 过 成 
年 累 月 的 磨损 ， 准 膜 出现 钙 化 和 损坏 ， 导 致 其 活动 性 减弱 。 风 湿热 也 会 损伤 主动 
脉 辩 的 办 膜 ， 引 起 办 膜 交 界 处 粘连 。 男 外 ， 随 着 年 龄 的 增长 ， 人 体内 主动 脉 办 等 
部 位 的 胶原 会 受 损 ， 形 成 钙 质 沉积 。 主 动脉 办 上 的 钙 质 沉积 物 会 使 鸭 膜 的 活动 性 
降低 ， 从 而 增加 了 血 流 阻力 。 主 动脉 六 狭窄 的 症状 表现 为 : 晕厥 、 呼 吸 短促 、 心 
率 失 常 、 心 绞 痛 和 咳嗽 等 (Texas heart institute ，2004 ) 。 

主动 脉 办 阻力 增加 会 导致 左 心室 血压 上 升 ， 动脉 血压 下 降 。 严 重 的 主动 肪 办 
狭 鹤 会 导致 心脏 的 每 搏 排出 量 减少 、 后 负荷 增加 、 以 及 心室 收缩 末期 容积 增加 。 
如 果 主 动脉 办 狭 罕 的 仿真 模型 正确 ， 则 其 仿真 结果 应 该 具有 与 图 10. 29 相似 的 血 
压 变 化 曲线 。 
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. 时 间 
在 左 心室 射 血 期 间 ， 左 心室 压 (LVP ) 大 于 主动 及 
Fe CAP) ,图 中 的 灰色 区 域 就 是 主动 脉 辨 狭窄 产 生 
的 血压 差 。LAP 为 左 心房 压 。 
图 10. 29 主动 脉 辩 狭窄 时 血压 随时 间 变 化 的 曲线 (摘自 Klabunde, 2004) 

例 10.9 EZIK HJ Simulink 模型 

请 修改 PHYSBE 的 Simulink 模型 ， 用 于 模拟 主动 脉 办 狭 窗 ， 并 预测 其 对 于 
心脏 血压 和 血 容积 的 影响 。 

解 : 

如 果 直 接 修 改 PHYSBE 模型 中 的 主动 脉 办 半径 等 生理 参数 ， 那 么 仿真 就 是 
最 准确 的 。 但 是 ，PHYSBE 模型 的 生理 参数 是 不 允许 改动 的 。 因 此 ， 如 果 要 利用 
PHYSBE 仿真 主动 脉 辩 狭 窄 ， 可 以 通过 增加 左 心室 阻力 R 的 方法 来 实现 。 出 现 
主动 脉 瓣 狭 窄 时 ， 办 膜 半径 减 小 ， 根 据 泊 肃 叶 定理 (Poiseuille law) (Germann, 
2005), ， 血 流 阻 力 与 为 膜 半径 成 反比 关系 ， 因 此 ， 主 动脉 办 狭窄 会 使 血 流 阻 力 增 
加 。 而 血 流 阻 力 增 加 导致 的 生理 效应 是 血 流 减少 ， 其 数学 关系 为 = AP/R ,其 
中 ,FF 为 血 流量 ，AP 为 血压 差 .，R 为 阻力 。 下 面 就 用 这 种 血 流 减 少 来 衡量 模型 
的 主动 脉 大 狭 罕 效应 。 

将 左 心室 阻力 Ry 从 0. 0125 mmHg/mL/s 增加 到 主动 脉 鸭 狭 罕 所 对 应 的 生理 
值 0. 135mmHg/mL/s， 该 数值 由 严重 主动 脉 锥 狭窄 的 数据 180dyne - s 换算 得 到 ， 
请 参见 Mascherbauer (2004) 的 论文 。 

主动 脉 办 狭窄 发 生 时 ， 左 心室 最 大 血压 超过 了 160mmHg ( 见 图 10.30); 心 
室 收缩 未 期 容积 ， 也 就 是 射 血 后 心室 中 剩余 的 血 容 量 ， 增 加 到 85mL 左右 ( 见 
图 10.31); 左 心室 血 流 输出 最 大 速率 降低 为 460mL/min ( 见 图 10.33), RAE 
常 值 925mL/min ( 见 图 10.32) 的 一 半 。 

以 上 的 仿真 结果 与 病理 生理 过 程 相 同 ， 由 于 管道 半径 与 阻力 成 反比 关系 ， 主 
动脉 办 的 阻碍 引起 血 流 阻 力 增加 。 而 血 流速 率 与 阻力 的 关系 为 = AP/R ， 阻 力 
R 的 增加 使 流出 心脏 的 血 流 速率 减 小 。 如 果 心 脏 射 出 的 血 量 不 足 ， 血 流速 率 也 不 
够 快 ， 那么 就 不 能 通过 心血 管 系统 把 人 体 所 需 的 氧气 和 其 他 营养 物质 有 效 地 传输 
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图 10.31 X 3h BIOGRURCAS HY Uy SE Ry BB 
到 各 个 组 织 中 。 血 流量 的 减少 还 会 触发 人 体 体 内 的 调节 机 制 ， 以 补偿 血 流 的 不 
足 ， 也 就 是 使 左 心室 泵 血 强度 增加 ， 这 样 ， 心 脏 的 劳损 速度 就 要 比 正常 心脏 快 。 
另外 ， 心 输出 阻力 的 增加 使 得 血液 不 能 像 正 常情 况 那样 快速 从 左 心室 流出 心 
脏 ， 使 心室 收缩 末期 容积 增加 ， 也 就 是 心脏 收缩 结束 时 滞留 在 心脏 中 的 血液 量 增 
加 。 
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10.7.3 ZERAN 


室 间 隔 缺 损 (Ventricular Septal Defect, VSD) 是 一 种 心脏 畸形 ， 通 常 是 先天 
性 的 ， 或 者 与 心肌 梗塞 等 其 他 疾病 并 存 。VSD 的 特征 是 左右 两 个 心室 之 间 的 隔 
膜 上 存在 小 孔 (Lue 和 Takao, 1986), ， 它 是 最 常见 的 先天 性 心 胜 病 。VSD 病情 


第 10 章 生物 医学 系统 的 建 模 仿真 : 应 用 举例 373 





的 严重 程度 与 隔膜 上 小 孔 的 大 小 有 关 ， 小 孔 越 大 ， 和 危险 性 越 高 。 孔 的 大 小 有 很 大 
差别 ， 可 以 是 针尖 大 小 ， 也 可 以 几乎 整个 隔膜 都 缺失 。 如 果 和 孔 很 小 ， 出 生 3 年 内 
会 自动 闭合 。 如 果 孔 很 大 ， 左 心室 的 血液 会 通过 隔膜 孔 分 流 到 右 心室 ， 使 右 心室 
的 工作 强度 增加 ， 并 使 肺 部 接收 的 血液 过 量 ， 血 压 升 高 ， 这 种 过 度 的 负荷 会 导致 
右 心室 损伤 或 增 大 。 并 且 ， 肺 部 血 流量 的 增多 也 会 引起 肺动脉 阻塞 ， 导 致 心率 失 
常 。 

例 10.10” 室 间隔 缺损 的 仿真 

请 修改 PHYSBE 的 Simulink 模型 ， 用 于 模拟 室 间 隔 缺 损 ， 并 预测 其 对 于 心 
脏 血 压 和 血 容积 的 影响 。 
解 : 

在 PHYSBE 模型 中 可 以 将 VSD 粗略 地 模拟 为 左 心室 到 右 心室 的 一 个 分 流 ， 
血 流 由 两 个 心室 之 间 的 血压 差 驱动 ， 可 以 用 欧姆 定律 模拟 ， 即 


P,, 一 P, 8nL 


= R = —— 
0 s= HAR = 


式 中 “7 一 一 血 粘 度 ， 值 为 3cP (Foumier, 1999); 
7 一 一 成 年 人 的 室 间 隔 厚 度 ， 44mm (Lue fl Takao, 1986); 





0 一 一 血 流速 率 ; 
Pi,，P, 一 一 左 心室 和 右 心室 的 血压 ; 
R 一 一 阻抗 ; 
r 一 一 孔 的 半径 。 





室 间 隔 缺 损 建 在 PHYSBE 的 左 心室 系统 中 。 首 先 ， 在 如 图 10. 34 所 示 的 右 心 
室 系统 中 ， 用 一 个 全 局 “Goto” 标 签 将 右 心室 血压 传递 给 左 心室 系统 。 然 后 ， 在 
如 图 10. 35 所 示 的 左 心 室 系统 中 ， 用 左 心室 血压 减 去 右 心室 血压 ， 得 到 血压 差 。 
再 将 该 血压 差 除 以 阻抗 ， 阻 抗 值 由 以 下 柏 努 利 方程 (Bernoulli equation) 确定 : 
8 x3cP xámm _ 0.2292 mmHg: s 


1 = 
Tr ri mL 


其 中 ,的 单位 为 mm。 此 式 的 倒数 就 是 图 10.35 中 的 常数 C， 这 样 ， 就 把 除法 转 
化 成 了 乘法 。 由 此 计算 得 到 的 分 流 的 血 流 速率 要 从 左 心室 血 流 速率 中 减 去 ， 并 加 
到 右 心 室 血 流速 率 上 〈 即 图 10. 34 右 心 系统 中 的 “Septal Flow” 数 据 源 模块 ) 。 

这 个 VSD 模型 的 仿真 结果 显示 ， 左 心室 血压 到 达 的 稳 态 值 小 于 正常 血压 
(DLE 10. 36)， 而 右 心室 血压 显著 增加 (IE 10.37)。 这 种 血压 变化 与 理论 分 
析 结 果 一 致 ， 因 为 血液 从 左 心室 分 流 到 右 心 室 ， 增 加 了 右 心室 的 血 流量 。 

该 仿真 中 设 定 的 隔膜 孔 大 于 为 lom 。 理 论 分 析 表 明 ， 这 样 大 小 的 孔 会 导致 
大 量 的 血液 被 分 流 到 右 心 室 中 ， 并 使 得 肺动脉 血 流 量 增多 ， 引 起 肺 循环 血压 上 
升 ， 这 种 血压 上 升 就 称 为 高 血压 。 
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图 10.34. 带 室 间隔 缺损 的 PHYSBE 右 心室 系统 模型 


图 10.35” 带 室 间 隔 缺 损 的 PHYSBE 左 心室 系统 模型 
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图 10.36 左 心室 血压 
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图 10.37 右 心室 血压 


图 10. 38 和 图 10. 39 分 别 显示 了 左 、 右 心室 的 血 容积 ， 可 见 两 个 血 容积 都 大 
于 正常 值 。 

室 间 隔 缺 损 使 左 心室 血液 穿 过 隔膜 流向 右 心室 ， 从 而 影响 心脏 血压 。 如 有 果 隔 
膜 缺 损 较 大 ， 在 血压 差 驱 动 下 大 量 血 液 分 流 到 右 心室 ， 增 加 的 血 流量 还 会 引起 肺 
部 血液 增多 ， 肺 部 血压 上 升 ， 有 时 导致 高 血压 。 如 果 不 及 时 治疗 ,在 高 血压 作用 
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E] 10.39 A E fL EA 
下 肺动脉 会 增 厚 ， 造 成 肺 部 的 永久 性 损伤 ， 还 会 导致 心脏 瓣膜 劳损 。 


10.7.4 左 心 室 肥 大 


长 期 的 心肌 收缩 减弱 会 导致 心室 扩大 ， 以 便 增 加 心 输出 量 ， 满 足 人 体 的 需 3 
(Hori 等 人 ，1989)。 这 种 工作 负荷 的 增加 会 导致 心室 壁 增 厚 ， 也 就 是 通常 所 称 
的 左 心室 肥大 (left ventricular hypertrophy) ( JL] 10. 40)。 

心室 壁 的 内 向 增 厚 会 减 小 舒张 期 的 心室 容积 ， 同 时 也 会 降低 心室 壁 的 顺应 
性 。 而 顺应 性 下 降 意 味 着 心室 壁 的 刚性 增加 ， 伴 随 着 心室 压 的 升 高 ， 使 得 左 心室 
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正常 心脏 左 心室 肥大 


肥厚 





10.40 左 心 室 超 负 荷 工作 引起 心室 壁 增 厚 ， 称 为 左 心室 肥大 
(照片 由 Mayo 教育 基金 会 赠送 ) 

的 容量 减 小 。 如 果 左 心室 太 小 ， 不 能 有 效 充 人 一， 血液 就 会 回 到 肺 部 血管 ， 导 致 这 
些 器 官 的 血循环 减少 。 有 时 ， 心 室 肥大 本 身 是 病因 ， 但 更 常见 的 是 其 他 疾病 引起 
的 心室 肥大 。 

例如 ， 慢 性 高 血压 经 常 是 人 类 左 心室 功能 障碍 的 起 因 。 在 正常 状态 下 ， 主 动 
脉 淤 和 肺动脉 鸭 的 作用 形成 了 血 流 和 血 拍 环 所 需 的 血压 差 。 如 果 轨 膜 工作 不 正 
常 ， 要么 发 生 开放 障碍 引起 的 血压 过 高 ， 要 人 么 出 现 关 闭 不 全 引起 的 血 容积 过 大 
(Legato, 1987). 

根据 欧姆 定律 dczh Bk sip RES ET). EC E ER. 
PABA, PA ZIRE AREE PY t HS BR BE T ML HEB REB EH 
引起 动脉 血管 顺应 性 (C = AV/AP) 的 下 降 ， 反 映 出 动脉 压 降低 引起 的 血 容积 变 
化 。 这 个 模型 说 明 ， 传 输血 管 中 的 血 量 必定 增加 ， 导 致 左 心室 血 容积 减 小 。 

利用 PHYSBE 系统 ， 通 过 建立 主动 脉 准 和 肺动脉 办 障碍 的 模型 ， 可 以 间接 
模拟 左 心室 肥大 。 因 为 动脉 多 障 碍 引起 左 心室 血压 过 高 ， 并 且 使 流 经 准 膜 的 血 流 
减少 。 这 样 ， 就 相当 于 发 生 了 左 心室 肥大 。 - 

$110.11 左 心室 肥大 的 仿真 。 

请 修改 PHYSBE 的 Simulink 模型 ， 用 于 模拟 左 心室 肥大 。 
解 : 

在 图 10. 41 的 左 心室 系统 和 图 10. 42 的 右 心 SEAT AES Saw ee 
ZIKR LBA, BRAT BE oh RAY BS 

除了 左 心室 系统 中 的 左 心室 血压 输出 示波器 以 外 ， 如 图 10.43 所 示 ， 要 在 主 
动脉 模型 中 添加 一 个 示波器 ， 用 于 显示 主动 脉 血 容量 的 变化 。 


378 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





Connect to 


No Change 
in Temp 





图 10.41 左 心室 肥大 仿真 系统 的 左 心 模型 
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图 10.42. 左 心室 肥大 仿真 系统 的 右 心 模型 
这 个 左 心室 肥大 模型 的 仿真 结果 显示 ， 左 心室 血压 上 升 ( 见 图 10.44) ， 相 
应 地 ， 动 脉 血 容量 减少 〈 见 图 10. 45 ) 。 
左 心室 压力 -容积 (Pressure-Volume，PV) 环 是 评价 心室 功能 和 循环 系统 的 
一 种 方法 。 
正常 情况 下 ， 收 缩 期 末 压 -容积 关系 曲线 (End-Systolic Pressure-Volume Rela- 
tionship, ESPVR) 和 舒张 期 末 压 - 容 积 关 系 曲 线 ( End-Diastolic Pressure-Volume 
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R10.43 左 心室 肥大 仿真 系统 的 主动 脉 模型 
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图 10.44 左 心 室 血压 


Relationship, EDPVR) 确定 了 左 心 室 对 外 做 功 的 时 间 范 围 。ESPVR 与 PV 环 相 切 
Abe PRK, HH EDPVR 切线 与 心室 顺应 性 的 倒数 成 正比 。 另 外 ，PV 环 内 
部 的 面积 大 小 表示 心室 所 做 的 机 械 功 ，PV 环 的 宽 则 等 于 舒张 期 未 容积 与 收缩 期 
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BH 10.45 动脉 血 容量 


末 容 积 之 差 ， 也 就 是 心室 每 捕 排 出 量 (Li, 2004), 

例 10.12 左 心 室 PV 环 

请 修改 PHYSBE 的 Simulink 模型 ， 以 便 在 MATLAB 中 作出 PV 环 ， 并 利用 
PV 环 说 明 左 心室 肥大 的 动态 特性 。 
f 

将 保存 在 MATLAB 变量 LV _ Volume 和 LV _ Pressure 中 的 数据 分 别 作为 横 坐 

标 和 纵 坐 标 ， 就 可 以 方便 地 利用 PHYSBE 数据 作出 左 心室 PV 环 ，MATLAB 的 脚 
本 程序 如 下 : 


plot (LV_ Volume, LV Pressure) 
ylabel ('Left Ventricular Pressure ') 
xlabel ('Left Ventricular Volume') 
axis([0 500 0 1200]) 


PV RAZAR, Wo. STO. WaT. E 10. 46 所 示 为 正常 心血 
管 系统 的 PV 环 ， 图 10. 47 所 示 则 为 左 心 室 肥大 患者 的 PV 环 。 
正如 所 预料 的 那样 ， 在 左 心室 肥大 的 情况 下 ，ESPVR 向 右 并 向 上 移动 ， 
PV 环 也 产生 了 移动 。 每 个 曲线 环 围 成 的 总 面积 减 小 ， 反映 了 心室 搏动 功率 和 每 
搏 排出 量 的 减少 。 一 旦 每 搏 排出 量 减 少 ， 心 率 就 会 增加 ， 以 便 维持 正常 的 心 输出 





O ”原文 中 为 “向 左 "。 一 译 者 注 
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图 10.47 左 心室 肥大 患者 的 PV 环 

量 。 这 种 情况 如 果 不 及 时 治疗 ， 最 后 会 导致 这 种 适应 性 调节 失效 ， 使 心 输出 量 下 
降 。 

PHYSBE 模型 的 仿真 结果 显示 ， 左 心室 肥大 是 一 种 补偿 机 制 ， 它 通过 心室 压 
的 异常 增加 和 心室 容积 的 减 小 ， 来 维持 正常 心 输出 量 。 并 且 ， 来 自 人 体 控制 中 心 
的 刺激 信号 还 会 使 心室 壁 的 顺应 性 下 降 ， 刚 性 增加 。 另 外 ， 由 PV 环 计算 得 到 的 
每 搏 排出 量 和 心 搏 功率 的 减 小 ， 就 是 左 心室 肥大 的 症状 。 

读者 通过 本 章 这 些 例题 的 学 习 ， 可 以 体会 到 数值 方法 在 生物 医学 领域 中 具有 
广泛 的 应 用 ， 并 可 以 学 习 如 何 使 用 计算 工具 和 数值 方法 求解 医学 和 生理 学 中 出 现 
的 问题 。 


382 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





10.8 参考 文献 


Bhat, M. A. 2001. Fate of Hypertension after Repair of Coarctation of the Aorta in 
Adults. British Journal of Surgery, 88:536-538. 

Braunwald, E. 1988. Heart Disease: a Textbook of Cardiovascular Medicine. 
Philadelphia, PA: W. B. Saunders Company. 

Dunn, J. M., ed. 1988. Cardiac Valve Disease In Children. New York: Elsevier. 

Estelberger, W., and Popper, N. 2002. Comparison 15: Clearance Identification. 
Simulation News Europe 35/36:65-66. 

Fournier, R. L. 1999. Basic Transport Phenomena in Biomedical Engineering. 
Philadelphia, PA: Taylor & Francis. 

Germann, W. J. 2005. Principles of Human Physiology, 2™ ed. San Francisco, CA: 
Pearson Education. 

Goldberger, A. L., Amaral, L. A. N., Glass, L., Hausdorff, J. M., Ivanov, P. Ch., 
Mark, R. G., Mietus, J. E., Moody, G. B., Peng, C. K., and Stanley, H. E. 
2000. PhysioBank, PhysioToolkit, and Physionet: Components of a New 
Research Resource for Complex Physiologic Signals. Circulation 
101(23):e215-e220. (Circulation Electronic Pages; http://circ.ahajournals.org/ 
cgi/content/full/101/23/e215.) 

Hori, M., Suga, J., and Yellin, E. L. 1989. Cardiac Mechanics and Function in the 
Normal and Diseased Heart. Tokyo, Japan: Springer-Verlag. 

Jasper, H. H. 1958. The ten-twenty electrode system of the international federation. 
Electroencephalography and Clinical Neurophysiology, 10:371-373. 

Keirn, Z. 1988. Alternative modes of communication between man and machine. 
Master's thesis, Purdue University. 

Klabunde, R. E. 2004. Cardiovascular Physiology Concepts: Valvular Stenosis. 
http://www.cvphysiology.com/Heart Disease/HD004.htm . 

Krousgrill, C. M. 2005. Personal Communication. 

Legato, M. J. 1987. The Stressed Heart. Boston, MA: Martinus Nijhoff Publishing. 

Li, J. K-J. (2004). Dynamics of the Vascular System. Boston, MA: World Scientific 
Publishing. 

Lue, H. C., and Takao A., eds. 1986. Subpulmonic Ventricular Septal Defects. 
Tokyo, Japan: Springer-Verlag. 

Mascherbauer, J. 2004. Value and limitations of aortic valve resistance with 
particular consideration of low flow-low gradient aortic stenosis: an in vitro 
study. Eur Heart J. 25(9):787-793. 

McLeod, J. 1966. PHYSBE...a physiological simulation benchmark experiment. 
SIMULATION, 7(6):324-329. 

McLeod, J. 1968. PHYSBE...a year later, SIMULATION, 10(1):37-45. 

McSharry, P. E., Clifford, G. D., Tarassenko, L., and Smith, L. 2003. A dynamical 


第 103 生物 医学 系统 的 建 模仿 真 : 应 用 举例 383 





model for generating synthetic electrocardiagram signals. IEEE Transactions 
on Biomedical Engineering, 50(3):289-294. 

Mohiaddin, R. H. 1993. Magnetic Resonance Volume Flow and Jet Velocity 
Mapping in Aortic Coarctation. JACC, 22:1515-1521. 

Ruha, A., and Nissila, S. 1997. A real-time microprocessor QRS detector system with 
a l-ms timing accuracy for the measurement of ambulatory HRV. JEEE 
Trans Biomed Eng 44(3):159-167. 

Sokolow, M., and McIlroy, M. B. 1981. Clinical Cardiology. Los Altos, CA: 
LANGE Medical Publications. 

Suk, J., ed. 2001. Coarctation of the Aorta. Yahoo Health. http://health.yahoo.com/ 
health/ency/adam/000191/118128. 

Texas Heart Institute. 2004. Leading With the Heart. http://www.tmc.edu/thi/ 
vaortic.html . 

Van Riel, N. 2004. Minimal Models for Glucose and Insulin Kinetics - AMATLAB 
implementation; version February, 5, 2004. Technical Report, Technische 
Universiteit Eindhoven. 


网 址 : 

http: //www. physionet. org/physiotools/matlab/ ECGwaveGen/ 
http: //www. physionet. org/physiotools/ecgsyn 

http: //www. emedicine. com/ped/topic2543. htm 

http: //circ. ahajournals. org/ cgi/ content/full/101/23/e215 
http://www. cvphysiology. com/Heart Disease/ HD004. htm 


附 R 


附录 A MATLAB 简介 


本 附录 介绍 MATLAB 的 基本 功能 ， 是 理解 本 书 所 列举 的 软件 程序 的 基础 。 
有 关 这 方面 的 内 容 ， 读 者 还 可 以 参考 其 他 MATLAB 的 自学 指导 书 ， 例 如 Hansel- 
man 和 Littlefield (2005)、Hahn (2002) 以 及 Lyshevski (2003) 等 人 的 著作 都 很 
A. Ab, MATLAB 附带 的 手册 也 是 参考 资料 ，MATLAB 软件 还 带 有 大 量 详 
尽 的 在 线 帮助 信息 和 教程 。 

读者 最 好 坐 在 计算 机 旁 ， 一 边 阅 读 附 录 ， 一 边 在 MATLAB 环境 下 练习 每 一 
条 指令 的 用 法 。 如 果 不 实际 练习 运行 这 些 指令 ， 就 不 能 达到 预期 的 教学 效果 。 符 
5 “>>” fi MATLAB 指令 输入 的 提示 符 ， 它 会 自动 出 现在 指令 窗 中 ， 不 需要 输 
入 。 本 书 中 ， 以 符号 “>> ”开头 的 行 都 表示 MATLAB 指令 窗 中 的 指令 行 。 


A.1 MATLAB 环境 


MATLAB7.0 版 (R14) 的 默认 工作 环境 有 如 图 A. 1 所 示 的 如 下 4 个 界面 : 

1) 工作 空间 浏览 器 (Workspace): 此 浏览 器 显示 MATLAB 程序 运行 期 间 创 
建 和 使 用 的 变量 。 这 些 变量 可 以 是 指令 窗 中 定义 的 变量 ， 或 者 是 调用 函数 和 运行 
M 文件 时 定义 的 变量 ， 也 可 以 是 加 载 workspace 保存 文件 时 输入 的 变量 。 如 果 要 
查看 工作 空间 及 其 变量 ,就 打开 此 浏览 器 ,或 者 在 指令 窗 中 用 “who” 和 
“whos” 指 令 。 如 果 要 查看 或 修改 变量 ， 只 要 在 工作 空间 浏览 窗 中 双击 变量 名 ， 
就 可 以 打开 如 图 A. 2 所 示 的 数组 编辑 器 (Array Editor) 并 显示 变量 的 值 ， 供 用 
户 编辑 修改 。 

2) 当前 目录 (在 图 A. 1 中 没有 打开 ) : 此 界面 显示 当前 目录 的 内 容 。 

3) 历史 指令 : 该 界面 显示 所 有 已 经 运行 过 的 指令 以 及 当前 输入 的 指令 。 将 
鼠标 指向 某 条 指令 并 单 击 右键 ， 出 现下 拉 菜 单 ， 菜 单 上 有 : Copy, Evaluate Se- 
lection, Create M - file 和 Delete 选项 。 历 史 指令 窗 中 的 任意 一 条 指令 都 可 以 被 拖 
到 指令 窗 重新 执行 。 
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图 A.1 MATLAB 的 默认 工作 环境 
4) JE Ul: 此 窗 用 于 键入 MATLAB 指令 ， 执 行 指令 并 显示 输出 结果 。 可 以 
在 该 窗 中 输入 变量 、 执 行 男 数 ， 或 者 运行 M 文 件 。 



































图 A.2 数组 编辑 器 ， 图 中 所 示 为 数组 A 的 值 


除了 上 述 这 些 界面 窗 以 外 ， 还 可 以 打开 下 面 这 些 窗 。 
编辑 窗 : 如 图 A. 3 所 示 是 MATLAB 编辑 器 ， 用 于 创建 、 编 辑 、 调 试 和 运行 
MATLAB 程序 (BUM 文件 ) 。 在 指令 窗 中 键 人 edit 指令 可 以 打开 该 MATLAB 编 
iHa. 
Profiler. MATLAB 有 Profiler 帮助 用 户 改 善 M 在 Profiler 中 运行 
一 条 MATLAB 语句 或 一 个 M 文件 ， 可 以 得 到 一 份 ， 说 明 程 序 运 行 的 时 间 消 
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图 A.3 MATLAB 编辑 器 


耗 在 哪里 。 通 过 桌面 菜单 或 者 调用 profile 函数 可 以 进入 Profiler。 
起 始 键 : MATLAB 的 起 始 键 (stat) 位 于 MATLAB 窗 的 左下 角 ( 见 图 
A. 1) ， 可 以 激活 一 个 菜单 ， 方 便 地 进入 上 述 各 个 选项 以 及 其 他 功能 。 


A.1.1 设置 MATLAB 环境 


MATLAB 的 工作 环境 可 以 根据 用 户 的 需要 进行 设置 。 选 择 菜单 选项 File/ 
Preferences ， 可 以 打开 如 图 A. 4 所 示 的 窗 ， 其 中 有 很 多 选项 ， 包 括 调整 字体 的 大 
小 和 颜色 ， 制 定数 据 显示 的 格式 等 。 


A.1.2 MATLAB 的 路 径 


每 当 在 指令 窗 里 执行 某 条 指令 或 运行 某 个 M 文件 时 ，MATLAB 首先 要 搜索 
文件 目录 和 子 目 录 列 表 ， 找 到 该 指令 或 M 文件 。MATLAB 安装 时 ,设置 了 标准 
搜索 路 径 。 如 果 需 要 增加 路 径 ， 就 进入 File/Set Path 菜单 ， 按 照 图 A. 5 所 示 的 指 
令 进 行 操作 。 

不 要 删除 MATLAB 标准 搜索 路 径 的 文件 目录 ， 否 则 会 影响 MATLAB 的 正常 
运行 。 

命名 新 的 M 文件 时 需要 谨慎 ， 如 果 文 件 名 与 MATLAB 中 已 经 存在 的 文件 相 
le], ABA, MATLAB 会 运行 在 搜索 过 程 中 首先 找到 的 那个 文件 。 因 此 ， 不 要 重 
复 使 用 相同 的 文件 名 ， 并 且 ， 最 好 把 用 户 的 文件 目录 放 在 搜索 路 径 的 最 后 。 
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图 A.4 设置 MATLAB 环境 的 Preferences 窗 


& C: MMATLAB7NtoolboxWVmatlabNgeneral 
C:\MATLAB7\toolbox\matlab\ops 

@C:\MATLAB7\toolbox\matlab\lang 

@C: \MATLAB7\toolbox\matlab\elmat 
C:\MATLAB7\toolbox\matlab\elfun 


GIC: \MATLAB7\toolbox\matlab\specfun 
@C:\MATLAB7\toolbox\matlab\matfun 
@C: \MATLAB7\toolbox\matlab\datafun 
1C: \MATLAB7\toolbox\matlab\polyfun 
3C: \MATLAB7\ toolbox\matlab\funfun 
@C: \MATLAB7\toolbox\matlab\sparfun 





图 A.5 MATLAB 路 径 的 更 改 
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A.1.3 寻找 MATLAB 的 帮助 信息 


作为 初学 者 ， 
会 显示 MATLAB 的 示范 内 容 
阅读 相关 教程 。 


的 内 容 ， 


你 可 能 很 想 看 一 下 MATLAB 的 教程 。 在 


。 在 其 demo 窗 中 〈 见 图 A.6)， 
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另外 ， 使 用 指令 


>> helpwin 


打开 如 图 A.7 Aa, F 
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Differential Equatiog 


Getting Started with Demos 


About the Demos 
There are three basic kinds of demos. 


* Video tutorials are movies that highlight a feature. 
* Published M-file examples are HTML files that tell a 
step-by-step story. They have been published from M-file scripts 
M-file GUIs are standalone tools that let you explore a feature. 







Run Demos 


(foc 





1.1n the left pane, expand the listing for a p uct area 
example, MATLAB). 

2.Within that pcoduct area, 
product category (for example, 

3. Select a specific demo from the list 
Sound). 

4.In the right pane, 


expand the listing for a product or 
MATLAB Graphics). 
(for example, Visualizing 
view instructions for using the demo. 


Function Alternative 
You can also type demo in the mmand Window to open the Help 
browser to the Demos tab, or go directly to the demos for à 





terne 





图 A.6 MATLAB 的 demo 窗 


可 以 显示 整个 帮助 信息 的 构成 。 其 中 包含 了 









ose commands. 
characters. 


- General pur 
Operators and special 
- Programming language constructs. 
- Elementary matrices and matrix manipulation. 
- Elementary math functions. 
- Specialized math functions. 
- Matrix functions - numerical linear algebra. 
- Data analysis and Fourier transforms. 
- Interpo ion and polynomials. 
function functions and ODE solvers. 
- Sparse matrices. 
- Annotation and Plot Editing. 
- Two dimensional graphs. 
- Three dimensional graphs. 
Specialized graphs. 





















matlabifunfun 











图 A.7 默认 的 帮助 信息 界 


anciano itane taie 





令 行 中 键入 demo, 
你 可 以 选择 感 兴趣 
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运算 符 和 特殊 字符 、 基 本 数学 函数 、 专 用 数学 函数 、 矩 阵 函 数 等 许多 链接 ， 单 击 
链接 就 可 以 显示 出 所 选 主题 的 相关 帮助 信息 。 

在 指令 行 中 键入 help， 会 列 出 MATLAB 搜索 路 径 中 的 所 有 目录 名 及 其 说 明 ， 
每 个 目录 占 一 行 。 如 果 在 help 指令 后 跟 一 个 目录 名 ， 那 么 ， 只 要 该 目录 在 MAT- 
LAB 的 搜索 路 径 中 存在 ， 并 且 包 含有 content. m 文件 ，MATLAB 就 会 列 出 目录 的 
内 容 。 请 测试 如 下 指令 : 


>> help 





>> help general 
>> helpdesk 


>> doc 


如 果 函 数 名 已 知 ， 可 以 用 help 指令 显示 其 帮助 信息 。 例 如 ，sign 函数 的 帮 
助 信 息 可 以 用 如 下 指令 显示 : 


>> help sign 

SIGN Signum function. 
For each element of X, SIGN(X) returns 1 if the element 
is greater than zero, 0 if it equals zero and -1 if it is 
less than zero. For the nonzero elements of complex X, 


SIGN(X) =X. / ABS(X). 


这 些 输 出 内 容 就 是 该 函数 第 一 段 注释 的 内 容 ， 是 函数 及 其 功能 的 简单 描述 。 
MATLAB 用 百 分 号 % 标 记 注 释 行 ， 例 如 : 


% This is a comment statement in a program 


o 


就 是 注释 行 。 
如 果 函 数 名 不 确定 ， 则 可 以 用 lookfor 指令 寻找 ， 例 如 : 


>> lookfor absolute 

ABS Absolute value. 

IMABSDIFF Compute absolute difference of two images. 
CIRCLEPICK Pick bad triangles using an absolute tolerance 
MAD Mean/median absolute deviation. 

ABS Absolute value. 

LOCATEFILE Resolve a filename to an absolute location. 
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applyabsolute.m: % Out = 
applyabsolute(in, cspace, source _wp,dest _ wp) 


该 指令 找 出 了 与 “absolute” 有 关 的 函数 。 
在 下 列 网 站 上 可 以 找到 广泛 详尽 的 MATLAB 帮助 信息 和 使 用 手册 : 


http://www.mathworks.com 


http://www.mathworks.com/academia/ 


A.2 基本 运算 符 


MATLAB 的 4 个 基本 算术 运算 符 ， 即 加 、 减 、 乘 、 除 ， 分 别 用 符号 “ +”、 
“-”、“*” 和 “/” 表 示 , 例如 : 


>> (20 +10-4*5)/2 
ans = 
5 


符号 “~” 表 示 指 数 运算 ， 例 如: 


>> 5%2 
ans = 
25 


符号 “\ ”表示 左 除 运算 ， 分 母 是 在 左边 ， 而 不 是 在 右边 。 如 下 指令 说 明了 
“/” 与 “\ ”的 区 别 : 


>> 2/4 


MATLAB 可 以 处 理 复 数 ， 例 如 : 


>> sqrt(-1) 
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ans = 
0 + 1.00001 


也 可 以 处 理 无 穷 大 的 数 ， 例 如 : 


>> 1/0 
Warning: Divide by zero. 
(Type "warning off MATLAB: divideByZero" to suppress this warn- 
ing.) 
ans = 
Inf 


这 里 的 Inf 就 表示 无 穷 大 。 

没有 新 的 赋值 时 ， 字 母 1 和 j 原本 代表 复数 V -1。 变 量 pi 则 代表 圆周 率 ， 即 
3. 141592653... 。 如 果 某 个 表达 式 不 能 求 值 ，MATLAB 就 返回 “NaN”， 意 思 是 
“不 是 数 ” (Not-a-Number) ， 例 如 : 


>> 0 * Log (0) 
Warning: Log of zero. 
ans = 


NaN 
MATLAB FHES dco aE A, ln 


>> a-2 


a= 


如 : 
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如 果 不 想 在 指令 窗 中 显示 出 赋值 的 结果 ， 在 赋值 语句 末尾 加 上 分 号 就 可 以 了 : 
>>c=atb; 


直接 键 人 变量 名 可 以 查看 变量 的 值 ， 例 如 : 





MATLAB 区 分 大 小 写字 母 ， 也 就 是 大 写字 母 和 小 写字 母 代表 不 同 的 变量 名 ， 
例如 : 


>>A=10; 
>>A 


10 


所 有 的 MATLAB 运算 都 使 用 双 精 度 〈 见 第 3 章 ) ， 计 算 的 精度 与 数据 的 显示 格式 
无 关 ， 计 算 结果 一 般 只 显示 5 位 有 效 数 字 。 利 用 format 指令 可 以 改变 显示 格式 ， 


例如 ; 


>> d= exp (pi) 


a= 

23.1407 
>> format long, d 
d= 


23 .14069263277927 
>> format short e, d 
d= 
2.3141e +001 
>> format longe, d 
a= 
2.314069263277927e +001 
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>> format short, d 
a= 
23.1407 


FH help 指令 可 以 查看 format 指令 的 各 种 不 同 设置 参数 : 


>> help format 


FORMAT Set output format. 
All computations in MATLAB are done in double precision. 
FORMAT may be used to switch between different output 
display formats as follows: 
FORMAT Default. Same as SHORT. 
FORMAT SHORT Scaled fixed point format with 5 digits. 
FORMAT LONG Scaled fixed point format with 15 digits. 
FORMAT SHORT E Floating point format with 5 digits. 
FORMAT LONG E Floating point format with 15 digits. 
FORMAT SHORT G Best of fixed or floating point format with 5 
digits. 
FORMAT LONG G Best of fixed or floating point format with 15 
digits. 
FORMAT HEX Hexadecimal format. 
FORMAT + The symbols +, - and blank are printed 
for positive, negative and zero elements. 
Imaginary parts are ignored. 
FORMAT BANK Fixed format for dollars and cents. 
FORMAT RAT Approximation by ratio of small integers. 


Spacing: 
FORMAT COMPACT Suppress extra line-feeds. 
FORMAT LOOSE Puts the extra line-feeds back in. 


用 clear 指令 可 以 从 内 存 中 删除 某 个 变量 : 
>> cleara 


用 clear 或 clear all 指令 则 删除 MATLAB 工作 空间 (Workspace) 中 的 所 有 变量 : 
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>> clear 或 者 >> clear all 


请 查看 工作 空间 窗 ， 确 认 该 指令 运行 之 后 ， 其 中 的 所 有 变量 已 被 删除 。 
指令 cle 清除 指令 窗 中 所 显示 的 内 容 ， 并 把 光标 置 于 窗 的 项 部: 


>> clc 
指令 cM 清除 当前 的 图 形 窗 : 
>> cif 


记 住 用 “1?” 键 和 “ + ” 键 可 以 滚动 显示 已 经 键 人 的 所 有 指令 。 如 果 需 要 
调 出 已 经 使 用 过 的 某 条 指令 ， 只 要 键 人 其 第 一 个 字母 ， 或 者 前 几 个 字母 ， 然 后 用 
“1 ” 键 找 出 指令 。 

在 MATLAB 指令 窗 中 还 可 以 执行 操作 系统 的 目录 操作 指令 ， 例 如 : cd (i 
置 当前 目录 ) dir ( 列 出 当前 上 且 录 中 的 文件 ) 、mkdir〈 创 建新 目录 ) 、pwd《〈 显 示 
当前 工作 目录 ) ls 目录 列表 ) 。 

例如 ， 以 下 指令 将 MATLAB 的 工作 目录 设置 为 当前 目录 : 


>> cd c:\matlab704\work 
将 生物 系统 程序 目录 中 的 第 一 章 目 录 设 置 为 当前 目录 ， 则 为 
>> cd 'C:\Program Files\Biosystems\Chapterl1' 


由 于 该 目录 名 中 存在 空格 ， 因 此 ， 指 令 中 需要 用 单 引号 “'”。 由 此 可 见 ， 最 好 
不 要 在 目录 名 和 M 文件 名 中 使 用 空格 ， 如 果 要 分 开 文 件 名 中 的 单词 ， 应 该 用 下 
AE "o". 


A.3 REME 


MATLAB 这 个 名 称 是 矩阵 实验 室 (Matrix Laboratory) 的 缩写 ， 它 是 一 个 专 
门 用 于 矩阵 计算 的 软件 。MATLAB 的 变量 都 用 数组 表示 ， 标 量 是 1 x | 数组 ， 行 
矢量 是 1 xn 数组 ， 列 矢量 则 是 n x1 数组 。MATLAB 的 二 维 数 组 用 标准 矩阵 符号 
M (fj, FJ) 表示 。 也 可 以 用 大 于 二 维 的 多 维和 矩阵 ， 例 如 ，M (行列 ,页 )， 
第 三 维 就 是 页 ， 但 是 ， 再 高 的 维 数 就 没有 通用 的 名 称 了 。 

给 MATLAB 变量 赋值 就 可 以 创建 一 个 矩阵 ， 此 时 矩阵 的 元 素 必 须 放 在 方 括 
号 中 ， 即 
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>> M=[1,2,3;4,5,6] 


M= 
1 2 3 
4 5 6 
或 者 
>> M-[1,2,3 
45 6] 
M= 
1 2 3 
4 5 6 





ATMA ZALES RESME, STAND RAE (M 
f1) 分 开 。 和 矩 阵 中 的 某 个 元 素 用 M Cf, 99) 表示 ， 可 以 对 其 进行 单独 存 取 和 
置换 ， 例 如 : 


>> M(1,3) 
ans = 
3 
>> M(2,1) =7 
M= 
1 2 3 
7 5 6 


其 中 的 “ 行 ” 和 “ 列 ” 是 两 个 变量 ， 用 于 指示 元 素 在 矩阵 中 的 位 置 。 和 矩阵 的 下 
标 必须 是 大 于 或 者 等 于 1 的 整数 ，MATLAB 不 允许 用 0 作为 矩阵 的 下 标 。 
两 个 矩阵 可 以 联合 ， 形 成 一 个 新 的 矩阵 ， 例 如 : 


>> N=[M;M] 
N= 


OY t0 Q W 
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矩阵 的 行列 交换 是 矩阵 的 转 置 运算 ， 用 和 抢 阵 名 之 后 加 上 单 引号 表示 ， 即 : 


>> M trans =M' 


M_trans= 
1 7 
2 5 
3 6 


MATLAB 有 一 个 方便 的 速写 方法 用 于 表示 数 的 序列 ， 就 是 用 冒号 “:” 运 算 符 ， 
两 个 数 之 间 加 上 冒号 ， 表 示 一 个 数 的 矢量 ， 其 值 从 左边 界 值 递增 到 右边 界 值 ， 默 
认 的 递增 增 量 为 1， 例 如 : 


>> 了 = 上 -1:4] 
V = 


-1 0 1 2 3 4 
但 是 ， 用 户 可 以 随意 改变 递增 增 量 ， 例 如 : 
>> W-[ -1:0.5:2; 6: -1:0; 1:7] 
w= 
-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 
6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000 0 
1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000 6.0000 7.0000 
38 HE Se OK SEAT, RR Bot, BAN: 


>> Wr, 5) % 该 指令 引用 第 5 列 的 所 有 行 


ans = 

1 

2 

5 
>> W(1,:) $ 这 是 引用 第 1 行 的 所 有 列 
ans = 


-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 
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>> W(2:3, 4:7) % 这 是 引用 第 2 行 到 第 3 行 的 第 4 列 到 第 7 列 


ans = 


3 2 1 0 

4 5 6 7 
>> W(2, 5:end) $ 这 是 引用 第 2 行 的 第 5 列 到 最 后 一 列 
ans = 

2 1 0 


MATLAB 也 可 以 处 理 高 于 二 维 的 多 维 矩 阵 ， 人 例如， 下面 的 指令 是 在 二 维和 拖 
FE W 中 增加 一 维 ， 使 其 变 成 三 维和 矩阵 : 


>> W(:,:,2) =[2:2:14; 0.10.20.30.40.50.60.7;2222222] 


-1.0000 -0.5000 0 0.5000 1.0000 1.5000 2.0000 
6.0000 5.0000 4.0000 3.0000 2.0000 1.0000 0 
1.0000 2.0000 3.0000 4.0000 5.0000 6.0000 7.0000 

W(:,:,2) = 
2.0000 4.0000 6.0000 8.0000 10.0000 12.0000 14.0000 
0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 0.5000 0.6000 0.7000 


2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 2.0000 


前 面 已 经 提 到 过 ， 第 三 维 称 为 页 。 
A.3.1 创建 特殊 数组 的 MATLAB 函数 
MATLAB 有 许多 内 置 的 数组 创建 函数 ， 例 如 ; 


>> ones (2) % 生成 一 个 元 素 值 均 为 1 的 (2 x2) 和 矩阵 
ans = 

1 l 

1 1 
>> ones (2,3) gs 生成 一 个 元 素 值 均 为 1 的 (2 x3) 和 矩阵 
ans = 
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1 1 


1 


NO 


>> zeros (2,3,2) % 生成 一 个 元 素 值 均 为 0 的 (2 x3 x2) 数 组 


ans(:,:,1) = 


0 0 
0 0 
ans(:,:,2) = 
0 Q 
0 0 
>> eye (3) 
ans = 
1 0 
0 1 
0 0 


>> rand (4,2) 


ans = 
0.9501 
0.2311 
0.6068 
0.4860 


oe 


op oe 


0.8913 
0.7621 
0.4565 
0.0185 


»» linspace(-1,5,7) 


ans = 
-1 0 


1 2 


>> logspace (-1,2,8) 


ans = 
0.1000 


0.2683 


37.2759 100.0000 


oe oe 


生成 一 个 (3 x3) 单 位 矩阵 


生成 一 个 (4 x2) 的 随机 和 矩阵 
其 元 素 值 均匀 分 布 于 0.0 ~1.0 之 间 


生成 一 个 包含 7 个 元 素 的 行 矢量 
元 素 的 值 在 -1 ~5 之 间 等 间隔 取 值 


3 4 5 
生成 一 个 包含 8 个 元 素 的 对 数 等 分 行 天 量 


元 素 的 值 在 10-: ~ 10: 之 间 根 据 对 数 等 分 取 值 


0.7197 1.9307 5.1795 13.8950 


“size” 和 “length” 是 两 个 很 有 用 的 数组 函数 ， 分 别 用 于 求 取 数 组 各 维 的 
长 度 和 最 大 长 度 ， 例 如 : 


>> size (W) 


ans = 
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>> length (W) 


ans = 


A.3.2 ”数组 的 算术 运 
数组 与 标量 相 乘 等 于 数组 中 的 每 个 元 素 与 该 标量 相 乘 Bn: 
>> A-[1,2,6;2:4;10:0.5:11],2 * A 
A- 
1.0000 2.0000 6.0000 
2.0000 3.0000 4.0000 


10.0000 10.5000 11.0000 


ans = 
2 4 12 
4 6 8 
20 21 22 


同 维 同 大 小 的 数组 才能 进行 加 减 运算 ， 例 如: 


>> B=[4,7,14;1,5,7;7,7,5] 


B= 
4 7 14 
1 5 7 
7 7 5 

>> A-B 

ans = 


-3.0000 -5.0000 -8.0000 
1.0000 -2.0000 -3.0000 
3.0000 3.5000 6.0000 


>> c-[5;2;4]; 
>> At+c 
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2??? Error using= = > + 


Matrix dimensions must agree. 
数组 与 标量 相 加 等 于 数组 中 的 每 个 元 素 与 该 标量 相 加 ， 例 如 : 
>> A+5 
ans = 
6.0000 7.0000 11.0000 
7.0000 8.0000 9.0000 
15.0000 15.5000 16.0000 
矩阵 之 间 相 乘 需要 满足 一 定 的 条 件 〈 参 见 附 录 C) ， 例 如 : 
>> A*B & 可 相 乘 ,因为 两 个 矩阵 都 是 (3 x3) 
ans = 
48 .0000 59.0000 58.0000 
39.0000 57.0000 69.0000 


127.5000 199.5000 268.5000 


>> A*c & 可 相 乘 ,因为 A 是 (3x3),c 是 (3 x1) 
ans = 

33 

32 

115 
>> c*AÀ & 不 可 相 乘 ,因为 c 是 (3 x1), 而 A 是 (3 x3) 
??? Error using = => * 


Inner matrix dimensions must agree. 


>> c'*A % PR, AH c'áE(1x3),A (3 x3) 
ans = 
49 58 82 


在 运算 符 前 加 上 “. ”， 表 示 进 行 和 矩阵 中 对 应 元 素 之 则 的 运算 ， 例 如 : 
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>> A. *B 


ans = 


4.0000 14.0000 84.0000 


2.0000 15.0000 28.0000 


70.0000 73.5000 55.0000 


>> A.^2 

ans = 
1.0000 4.0000 36.0000 
4.0000 9.0000 16.0000 


100.0000 110.2500 121.0000 


>> A^2 
ans = 
65 71 80 
48 55 68 
141 167 223 
>> 1./A 
ans — 


1.0000 0.5000 0.1667 
0.5000 0.3333 0.2500 


0.1000 0.0952 0.0909 


Fix HE FB PE PRR A RH : 
>> det (A) & 求 方 阵 的 行列 式 值 
ans = 
-27 
>> inv (A) $ 求 方 阵 的 逆 
ans = 


0.3333 -1.5185 0.3704 


-0.6667 1.8148 -0.2963 
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0.3333 -0.3519 0.0370 





»» rank (A) % coKABBEBIBECA UNE o C) 
ans = 
3 
>> [V,D] =eig(A) % 求 方 阵 的 特征 矢量 和 特征 值 
V= 
-0.3457 -0.7603 0.6014 
-0.2817 -0.1527 -0.7737 
-0.8951 0.6314 0.1993 
D= 
18.1660 0 0 
0 -3.5811 0 
0 0 0.4150 


其 中 ,矩阵 V 的 列 就 是 矩阵 A 的 特征 矢量 ， 和 矩阵 D 的 对 角 线 元 素 就 是 与 这 些 特 
征 矢量 相对 应 的 特征 值 。 
>> poly (A) % HERE A 的 特征 多 项 式 的 系数 


ans = 
1.0000 -15.0000 -59.0000 27.0000 


这 是 指 矩阵 A 的 特征 多 项 式 《 即 det (A-AI)) 为 
à? = 15a? - 59A +27 


A.4 MATLAB 的 内 置 函数 


MATLAB 既 有 基本 的 也 有 高 级 的 标准 数学 运算 函数 和 可 视 化 作 图 函数 ， 例 
TH: abs, sqrt, exp, sin, cos, eig, plot, plot3 等 。 如 下 help 指令 可 用 于 查看 基 
ÆR% (elementary functions) 列表 : 


>> help elfun 


Elementary math functions. 
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Trigonometric. 
sin -Sine. 
sind -Sine of argument in degrees. 
sinh -Hyperbolic sine. 
asin -Inverse sine. 
asind -Inverse sine, result in degrees. 
asinh -Inverse hyperbolic sine. 
cos -Cosine. 
cosd -Cosine of argument in degrees. 
cosh -Hyperbolic cosine. 
acos -Inverse cosine. 
acosd -Inverse cosine, result in degrees. 
acosh -Inverse hyperbolic cosine. 
tan -Tangent. 
tand -Tangent of argument in degrees. 
tanh -Hyperbolic tangent. 
atan -Inverse tangent. 
atand -Inverse tangent, result in degrees. 
atan2 -Four quadrant inverse tangent. 
atanh -Inverse hyperbolic tangent. 
sec -Secant. 
secd -Secant of argument in degrees. 
sech -Hyperbolic secant. 
asec -Inverse secant. 
asecd -Inverse secant, result in degrees. 
asech -Inverse hyperbolic secant. 
csc -Cosecant. 
cscd -Cosecant of argument in degrees. 
csch -Hyperbolic cosecant. 
acsc -Inverse cosecant. 
acscd -Inverse cosecant, result in degrees. 
acsch -Inverse hyperbolic cosecant. 
cot -Cotangent. 
cotd -Cotangent of argument in degrees. 
coth -Hyperbolic cotangent. 


404 


数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 








acot -Inverse cotangent. 
acotd -Inverse cotangent, result in degrees. 
acoth -Inverse hyperbolic cotangent. 
Exponential. 
exp -Exponential. 
expml -Compute exp (x) -1 accurately. 
log -Natural logarithm. 
loglp -Compute log (1 +x) accurately. 
loglO -Common (base 10) logarithm. 
log2 -Base 2 logarithm and dissect floating point number. 
pow2 -Base 2 power and scale floating point number. 
realpow -Power that will error out on complex result. 
reallog -Natural logarithm of real number. 
realsqrt -Square root of number greater than or equal to zero. 
sqrt -Square root. 
nthroot -Real n-th root of real numbers. 
nextpow2 -Next higher power of 2. 
Complex. 
abs -Absolute value. 
angle -Phase angle. 
complex -Construct complex data from real and imaginary parts. 
conj -Complex conjugate. l 
imag -Complex imaginary part. 
real -Complex real part. 
unwrap -Unwrap phase angle. 
isreal -True for real array. 
cplxpair -Sort numbers into complex conjugate pairs. 


Rounding and remainder. 


fix 
floor 
ceil 


round 


-Round towards zero. 
-Round towards minus infinity. 
-Round towards plus infinity. 


-Round towards nearest integer. 
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mod -Modulus (signed remainder after division). 
rem -Remainder after division. 
sign -Signum. 


以 下 help 指令 可 以 查看 特殊 的 数学 函数 列表 : 
>> help specfun 
用 以 下 help 指令 查看 矩阵 及 其 操作 的 基本 函数 列表 : 
>> help elmat 
查看 图 形 函 数列 表 ， 则 用 以 下 指令 : 
>> help graphics 
查看 运算 符 和 特殊 字符 列表 ， 用 以 下 指令 : 
>> help ops 


如 果 要 查看 工具 箱 (Toolboxs) 的 帮助 信息 ， 则 在 help 指令 之 后 加 上 工具 箱 的 名 
称 即 可 ， 例 如 


>> help symbolic math 或 >> help simulink 


A.5 图 形 


MATLAB 有 很 多 不 同 的 可 视 化 工具 可 以 用 于 显示 数据 和 男 数 曲线 ， 例 如 : 
二 维 (2-D) 和 三 维 (3-D) 图 形 、 圆 形 百分比 图 、 柱 状 图 、 直 方 图 和 轮廓 图 等 。 

1. 二 维 图 形 

如 图 A. 8 所 示 ， 使 用 如 下 MATLAB 指令 可 以 方便 地 显示 单 变量 消 数 曲线 : 


>> x =linspace (0,2,30); 3 在 0~2 之 间 等 问 隔 取 值 
& 创建 一 个 具有 30 个 元 素 的 矢量 ， 
>> y-x.*exp(-x); % 计算 对 应 于 矢量 x 的 y 函数 值 


>> plot (x,y) $ Wx ARAN, y 为 纵 坐 标 作 图 
(0$ 在 坐标 系 中 添加 网 格 线 


>> grid % 
>> xlabel ('Distance') $ 标注 x 坐标 
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Concentration 


>> title('Figure 1: y=xe* -%*x') 
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图 A.8 二 维 图 形 示例 
>> ylabel ('Concentration') 


>> gtext ('anywhere') 
>> text (1,0.2,'(1,0.2)') 


标注 y 坐标 

添加 图 的 标题 

添加 文本 ,并 用 鼠标 确定 其 位 置 
在 指定 位 置 上 添加 文本 


oo oo Æ oe 


销 数 曲线 也 可 以 用 符号 来 表示 ， 而 不 用 画 线 ， 如 图 A.9 所 示 ， 还 可 以 把 多 





2 


1st 





>> plot (x, y, 
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图 A.9 在 同一 张 图 上 作出 多 个 函数 曲线 
个 函数 画 在 同一 张 图 上 ， 指 令 如 下 : 


'+') x, xX. * Sin (x)) 


根据 需要 ， 一 张 图 还 可 以 分 成 多 个 子 图 。 如 图 A. 10 所 示 ， 以 下 指令 创建 了 一 个 
(2x1) 的 图 形 阵列 ， 并 且 ， 把 一 个 函数 曲线 放 在 子 图 1 中 ， 把 另 一 个 函数 曲线 
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放 在 子 图 2 中 。 


>> subplot (2, 1, 1), plot(x, x. * cos (x)) 
>> subplot (2, 1, 2), plot (x, x. * sin (x)) 























图 A.10 在 一 张 图 上 作出 多 个 子 图 
利用 “axis” 指 令 ， 可 以 查看 或 者 改变 坐标 值 的 取 值 范围 ， 例如 : 


>> axis 
ans = 
0 2 0 2 


请 输入 如 下 指令 ， 并 观察 图 形 的 变化 : 
>> axis([0, 1.5, 0, 1.5]) 
BUTE, WREE RI: 
>> clf 
再 用 如 下 指令 来 看 一 下 慧 星 轨迹 函数 图 : 
>> shg, comet (x, y) 
其 中 , “shg” 指 令 用 于 显示 当前 图 形 窗 。 如 果 用 “figure (n)” 指 令 则 可 以 同时 


开设 并 使 用 多 个 图 形 窗 ， 这 里 的 n 为 正 整数 。 
“fplot (FUN, LIMS)” 也 是 一 种 简单 的 函数 作 图 方法 ， 它 在 LIMS = [ XMIN 
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XMAX] 所 限定 的 x 坐标 范围 内 ， 作 出 函数 FUN 的 图 ， 例 如 : 





>> figure (2) s 创建 第 二 个 图 形 窗 
>> fplot('x* exp(-x)',[0, 2]) 


Jeb A pc don] We A ee pea (参见 A.6 节 )。 
BERAR] — p ER ee ae, an: 


>> plotyy(xl,yl,x2,y2) % 双 纵 坐标 图 ,显示 xl 与 左边 y 轴 表 示 的 yl 
配对 的 曲线 ， 





& 以 及 x2 与 右边 y 轴 表示 的 y2 配对 的 曲线 
>> semilogx (x,y) % 半 对 数 坐 标 图 ,其 中 x 轴 为 对 数 坐 标 
>> semilogy (x,y) & 半 对 数 坐标 图 ,其 中 y 轴 为 对 数 坐 标 
>> loglog (x,y) $ 全 对 数 二 维 坐 标 图 ,两 个 坐标 均 为 对 数 
>> area (x, y} z HRK 
>> polar (x,y) % 极 坐 标 曲线 图 
>> bar (x,y) % 柱状 图 


2. 三 维 图 形 

MATLAB 有 一 些 三 维 函 数 的 作 图 指令 ， 如 下 “plo9 ”指令 可 以 显示 三 维 曲 
线 ( 见 图 A.11) : 

>> t20:0.01:3*pi; 

>> plot3 (t, sin(t), cos(t)) 

>> xlabel('t'), ylabel('sin t!), zlabel('cos t') 


三 维 表面 ( 见 图 AL 12). 可 以 有 多 种 显示 方法 ， 下 面 是 两 个 例子 : 


>> [x, y] »meshgrid(-pi:pi/10:pi, -pi:pi/10:pi); 
>> zZ=cos(x). * cos (ly); 


>> surf (x, y, Z) 
另 一 种 显示 方法 是 : 


>> mesh (x, y, Z) 


>> view (30,60) 


再 用 “shading” 指 令 可 以 使 图 形 更 漂亮 : 
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图 A.12 三 维 表 面 图 示例 


>> shading interp 


用 “colorbar” 指 令 还 可 以 显示 色 条 : 

>> colorbar 

3. 215-D BAB 

PAI 27s-D 图 是 指 在 二 维 坐 标 系统 中 显示 三 维 图 形 。 这 里 ， 我 们 就 用 前 面 
的 x、y 和 z 数 据 来 作 274-D 图 ， 如 图 A. 13 是 用 轮廓 线 在 x-y 坐标 系统 中 显示 不 
同 的 z 值 水 平 ， 指 令 为 


>> contour (x, y, Z) 


也 可 以 根据 需要 ， 选 择 显示 几 条 特定 的 轮廓 线 ， 
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图 A.13 ”轮廓 图 


>> contour (x, y, z, | -0.9:0.3:0.9]) % 显示 -0.9~0.9 之 间 间 隔 
0.3 的 轮廓 线 并 且 可 以 标 出 轮廓 线 的 值 : 

>> [c, h] =contour (x, Y, z, | -0.9:0.3:0.9]); 

>> clabel (c, h) 


还 有 一 种 2e-D 作 图 方法 是 伪 彩 色 图 ( 见 图 A. 14) ， 用 不 同 的 颜色 表示 不 同 的 = 
值 ， 指 令 如 下 : 


>> pcolor (x, y, 2) 
>> colorbar 


>> shading interp 





此 外 ,“quiver” 指 令 对 于 表示 速度 等 矢量 场 很 有 用 。 

利用 MATLAB 图 形 窗口 的 菜单 ， 可 以 对 图 形 进行 编辑 、 旋 转 、 缩 放 和 修改 ， 
下 一 节 讲 述 这 些 功 能 。 

4. 交互 式 图 形 的 创建 

MATLAB 7 引进 了 一 组 新 的 作 图 工具 ， 用 户 无 需 编写 MATLAB FEY, EHE 
选取 数据 ， 就 可 以 快速 创建 并 编辑 图 形 ， 将 数据 可 视 化 。 还 可 以 自动 生成 相应 的 
作 图 程序 ， 便 于 将 此 程序 用 于 其 他 数据 的 作 图 显示 。 如 图 A. 15 所 示 ， 交 互 式 图 
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图 A. 15 点 击 图 中 指示 的 按钮 可 以 打开 作 图 工具 


形 的 创建 和 编辑 通过 作 图 工具 实现 ， 从 图 形 窗 的 工具 栏 可 以 启动 此 作 图 工具 。 可 
以 通过 新 开 空白 图 形 窗 来 启用 作 图 工具 ， 但 是 通常 不 这 么 做 。 用 户 经 常 要 么 在 工 
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作 空间 浏览 器 或 者 数组 编辑 器 中 选取 数据 、 要 么 在 指令 窗 输入 作 图 函数 、 或 者 打 
开 现 有 的 . fig 文件， 来 创建 一 个 初始 图 形 ， 然 后 从 这 个 图 形 窗 中 启动 作 图 工具 。 
作 图 工具 是 点 击 式 的 ， 其 中 有 如 下 功能 ; 将 新 数据 拖拉 到 图 形 中 ; 添加 新 的 子 图 
坐标 轴 ; 改变 图 形 对 象 的 性 质 ; 添加 注释 并 绘制 图 形 。 

在 MATLAB 7 中 ,通过 选择 图 形 窗 中 文件 (File) 菜单 下 的 “生成 M 文件 
(Generate M-file)” 选 项 ， 可 以 从 利用 作 图 工具 (或 者 是 指令 行 中 键入 的 作 图 孙 
数 ) 所 作 的 图 形 中 自动 生成 M 文件 程序 。 


A.6 脚本 和 函数 


在 MATLAB 编辑 器 中 输入 MATLAB 程序 并 保存 之 后 ， 所 保存 的 文件 都 带 有 
扩展 名 m， 这 就 是 “M 文件 ”名 称 的 由 来 。 编 辑 器 同时 用 于 这 类 程序 的 调试 和 
运行 。M 文件 可 以 是 “脚本 ”形式 的 ， 也 就 是 由 一 系列 完成 某 项 任务 的 指令 组 
成 ,其 功能 与 主 程序 以 及 函数 类 似 ， 可 用 于 反复 执行 各 种 计算 等 任务 。 程 序 的 调 
pX— Fast, M 脚本 文件 就 可 以 在 MATLAB 中 运行 ， 并 通过 调用 用 户 自己 编写 
的 函数 或 者 MATLAB 的 内 置 函数 ， 完 成 某 些 任务 ， 然 后 返回 结果 。 如 图 A. 16 所 
示 ， 脚 本 文件 也 可 以 调用 别 的 脚本 。 


我 的 脚本 










MATLAB 函数 


我 的 其 他 函数 











图 A.16 脚本 、 用 户 自 定义 函数 和 MATLAB 函数 之 间 的 调用 关系 


脚本 文件 由 一 系列 MATLAB 指令 组 成 ， 利 用 编辑 器 使 其 成 为 一 个 程序 。 以 
后 ， 只 要 键 人 脚本 文件 名 ， 就 可 以 依次 执行 脚本 中 的 指令 ， 就 像 在 MATLAB 指 
令 窗 中 按照 同样 的 顺序 键入 这 些 指令 一 样 。 例 如 ， 要 计算 理想 气体 的 体积 随 压力 
和 温度 变化 的 函数 ， 我 们 先 在 编辑 器 中 输入 如 下 指令 : 


oe 


ideal  gas.m-A sample script file 


oo 


Calculates the volume of an ideal gas 


op 
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o 


clear all; clc; % clear all previous variables and command window 
disp(' Calculating the volume of an ideal gas.) 
R=8314; $ Gas constant 





T -input(' Vector of temperatures (K) ='); 


P=input(' Pressure (bar) =') * led; 
V=R* T/P; % Ideal gas law 
% Plotting the results 

plot (T,V) 

xlabel ('T (K)') 





ylabel ('V (m^3/kmol)") 


title ('Ideal Gas Volume vs Temperature') 


然后 将 这 些 指令 保存 到 脚本 文件 ideal _ gas. m H, HEP] MATLAB 指令 窗 ， 键 
入 这 个 文件 名 : 


>> ideal gas 


输入 所 需 的 数据 ， 就 可 以 得 到 计算 结果 。 
初学 者 还 可 以 利用 实录 指令 diary 创建 脚本 ， 方 法 如 下 。 首 先 键入 


>> diary mydiary 


开始 创建 一 个 日 志文 件 ， 然 后 在 指令 窗 中 一 条 条 输入 语句 。 比 如 ， 可 以 将 以 上 脚 
本 的 语句 输入 ， 每 一 步 都 可 以 看 到 输出 结果 ， 需 要 的 话 ， 可 以 更 正 。 输 入 完成 并 
且 确 认 结 果 正 确 之 后 ， 用 如 下 指令 关闭 日 志文 件 : 


>> diary off 


然后 ， 可 以 编辑 这 个 mydiary 日 志文 件 (日 志文 件 不 带 扩展 名 )， 删 除 其 中 不 需 
要 的 指令 以 及 输出 结果 ， 将 其 保存 为 M 文件 这样， 就 完成 了 一 个 脚本 文件 。 

函数 与 脚本 有 所 不 同 ， 函 数 接收 某 些 输入 数据 ， 热 行 所 需 的 各 种 计算 ， 然 后 
将 计算 结果 返回 给 调用 该 函数 的 指令 。 用 户 可 以 开发 自己 的 函数 ， 并 且 像 执行 
MATLAB 其 他 函数 一 样 调用 这 些 函 数 。 例 如 ， 将 上 述 计算 理想 气体 体积 的 脚本 
改写 为 如 下 函数 ， 其 通用 性 就 更 好 ， 可 以 用 于 计算 各 种 不 同 压力 和 温度 下 的 气体 
体积 。 


function V -ideal gas, func(T, P) 


$ This function calculates the specific volume of an ideal gas 
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R=8314; $ Gas constant 


for k=1:length (P) 
V(k,:) =R*T/P(k); % Ideal gas law 
end 


如 此 例 所 示 ， 函 数 的 第 一 行为 函数 声明 行 ， 由 关键 词 “funetion” 开 头 ， 紧 接着 
是 输出 参数 、 等 导 、 函 数 名 以 及 输入 参 数 。 紧 眼 函 数 声明 行 之 后 的 注释 段 是 函数 
的 帮助 信息 ， 可 以 用 如 下 help 指令 查阅 : 


>> help ideal gas, func 


此 函数 保存 的 文件 名 必须 是 ideal gas func. m， 然 后 就 可 以 在 工作 空间 、 肢 本 
文件 、 或 者 其 他 函数 中 调用 此 函数 ， 例 如 


>> P=[1:10]; T=[300:10:400]; 
>> vol-ideal, gas, func(T, P); 
>> surf (T, P, vol) 

»» view(135,45), colorbar 


这 几 条 指令 执行 的 结果 如 图 A. 17 所 示 。 





10 400 


图 A. 17 ”理想 气体 的 体积 随 压力 和 温度 变化 的 函数 图 
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函数 可 以 没有 输入 参数 ， 也 可 以 不 返回 任何 计算 结果 。 例 如 : 上 述 脚本 文件 
ideal gas. m 也 可 以 改写 并 保存 为 如 下 的 函数 形式 : 





function ideal gas 
$ Calculates the volume of an ideal gas 
clear all; clc; % clear all previous variables and command window 


disp(' Calculating the volume of an ideal gas."') 





R=8314; % Gas constant 
T=input (' Vector of temperatures (K) ='); 
P = input (' Pressure (bar) =') * led; 

V-R* T/P; $ Ideal gas law 

$ Plotting the results 

plot (T, V) 


xlabel('T (K) ') 
ylabel('V (m^3/kmol) ') 


title('Ideal Gas Volume vs Temperature') 





这 时 ， 脚 本 和 函数 之 间 就 没有 什么 区 别 了 ， 通 过 文件 名 的 调用 ， 两 者 都 可 以 在 指 
令 窗 中 运行 ， 也 可 以 被 别 的 脚本 调用 。 


A.7 程序 流 的 控制 


MATLAB 有 数 种 程序 流 的 控制 结构 ， 它 们 根据 不 同 的 数据 值 ， 控 制程 序 按 
照 不 同 的 顺序 执行 语句 。 这 些 控制 结构 是 df. switch, for 和 while, ， 简 介 如 下 。 这 
里 没有 给 出 各 段 程序 的 运算 结果 ， 大 家 可 以 自己 运行 这 些 指令 ， 查 看 其 输出 结 
果 ， 程 序 的 运行 就 作为 练习 留 给 读者 。 

"if... (else... ) end” 一 一 这 个 让 控制 结构 使 程序 可 以 选择 执行 某 些 语 
句 。 下 面 这 个 例子 中 ， 只 有 当 x 的 输入 值 大 于 或 等 于 0 时 , y = x”2 这 条 语句 才 
被 执行 : 


x-input ('x=') ; 
if x >=0 
y=x^2 


end 
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如 果 增 加 else 子 句 ， 那 么 ， 如 果 让 语 句 的 条 件 不 满足 ， 就 会 执行 else 子 句 中 
的 语句 : 


x=input('x=")} 
if x >=0 

y=x^2 
else 

y= -x^2 


end 


"switch . . . case. . . end” 一 一 这 是 另 一 种 条 件 控制 形式 ， 它 根据 变量 
的 不 同 取 值 ， 分 别 执行 不 同 的 语句 段 。switch ， ，. case . ， .end HREN if 
结构 容易 使 用 。 例 如 : 


a=input ('Give a value of a (1, 2, or 3) ="); 
switch a 
case 1 
disp ('One') 
case 2 
disp ('Two') 
case 3 
disp ('Three') 


end 


"for. . . end” 一 一 这 个 控制 结构 用 于 反复 执行 某 个 程序 段 ， 执 行 的 次 数 
为 某 个 固定 值 ， 例 如 : 


k=0; 
for x=0:0.2:1 
k=k+1 
y (k) =exp(-x) 
end 


"while. . . end” 一 一 这 个 控制 结构 用 于 反复 执行 某 个 程序 段 ， 直 到 某 种 
情况 出 现 为 止 ， 例 如 : 


x 
ll 
o 
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while x«l 
y=sin (x) 
x=x+0.1; 


end 


AIh, WA 3 个 程序 流 控制 指令 ， break, pause 和 retum, break 指令 用 于 循 
环 结 构 结束 之 前 中 止 其 执行 。pause 指令 会 使 程序 暂停 ， 等 到 键盘 上 有 任意 一 键 
被 按 下 后 ， 再 继续 执行 程序 。 例 如 : 


k=0; 
for x=0:0.2:1 
if k>3 
break 
end 
k=k+1 


y (k) =exp( -x) 
pause 


end 
“retum” JESO MERKA, i BSD KRY A RATE ST. 
A.8 数据 的 显示 、 输 入 和 输出 


A.8.1 显示 数据 和 结果 


有 多 种 不 同 的 方法 可 以 将 数据 等 信息 显示 在 监视 器 屏幕 上 、 送 到 打印 机 打 
印 、 保 存 成 文件 、 或 者 转换 成 其 他 格式 输出 。 这 里 先 介绍 两 个 最 基本 的 指令 disp 
和 fprintf, disp 指令 显示 数组 值 ， 但 不 显示 数组 名 ， 并 且 每 次 只 能 显示 一 个 变 
量 。 例如 : 


>> X=[123;456]; 
>> disp (X) 





disp 指令 的 显示 结果 与 表达 式 后 不 带 分 号 的 显示 结果 几乎 相同 ， 只 是 对 于 空 数 
组 ， 该 指令 无 显示 内 容 。disp 指令 也 可 以 用 于 显示 文本 ， 例 如 : 
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>> disp('This is the X array:'); disp (X) 
This is the X array: 

1 2 3 

4 5 6 


fprintf 指令 可 以 将 带 格式 的 数据 显示 在 监视 器 屏幕 上 或 者 写 入 文件 中 。 例 如 ， 下 
面 的 指令 用 于 显示 文本 和 数据 : 


>> fprintf ('\n The value of position (2,2) of X=% g', X(2,2)) 
The value of position (2,2) of X=5 


FAURE ARE n, Vr, Vt, Ab 和 \{ 分 别 用 于 产生 换行 、 回 车 、 制 表 符 、 
退 格 和 换 页 。 用 “\\ ”产生 一 个 反 斜 杠 ， 用 “%%” 产 生 一 个 百 分 号 。 

上 面 指令 中 的 “%g” 是 一 个 控制 数据 显示 格式 的 说 明 字符 串 ， 与 C 语言 的 
格式 转化 说 明 相同 ， 以 字符 % 开头 ， 之 后 可 以 有 标志 符 、 字 段 宽度 和 精度 说 明 、 
附加 格式 说 明 符 、 以 及 格式 字符 ce、d、e、 E、f、g、G、i、o、s、u、x、X 等 。 
这 些 格式 说 明 符 的 用 法 见 表 A. 1。 

下 面 是 fprintf 指令 的 几 个 应 用 示例 ， 读 者 应 该 针对 手头 上 的 问题 ， 设 计 合适 
的 方式 ， 简 洁 明了 地 显示 数据 和 结果 。 


>> fprintf ("This is a test of the printing commands') 


This is a test of the printing commands 


>> a= -5.23; b=3; c=0.000000015; d='Test'; 

>> fprintf ("Value of a=%7.4f b-$2i c=%10g d=%s\n', 
a, b, c, d) 

Value of a= -5.2300 b=3 c-1.5e-008 d=Test 


>> fprintf ('$ 12.2e', pi) 
3.14e +000 


>> fprintf ('$ 0.5e', pi) 
3.14159e +000 


>> fprintf ('$ O.5f', pi) 
3.14159 
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>> 


>> 


fprintf ('$ 10.5f', pi) 


3.14159 


fprintf ('% 15.5g', eps) 


2.2204e -016 












































> y=[1234]; 
>> fprintf ('$ 5.2f \n' ,y) 

1.00 

2.00 

3.00 

4.00 

表 A.1 MATLAB 的 输出 格式 说 明 符 列表 
格式 说 明 符 输出 形式 

和 ec 单个 字符 
% a 十 进 制 带 符号 数 
joe 用 小 写字 母 e 表示 的 指数 形式 ， 例 如 3. 1415e +00 
96 E 用 大 写字 母 表示 的 指数 形式 ,例如 3. 1415E «00 
%f 定点 数 表 示 形 式 
Kg 在 %e 和 %f 两 种 格式 中 选取 较 短 的 格式 ， 不 输出 无 意义 的 0 
wG 与 %g 同 ， 只 是 用 大 写字 母 E 
%i 十 进 制 带 符号 数 
wo 八进制 无 符号 数 
Hu 十 进 制 无 符号 数 
% x 用 小 写字 母 a ~ 上 表示 的 十 六 进 制 数 
%X 用 大 写字 母 A ~F 表示 的 十 六 进 制 数 





A.8.2 数据 的 存 取 


MATLAB 具有 多 种 数据 保存 方法 。 这 里 ， 我 们 先 把 工作 空间 里 已 有 的 变量 
清除 ， 再 生成 如 下 两 个 新 变量 : 


>> clear 


>> a-magic(3), b=magic(4) % magic is a special MATLAB ma- 


trix 


a= 
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用 如 下 save 指令 可 以 把 MATLAB 工作 空间 里 的 所 有 变量 存 和 人 文件 有 1. mat; 
>> save fl 


如 果 只 要 保存 工作 空间 里 的 某 些 变量 ， 那 么 在 文件 名 之 后 列 出 变量 名 即 可 ， 例 
如 : 下 面 的 指令 只 把 变量 a 保存 到 文件 2. mat 中 


>> save f2 a 


以 上 生成 的 数据 文件 都 带 有 扩展 名 “. mat”， 只 能 由 MATLAB 读 取 。 如 果 要 用 于 
别处 ， 可 以 用 如 下 方式 把 数据 保存 为 文本 格式 : 


>> save f3 b-ascii 


这 样 ， 文 件 名 就 是 不 带 扩展 名 的 文本 文件 。 用 help save 指令 可 以 查看 save 的 所 
有 不 同 用 法 。 

用 load 指令 可 以 把 数据 读 人 到 MATLAB 的 工作 空间 中 。 如 果 文 件 是 由 MAT- 
LAB 生成 的 并 带 有 扩展 名 . mat， 则 工作 空间 中 出 现 的 变量 名 与 原来 保 在 时 的 相 
同 ， 例 如 : 


>> clear 

>> load f1 

>> whos % verifies the presence of these data 
Name Size Bytes Class 
a 3x3 72 double array 
b 4x4 128 double array 


Grand total is 25 elements using 200 bytes 
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但 是 ， 如 果 文 件 是 文本 文件 ， 则 工作 空间 中 出 现 的 变量 名 为 文件 名 ， 如 : 


>> clear 
>> load f3 
>> whos 
Name Size Bytes Class 
£3 4x4 128 double array 


Grand total is 16 elements using 128 bytes 


也 可 以 用 MATLAB 编辑 器 生成 数据 文件 ， 例 如 : 先 打开 编辑 器 ， 输 入 矢量 
变量 ?的 一 列 数值 : 

0. 8345 

0. 0381 

0. 0163 

0. 0287 

0. 0220 

0. 0434 
再 把 它 存 人 文件 y dat, 

在 MATLAB 指令 窗 或 者 在 脚本 文件 里 ， 用 如 下 load 指令 就 可 以 读 取 这 个 文 
件 中 的 数据 : 


load y.dat 


这 样 ， 工 作 空间 中 就 有 了 矢量 变量 y。 
还 有 一 种 方法 是 用 如 下 的 open 指令 读 取 数据 : 


open y.dat 


open 指令 一 执行 就 会 自动 打开 如 图 A. 18 所 示 的 输入 向 导 (Import Wizard), 用 
户 可 以 在 此 指定 数据 的 格式 ， 然 后 再 把 数据 读 人 工作 空间 ， 步 又 如 下 。 

按 Next 键 ， 出 现 如 图 A. 19 所 示 的 下 一 个 窗 ， 在 此 可 以 选择 格式 化 多 维 数据 
的 方式 。 

再 按 Finish 键 完成 y 数据 的 读 取 。Excel 等 软件 生成 的 电子 表格 数据 ， 包 括 
行 和 列 的 标题 ， 都 可 以 用 这 种 方法 读 取 。 

还 有 一 种 在 MATLAB 指令 窗 或 在 脚本 文件 中 读 取 数据 的 方法 ， 就 是 先 打 开 
文件 ， 再 读数 据 ， 例 如 : 
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Import Wizard: C;/MATLABGp5/work,/y.dat 





图 A.18 输入 向 导 


0,0220 
0.0434 





图 A. 19 输入 向 导 : 格式 化 多 维 数据 
fidy =fopen('y.dat'); 
% fidy is the identification number for this file 


y=fscanf (fidy, '$ f') 
yo 
0.8345 
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.0381 
.0163 
.0287 
.0220 
.0434 


O O 0o O O 


读 完 数据 之 后 ， 都 要 用 fclose 指令 关闭 文件 : 


fclose (fidy) 


同样 ， 也 可 以 建立 包含 + 和 y 两 个 变量 的 文件 ， 并 取 名 为 xy. dat: 


0.0 
0.1 
0.2 
0.3 
0.4 
0.5 


0. 8345 
0. 0381 
0. 0163 
0. 0287 
0. 0220 
0. 0434 


其 中 ,第 一 列 是 +， 第 二 列 是 y， 因 此 ， 数 据 的 读 取 顺序 必然 是 x(1)、y(1)、 
xz(2) 、y(2)、x(3)、y(3) 等 等 。 可 以 用 MATLAB 编辑 器 编写 如 下 脚本 来 读 取 


Xy. dat 的 数据 : 


% 


clear 


Opening and reading xy.dat file with two columns of data 


fidxy = fopen ('xy.dat'); 


for 1=1:6 
x(i) =fseanf (fidxy,'$ f',1); % reads one value of x at 
a time 
y(i) =fscanf (fidxy,'% f',1); % reads one value of y at 
a time 
end 


fclose (fidxy); 


a, Y 


其 中 的 fscanf 指令 用 于 从 文件 中 读 取 格 式 化 数据 。 将 这 个 脚本 保存 为 read _ xy. m 
文件 ， 并 在 指令 窗 中 运行 ， 则 
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>> read_ xy 


x= 
Columns 1 through 5 
0 0.1000 0.2000 0.3000 0.4000 
Column 6 
0.5000 
y= 


Columns 1 through 5 

0.8345 0.0381 0.0163 0.0287 0.0220 
Column 6 

0.0434 


请 注意 ， 读 和 的 * My 是 行 矢量 ， 而 不 是 列 天 量 。 
请 读者 也 试 一 下 用 open 指令 和 load 指令 读 取 该 文件 ， 即 : 


open xy.dat 或 load xy .dat 
并 观察 读 取 结 果 的 不 同 之 处 。 
A.8.3 ”在 程序 中 生成 数据 和 保存 数据 
下 面 的 程序 首先 生成 一 小 段 指数 函数 的 数据 表 、 再 创建 并 打开 一 个 名 为 ex- 


pon. dat 的 文本 文件 ， 然 后 用 fprintf 指令 将 数据 按照 所 需 的 格式 写 人 该 文件 ， 最 
后 再 关闭 文件 。 


x=0:0.1:1; 

y=(x; exp (x) ]; 

fid = fopen('expon.dat','w'); 
fprintf (fid, '$ 6.2£%12.8f\n',y); 
fclose (fid); 


下 面 用 load 指令 读 取 这 个 文件 ， 并 把 所 有 数据 存放 在 一 个 矩阵 变量 中 : 


clear 

load expon.dat 
expon 

expon = 


0 1.0000 
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0.1000 1.1052 
0.2000 1.2214 
0.3000 1.3499 
0.4000 1.4918 
0.5000 1.6487 
0.6000 1.8221 
0.7000 2.0138 
0.8000 2.2255 
0.9000 2.4596 
1.0000 2.7183 


根据 需要 ， 也 可 以 用 A. 8. 2 节 中 所 讲 的 方法 打开 expon. dat 文件 ， 将 其 读 人 后 赋 
值 给 两 个 变量 。 


A.9 符号 运算 


符号 数学 工具 箱 (Symbolic Math Toolbox) 是 MATLAB 学 生 版 的 一 个 组 成 部 
分 ， 它 使 MATLAB 的 数值 环境 有 了 解析 计算 ， 学 生 可 以 使 用 该 工具 箱 进 行 符号 
数学 计算 和 精确 变量 代数 计算 。 读 者 最 好 通读 一 遍 MATLAB 所 提供 的 有 关 符 号 
数学 示例 (参见 Help/Demos/Toolboxes/Symbolic Math) 。 这 里 只 列举 其 中 的 几 条 
符号 数学 指令 。 

用 如 下 sym ( ) 指令 可 以 创建 一 个 符号 变量 : 


>> y=sym('y") 

y= 

y 

>> om-symí('omega') 
om = 


omega 


这 些 指令 创建 了 一 个 显示 为 y 的 符号 变量 y， 以 及 一 个 显示 为 omega 的 符号 变量 
om。 也 可 以 用 如 下 syms 指令 定义 多 个 符号 变量 . 


>>symsefg 
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A.9.1 代数 方程 的 符号 求解 法 
这 里 ， 我 们 用 符号 函数 solve 来 求解 二 次 方程 式 


ax’ +bx+c=0 
solve 函数 的 用 法 有 以 下 几 种 : 
1) 假设 未 知 量 为 x， 求 少数 等 于 0 的 解 ， 则 有 


>> clear 

>> x=solve('a* x*®*2+b*x4+c') 

x= 

[ 1/2/a* (-b4 (b^2-4*a*c)^ (1/2)) ] 
[1/2/a* (-b- (b^2-4*a*c) ^1/2) ) ] 


2) 假设 未 知 量 为 *>， 由 用 户 设 定 函 数值 等 于 0， 则 有 


>> x=solve('a* x*2 + b*x + c-20', 'x') 
x= 

[ 1/2/a* (-b+ (b*2 -4* a¥c) ^ (1/2)) ] 
[ 1/2/a* (-b- (b^2-4*a*c)^ (1/2)) ] 


3) 将 函数 定义 为 符号 S， 则 有 


>> syms xabcs 

S-a*x^2tb*xtc; 

x-—solve(S) 

x= 

[ 1/2/a* (-b+(b^2-4*a%*c)} ^ (1/2)) ] 
[1/2/a* (-b- (b^2-4*a*c) ^ (1/2)) ] 


4) 假设 未 知 量 为 *， 并 且 设 定 函数 值 等 于 5， 则 有 


>> x=solve('a* x*2+b*x+c=5','x!') 

x= 

[1/2/a* (-b+ (b°2 -4*a*c+20*a) ^ (1/2)) ] 
[1/2/a* (-b- (b^2-4*a*c*20*a) *(1/2) ) ] 


5) 假设 未 知 量 为 a， 而 不 是 x， 则 有 
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>> a=solve('a* x*2+b*x+c=5', 'a') 
az 


- (b*x+c-5) /x^2 


如 果 需 要 求解 两 个 联 立 代数 方程 : 
aN, - BN,N, = 0 
- yN, +5N,N, = 0 
则 有 


>> [N1,N2] =solve('alpha*Nl - beta * N1*N2-0',-- 
' -gamma * N2 + delta * NI *N2 =0', 'N1,N2') 








Nl = 
[ 0] 
[ 1/delta * gamma] 
N2 = 
- 0j 
1/beta * alpha] 
注意 ， 命 令 行 结 尾 处 3 个 或 多 于 3 个 的 点 “…” 表示 MATLAB 语句 延续 到 下 一 
行 。 
A.9.2 ”微分 方程 的 符号 求解 法 
求 如 下 微分 方程 的 解 : 
dy - 
一 +4y = t 
di +4y =e 
指令 为 


>> y=dsolve('Dy +4 * y=exp(-t)') 
y= 
(1/3 * exp (3*t) +C1) *exp (-4*t) 


如 果 给 定 初始 条 件 y(0) = 2 WA 


>> y=dsolve('Dy+4* y=exp(-t)', 'y(0) =2') 


y= 
(1/3 * exp (3*t) +5/3) *exp (-4*t) 
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如 果 设 定 自 变量 的 取 值 范围 为 #， 求 以 上 应 变量 y 在 此 范围 内 的 值 ， 并 作 图 (I 
图 A. 20) ， 则 指令 为 

















>> tt=[0:.1:5]; 
>> for i=l1:length (tt) 
t-tt (i); 
yy (i) seval (y) ; 
end 
注意 ， 符 号 解 y 中 的 上 是 一 个 标量 ， 因 此 要 用 以 上 方法 设置 上 的 值 。 


>> plot (tt yy) 


如 果 需 要 求解 两 个 联 立 微分 方程 : 


7 say, = e" MERIA y (0) = 1 
An = - y PARNY) = 2 
则 有 
>> [yl,y2] =dsolve('Dyl + 4* y2=exp(-t) ', 'Dy2=-yl', 'yl 


(0) =1, y2(0) =2') 
yl= 
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-4/3*exp (2*t) +2*exp (-2*t) *1/3*exp (-t) 


y2 = 
2/3*exp (2* t) *exp (-2*t) +1/3 * exp (-t) 


请 将 求解 结果 代入 微分 方程 进行 验证 。 函 数 diff 可 用 于 求 符 号 表达 式 的 微分 (I 
A.9.3 节 ) ， 例 如 


>> diff (yl) + 4* y2 
ans = 

exp (-t) 

>> diff (y2) 

ans = 


4/3 * exp (2*t) -2* exp (-2*t) -1/3* exp (一 七) 


如 果 设 定 自 变量 的 取 值 范围 ， 求 应 变量 在 此 范围 内 的 值 ， 并 作 图 〈 见 图 A. 21)， 
则 为 


>> t=[0:.01:1]; yyl =eval (yl); yy2 =eval (y2); 
>> plot (t,yyl,':', t, yy2) 











A.9.3 ”符号 微分 
用 如 下 指令 清除 前 面 的 所 有 变量 ， 并 定义 新 的 符号 变量 : 


>> clear 
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>> syms x a f Ree 
以 下 指令 可 以 求 各 种 函数 的 微分 : 


>> diff (x^2) 

ans = 

2*x 

>> diff (sin (x) ) 

ans = 

cos (x) 

>> diff (exp (x%2 ) 

ans = 

2 * x* exp (x^2) 

>> diff (log (x)) 

ans = 

1/x 

>> diff (acos (x)) 

ans = 

-1/(1-x^2) *(1/2) 

>> diff (acos (x)) 

ans = 

-1/(1-x^2)^ (1/2) 

>> diff (1/sqrt (f) + .86 * log(e/3.7+2.51/Re/sqrt (f)) , f) 

ans = 

-1/2/£^ (3/2) -10793/10000 /Re/£^ (3/2) / (10/37 * e + 251/100/ 
Re/f^(1/2) ) 


A.9.4 ”符号 积分 
下 面 这 个 矢量 中 ， 前 两 个 是 对 于 % 的 积分 ， 后 两 个 是 对 于 a 的 积分 。 


>> [int (x*a), int (a^x), int(x^a, a) , int(a^x, a) ] 


ans = 
[ x*(atl)/(a+l), 1/log(a) *a*x, 1/log(x) *x^a, a*(x+1)/(x+ 


1) ] 


以 下 也 是 一 个 求 积 分 的 例子 : 
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>> int('a*T+b*T*24+c*T%*4', 'T') 
ans = 
1/2*a*T*241/3*b*T*°34+1/5*c* T^5 


还 可 以 用 如 下 方法 设 定 积分 的 上 下 限 : 


>> int('a*T+b*T*24+c%T%4', 'T', 298,500) 
ans = 
80598 * a+ 98536408/3 * b +28899927176032/5 * c 


A.10 MATLAB 的 工具 箱 


MATLAB 工具 箱 是 一 些 特殊 M 文件 的 集合 ， 专 门 用 于 某 些 特定 领域 的 问题 
求解 。 工 具 箱 可 以 任意 选择 ， 从 MathWorks 公司 单独 购买 。 表 A.2 列 出 了 本 书 
涉及 到 的 一 些 工具 箱 。 

MATLAB 学 生 版 在 基本 MATLAB 内 容 之 外 还 加 了 Simulink 仿真 工具 箱 和 符 
号 数学 工具 箱 。 


表 A.2 MATLAB 的 部 分 工具 箱 






































T A ff X 能 
曲线 拟 合 《Curve Fitting) 进行 模型 拟 台 和 分 析 
FE SAEPE. (lmage Processing) 进行 图 像 处理 、 分 析 和 算法 开发 
侦 微 分 方程 (Partial Differential Equation ) 分 析 和 求解 偏 微 分 方程 
信号 处 理 〈Signal Processing) 进行 信号 处 理 、 分 析 和 算法 开发 
Vi (Simulink) 动态 系统 的 建 模 、 仿 真 和 分 析 
统计 (Statistics ) 统计 算法 和 概率 模型 的 应 用 
符号 数学 (Symbolic Math) 进行 符号 数学 计算 和 精确 变量 代数 计算 
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附录 B Simulink 简介 


Simulink 是 一 个 具有 图 形 界 面 的 MATLAB 工具 箱 ， 用 于 系统 建 模 和 仿真 ， 具 
有 可 视 化 编程 语言 和 环境 。Simulink 中 ， 无 论 是 内 置 函 数 还 是 用 户 自 定义 的 函数 
都 用 模块 表示 ， 吗 数 之 间 传 输 的 数据 则 用 连 线 表 示 。 除 了 具有 让 富 的 函数 模块 以 
外 ， 它 还 有 输入 输出 设备 模块 。Simulink 与 MATLAB 集成 在 一 起 ， 两 者 程序 之 间 
的 数据 转换 很 方便 。 本 教程 将 结合 书 中 所 述 的 数值 方法 介绍 Simulink 建 模 与 仿真 
的 基本 方法 。UNIX Macintosh 和 Windows 等 环境 都 支持 Simulink， 个 人 计算 机 
的 学 生 版 MATLAB 也 包含 有 Simulink。 有 关 Simulink 的 详细 信息 请 联系 Math- 
Works 公司 。 


B.l 动态 系统 仿真 


如 今 ， 工 程 师 们 不 需要 实际 的 物理 装置 ， 只 要 使 用 各 种 随手 可 得 的 计算 工具 
就 可 以 进行 动态 系统 仿真 ， 也 就 是 模拟 。 事 实证 明 动 态 系统 仿真 对 于 系统 设计 的 
非常 有 用 ， 如 果 不 用 仿真 技术 ， 而 是 建立 物理 系统 模型 ， 则 既 费 时 又 费 钱 。Sim- 
ulink 的 主要 优点 是 具有 可 视 化 编程 环境 ， 使 用 户 能 快速 建 模 并 即刻 得 到 仿真 结 
果 。 
信号 流 和 逻辑 流 的 概念 

在 Simulink 中 ,模块 ( 即 函数 ) 之 间 的 数据 流 就 是 从 一 个 模块 的 输出 连接 
到 下 一 个 模块 的 输入 的 信号 线 ， 最 终 的 输出 信号 可 以 送 到 示波器 或 显示 器 等 接收 
模块 显示 出 来 ， 或 者 存 和 人 文件。 数据 可 以 从 一 个 模块 连接 到 另 一 个 模块 ， 也 可 以 
分 支 或 者 多 路 传输 。 仿 真 时 ， 只 是 在 离散 的 仿真 时 间 (也 称 积分 时 间 步 长 ) 上 
处 理 或 转换 数据 。 时 间 步 长 的 选择 取决 于 被 仿真 系统 中 变化 最 快 的 动态 过 程 。 

下 面 几 节 将 介绍 Simulink 具有 的 各 种 不 同 模块 。 


B.2 启动 Simulink 


在 MATLAB 指令 窗 中 可 以 用 两 种 方法 启动 Simulink, ， 如 图 B. 1 所 示 ， 一 种 是 
在 指令 提示 符 之 后 输入 Simulink 指令 ， 另 一 种 是 按 下 工具 栏 上 的 Simulink 按钮 。 

Simulink 启动 之 后 出 现 的 Simulink 库 浏览 器 是 一 个 独立 窗口 ， 如 图 B.2 所 
示 ， 其 中 包含 了 标注 为 A、B 和 C 的 3 个 界面 。A 界面 是 系统 包含 的 Simulink 模 
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Simulink 按钮 








| 


See ee S IU 





图 B.1 E MATLAB 指令 窗 的 指令 提示 符 之 后 输入 Simulink 指令 ， 或 者 
单 击 图 中 箭头 所 指 的 工具 栏 上 的 浏览 器 按钮 ， 即 可 以 打开 Simulink 库 
浏览 器 (Simulink Library Browser) o 


块 库 的 目录 列表 ，B 界面 显示 了 每 个 模块 库 所 包含 的 模块 ，C 界面 则 显示 了 所 选 
中 模块 的 定义 ， 这 个 界面 位 于 A、B 两 个 界面 的 上 方 。 

Simulink 模块 的 框图 在 模型 窗 中 创建 并 修改 ， 如 图 B.2 所 示 ， 单 击 下 Simu- 
link 库 浏览 器 工具 栏 上 的 新 建 模型 窗 按钮 ， 可 以 打开 一 个 新 的 模型 窗 。 


B.2.1 正弦 波 发 生 器 的 Simulink 模型 


按照 如 下 步 又 进行 操作 ， 可 以 在 Simulink 中 建立 一 个 正弦 波 发 生 器 。 

1. 将 模块 复制 到 模型 中 

图 B. 3 显示 了 一 个 空白 模型 窗 ， 只 要 把 模块 从 库 浏 览 器 中 拖 到 模型 窗 中 就 
可 以 建立 模型 的 框图 。 简 单 的 演示 模型 用 3 个 模块 就 能 建立 ， 比 如 要 建立 一 个 用 
于 显示 周期 为 2r 的 正弦 波 的 模型 ， 只 需要 从 库 浏 览 器 中 拖 出 以 下 3 个 模块 CX 
图 B. 4): 

1) 信号 源 (Source) 库 中 的 正弦 波 模块 〈Sine Wave); 

2) 接收 器 (Sinks) 库 中 的 示波器 模块 (Scope) ; 

3) 数学 运算 (Math Operations) 库 中 的 增益 模块 (Gain), 

2. 将 模块 连接 起 来 

为 了 显示 周期 为 25 的 正弦 波 波 形 ， 需 要 将 正弦 波 模块 的 输出 信号 连接 到 增 
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Used Blacks C: 被 选中 模块 的 定义 






A: Simuiink 模 块 | Loge ond Bà Operations I5. 被 选中 目录 中 包含 
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图 B.2 Simulink 库 浏 览 器 


益 模 块 的 输入 端 ， 再 将 增益 模块 信和 号 放大 并 输出 到 示波器 模块 ， 最 后 ， 由 示波器 
模块 在 独立 的 窗口 中 显示 出 信号 随时 间 变 化 的 曲线 。 下 面 就 来 添加 框图 中 正弦 波 
模块 到 增益 模块 、 以 及 增益 模块 到 示波器 模块 的 连接 线 〈 见 图 B.5) 。 从 信和 号 起 
始点 〈 模 块 的 输出 端 ) 拖 动 鼠标 到 信号 终止 点 (模块 的 输入 端 ) 就 可 以 画 出 连 
接线 。 在 画 连 接线 时 ， 要 确保 信号 连 到 了 所 要 到 达 的 端口 。 当 鼠标 的 光标 接近 某 
个 模块 的 输出 端 时 ，Simulink 会 将 光标 变 为 单 十 字 线 ， 按 住 鼠 标 左 键 拖 出 连 线 ; 
当 光 标 接近 某 个 模块 的 输入 端 时 ， 它 又 会 变 为 双 十 字 线 ， 此 时 ， 放 开户 标 即 可 。 
连接 线 添 加 之 后 ， 如 果 线 上 出 现实 心 箭头 ， 则 表示 信和 号 连接 正确 ; 如 果 出 现 空心 
箭头 ， 则 信号 还 没有 与 两 个 模块 都 连 上 。 要 修正 这 种 开路 信号 线 ， 只 需 把 空心 箭 
头 作为 模块 的 输出 端 ， 继 续 用 上 述 方法 将 连 线 拖拉 到 下 一 个 模块 的 输入 端 即 可 。 
图 B. 5 所 示 是 已 完成 的 模型 框图 ， 图 B. 6 显示 的 是 示波器 的 输出 信号 (参见 下 
面 的 运行 仿真 ) 。 
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图 B.3 25 Simulink 模型 窗 
表 B. 1 总 结 了 建立 Simulink 模型 的 有 关 编 辑 操作 。 


X B.1 Simulink 的 编辑 操作 
操 作 击 键 以 及 鼠标 动作 





用 鼠标 左 键 直接 将 模块 拖拉 到 模型 窗 ， 或 者 利用 编辑 (EDIT) 3& 


一 .个 
a NUS 单 的 复制 (COPY) 和 粘贴 (PASTE) 操作 来 完成 

















在 模型 中 复制 模块 按 住 Cul 键 ， 并 用 鼠标 左 键 选中 模块 ， 然 后 拖拉 到 新 的 位 置 
显示 模块 参数 | 双击 模块 
翻转 模块 Cul-F 
REFER (SUMAN ET EHS 90°) | Cul-R 
修改 模块 名 单 击 模块 的 标签 ， 并 将 光标 置 于 所 需 位 置 
断 开 模块 的 连接 按 住 Shift 键 ， 并 将 模块 拖拉 到 新 的 位 置 
画 一 条 斜 线 HE Shift 键 ， 同 时 按 住 鼠 标 左 键 拖 动 
Amp 将 光标 移动 到 线 上 需要 折 弯 的 位 置 ， 按 住 Shift 键 ， 同 时 按 住 鼠 标 
左 键 拖 动 连接 线 
3. 运行 仿真 


拉 下 模型 窗 的 仿真 菜单 并 单 击 启动 选项 ， 或 者 如 菜单 中 所 提示 的 ， 直 接近 
ctlT 键 ， 就 可 以 启动 模型 的 仿真 计算 。 本 例 是 一 个 很 简单 的 模型 ， 仿 真 瞬间 就 
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图 B.4 创建 正弦 波 发 生 器 的 Simulink 模型 (图 中 所 示 模 块 被 拖拉 到 模型 窗 ) 

结束 。 如 果 系 统 比 较 复杂 ， 则 可 以 从 模型 窗 下 方 的 运行 时 间 上 看 到 仿真 的 进度 。 
仿真 结束 之 后 ， 双 击 示波器 可 以 查看 增益 模块 的 输出 结果 ， 本 例 的 输出 是 一 个 幅 
值 随时 间 变 化 的 正弦 曲线 。 示 波 右 窗口 出 现 后 ， 如 果 需 要 根据 窗口 的 尺寸 调节 所 
显示 图 形 的 大 小 ， 则 可 以 单 击 其 工具 栏 上 形似 双 简 望远镜 的 坐标 刻度 调节 按钮 。 
图 B. 6 所 示 就 是 显示 输出 结果 的 独立 窗口 。 
B.2.2 ”仿真 模型 的 修改 

1. 正确 连接 信号 线 

在 画 信号 连接 线 时 ， 不 必 担 心 走 过 的 途经 是 否 合适 ， 这 些 连 线 会 进行 自动 调 
整 。 等 到 模块 都 连接 好 之 后 ， 可 以 重新 调整 模块 所 处 的 位 置 ， 使 系统 框图 简洁 明 
了 。 只 要 将 模块 选中 并 拖 到 合适 的 位 置 即 可 ， 信 和 号 线 依旧 连接 ， 并 且 会 自动 调整 
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图 B.6 [E B. 5 所 示 模 型 的 示波器 输出 结果 
到 合适 的 路 径 。 
有 些 模 型 中 需要 将 信和 号 线 分 支 ， 分 别 连接 到 两 个 或 更 多 个 不 同 的 输入 端 。 进 
行 这 个 操作 时 ， 先 把 鼠标 的 光标 移动 到 需要 分 支 的 点 上 ， 再 用 Ctrl BIA 
或 者 只 按 住 鼠 标 右 键 ， 拖 出 新 的 连 线 ， 连 接 到 目标 点 即 可 。 图 B.7 显示 了 用 这 
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种 方法 分 支 正弦 波 输出 信号 线 。 这 里 ， 已 将 两 个 示波器 模块 重新 命名 为 “Scope 
1” fü “Scope 2", 


Sine Wave Scope 


Scope 2 





图 B.7 信号 线 的 分 支 在 连 线 上 按 住 鼠 标 右键 并 拉 出 ， 或 者 按 住 Cul 键 同 时 用 鼠标 左 键 拉 出 


2. 修改 模块 : 输入 模块 的 参数 

双击 模块 可 以 显示 模块 的 参数 。 例 如 ， 要 改变 上 述 增益 模块 的 增益 值 ， 如 图 
B. 8 所 示 ， 双 击 此 增益 模块 之 后 ， 将 增益 值 改 为 2。 

3. 仿真 参数 的 配置 

(1) 仿真 时 间 | 

启动 并 运行 图 B. 8 所 示 系 统 的 仿真 有 3 种 方法 ， 从 仿真 菜单 中 选择 “开始 ” 
选项 (Start); 单 击 模型 窗 工 具 栏 上 的 “开始 ”/ “暂停 ”按钮 (Start/Pause) ; 
按 Ctrl-T 键 。 其 仿真 输出 如 图 B. 9 所 示 。 注 意 ， 因 为 经 过 了 增益 模块 的 放大 ， 第 
一 个 示波器 (Scope 1) 显示 的 正弦 波幅 值 为 2。 而 第 二 个 示波器 (Scope 2) 直 
接 显示 信号 发 生 器 的 输出 ， 因 此 其 信号 幅 值 为 1。 

注意 ， 在 模型 窗 Start/Pause 按钮 的 右 侧 以 及 示波器 的 x 轴 上 都 可 以 看 出 ， 此 
处 的 仿真 时 间 长 度 为 10s。 通 过 改变 模型 窗 工具 栏 上 的 仿真 时 间 ， 或 者 修改 仿真 
菜单 中 的 参数 配置 项 ， 都 可 以 改变 仿真 时 间 的 长 度 。 如 图 B. 10 所 示 为 20s 仿真 
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的 示波器 输出 结果 。 

(2) 状态 变量 及 其 算 
法 

就 生物 医学 系统 模型 而 


言 ， 即 使 不 是 所 有 模型 都 是 ， 


如 此 ， 也 有 很 多 模型 具有 这 
样 的 结构 ， 就 是 其 输出 是 变 
量 自身 先前 输出 值 的 函数 ， 
而 输出 变量 往往 是 时 间 函 
Xlo JE Simulink 等 仿真 工具 
中 ， 这 种 变量 被 称 为 状态 变 
量 。 计 算 时 ， 在 每 个 时 间 步 
长 都 要 保存 计算 结果 ， 以 便 
用 于 计算 下 一 个 输出 值 。 
用 MATLAB 编程 时 ， 
要 先 把 状态 变量 数据 保存 在 
MATLAB 工作 空间 的 变量 
中 ,然后 再 用 于 计算 后 面 的 
输出 值 。 而 在 Simulink 中 ， 


如 果 有 模块 需要 用 其 自身 先 i 


前 的 输出 值 来 计算 当前 的 输 
出 值 ， 那 么 就 意味 着 需要 保 
存 状态 ，Simulink 就 会 自动 


保存 模型 所 包含 的 状态 变 


量 。 
如 果 选 用 数值 方法 实现 
模型 的 仿真 计算 ,也 就 是 求 


ferential Equation, ODE ), 
那么 ， 就 必须 了 解 状态 以 及 





Sine Wave 


Scopet 


图 B.8 改变 增益 模块 的 参数 


状态 求解 器 的 概念 。Simulink 模型 可 以 有 两 种 不 同 的 状态 : 连续 状态 和 离散 状 
态 。 如 果 模 型 含有 连续 状态 ， 则 可 以 用 第 7 章 介绍 的 那些 ODE 算法 ; 如 果 模 型 
只 含有 离散 状态 ， 则 其 仿真 可 以 用 离散 算法 实现 。 

如 果 Simulink 模型 中 含有 一 个 连续 状态 ， 那 就 意味 着 其 中 有 某 个 计算 需要 先 
进行 微分 ， 然 后 再 用 这 个 微分 做 积分 。 积 分 器 的 输出 要 用 于 计算 下 一 个 微分 值 。 
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图 B.10 图 B.8 模型 的 20s 仿真 结果 


这 样 ，Simulink 模型 就 要 用 到 “连续 模块 库 ” 中 的 积分 模块 ， 以 及 一 组 计算 微分 
的 模块 。 这 种 建 模 方法 有 了 时 称 为 状态 空间 法 。 构 成 积分 模块 输入 信号 的 那 一 组 模 
块 就 是 ODE, Simulink 的 仿真 精确 度 取 决 于 步 长 的 大 小 以 及 所 采用 的 ODE 求解 
算法 。 有 关 ODE 求解 算法 以 及 它们 的 MATLAB 函数 实现 请 参考 第 7 章 的 详细 内 
容 ，Simulink 直接 使 用 这 些 MATLAB 应 数 来 求解 包含 连续 状态 的 模型 。 

离散 状态 的 输出 可 以 由 有 限 的 时 间 间 隔 求 得 。Simulink 有 两 种 离散 状态 求解 
算法 ， 即 固定 步 长 算法 和 变 步 长 算法 。 前 者 按照 固定 的 周期 更 新 状态 的 值 ， 后 者 
则 不 定期 地 更 新 状态 的 值 ， 或 者 采用 能 保证 所 有 离散 状态 都 得 到 更 新 的 最 小 步 
长 。 当 离散 步 长 的 大 小 接近 于 0 时 ， 则 离散 状态 法 近似 于 连续 状态 法 。 

在 更 改 仿真 时 间 长 度 的 同一 个 菜单 里 ， 可 以 选择 仿真 中 采用 的 ODE 算法 。 
用 于 连续 状态 系统 的 各 种 ODE 算法 参见 表 7. 2。 记 住 ，Simulink 还 有 两 种 离散 状 
态 系统 的 求解 器 算法 。 

在 开始 仿真 之 前 ，Simulink 会 先 检查 模型 ， 确 定 其 是 否 含 有 连续 状态 或 者 离 
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散 状 态 。 如 果 模 型 包含 有 积分 器 模块 、 状 态 空间 模块 、 或 者 传递 函数 模块 ， 就 要 
用 连续 状态 ， 如 果 使 用 离散 算法 ， 就 会 出 错 。 图 B. 8 的 模型 没有 积分 器 ， 因 此 
可 以 用 离散 算法 。 图 B. 11 显示 了 使 用 变 步 长 离散 算法 求解 图 B. 8 模型 的 结果 。 





图 B. 11 ALB. 8 模型 的 仿真 结果 (采用 了 离散 算法 ) 
果然 ， 由 于 模型 中 没有 连续 状态 ， 仿 真 结果 没什么 不 同 。 
Simulink 的 仿真 参数 还 有 很 多 ， 比 如 数据 的 输入 输出 和 优化 等 ， 这 些 内 容 就 
不 在 此 讲述 了 ， 读 者 可 以 参考 Simulink 的 帮助 信息 。 


442 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





B.3 Simulink 模块 库 


打开 Simulink 库 浏 览 器 ， 左 下 方 界面 显示 的 就 是 Simulink 具有 的 模块 库 目录 
列表 ， 此 界面 的 安排 很 像 文件 目录 浏览 器 。 如 果 在 安装 Simulink 时 有 附加 工具 
箱 ， 则 附加 工具 箱 的 名 称 与 Simulink 标准 库 一 起 列 出 ， 其 中 包含 的 模块 库 则 以 子 
目录 的 形式 列 在 工具 箱 的 下 面 。 子 目录 中 包含 的 模块 显示 在 右 下 方 的 界面 中 。 下 
面 几 张 图 分 别 显 示 了 几 个 主要 的 模块 库 。 

图 B. 12 所 示 是 信号 源 模块 库 ， 其 中 包括 的 数据 源 和 信和 号 源 〈 即 信号 发 生 
ar) 作为 模型 或 子 系统 的 输入 。 信 和 号 发 生 器 有 常量 、 周 期 函数 、 噪 声 和 时 间 标 
记 等 多 种 不 同 的 形式 。 





t1 Library: simulink /Sources 





Model & Subsystem Inputs 


E untitled mat b 


Ground From File 





Signal Generators 








Step Repeating 
Sequence 


Unitorm Random Band-Limited 
Number White Noise 


"m j 
M vl 
Repeating Counter Counter 
Sequence Free-Running Limited 
Interpolated 


p 
© 1234 b 





Clock Digital Clock 





图 B. 12 Simulink 信号 源 模块 库 中 的 模块 
图 B. 13 所 示 是 接收 器 模块 库 ， 其 中 的 模块 用 于 接收 信号 或 者 终止 仿真 。 可 
分 为 3 个子 库 : 模型 或 子 系统 的 输出 端口 模块 (用 于 将 信号 传送 给 其 他 模型 )、 
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数据 浏览 器 模块 〈 包 括 示波器 等 ) 和 仿真 控制 模块 〈 用 于 终止 仿真 ) 。 
[i Library: simulink /Sinks ; : E E. ini xj 


File Edt View Format Help 






Model & Subsystem Outputs 


xa) yuntitled.mat 
Out 


me To File To Workspace 





Data Viewers 


t =e ako i 


jy eit Display 
ope 


XY Graph 


Simulation Control 


Stop Simulation 





图 B.13 Simulink 接收 器 模块 库 中 的 模块 


我 们 已 经 用 过 的 还 有 一 种 模块 是 如 图 B. 14 所 示 的 数学 运算 模块 。 这 个 模块 
库 有 一 大 堆 函 数 ， 包 括 标量 和 和 矩阵 的 代数 运算 、 复 数 的 各 种 转换 运算 等 。 

要 了 解 不 同 ODE 算法 产生 的 影响 ， 就 需要 在 模型 系统 中 引入 连续 状态 和 离 
散 状 态 的 概念 。 图 B. 15 就 是 连续 模块 库 包含 的 模块 ， 有 积分 器 和 微分 器 。 任 何 
包含 一 个 或 多 个 这 种 模块 的 模型 都 要 用 连续 状态 ODE 求解 算法 ( 见 表 7.2)。 

通用 模块 库 随 时 都 会 用 到 ， 它 含有 许多 模块 ， 比 较 复 杂 的 模型 也 可 以 用 这 个 
库 中 的 模块 来 建立 。 图 B. 16 列 出 了 其 中 的 一 些 常 用 模块 。 

以 上 这 些 模 块 库 包 括 了 生物 医学 系统 模型 仿真 所 需要 的 主要 模块 ， 有 些 比 较 
复杂 的 模型 可 能 还 需要 用 到 其 他 模块 库 ， 例 如 : 

1) 端口 和 子 系统 (Port & Subsystem) : 该 模块 库 中 的 模块 用 于 定义 和 连接 
多 个 模型 。 就 像 MATLAB 程序 需要 分 为 多 个 脚本 和 函数 一 样 ， 较 大 的 Simulink 
模型 应 该 分 成 多 个 子 系统 ， 这 样 便于 处 理 。 端 口 和 子 系统 模块 库 中 的 模块 就 是 用 
于 定义 子 系统 并 且 完 成 模型 之 间 的 信号 传递 。 
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图 B. 14 Simulink 数学 运算 模块 库 中 的 模块 


2) 信号 路 由 (Signal Routing): 该 模块 库 用 于 处 理 模型 中 的 信号 流 ， 其 中 
多 数 常用 模块 是 配对 使 用 的 。 


(D BR (Buses) 模块 用 于 减少 模型 中 的 连 线 数量 。 
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Q 多 路 切换 (Multiplexers) 模 ， 


B, 也 就 是 Mux/DeMux 对 用 于 将 [| Library: simulink/Continugus | 


多 个 信和 号 组 合成 为 一 个 信号 ， 或 者 反 
之 ， 从 一 个 
号 。 

@ 传 出 、 传 人 (Goto/From) 模 


块 ， 用 于 无 实 线 连接 的 模块 之 间 的 信 | 


号 传送 ， 常 用 于 两 个 模型 之 间 的 信和 号 
传递 。 

3) FAY BE XC pa ( User-De- 
用 于 创建 实现 自 定 


fined Functions) : 


义 运算 的 模块 ， 用 户 定义 的 运算 可 以 ， 
是 MATLAB 程序 、C 语言 程序 或 者 ， 


FAC 语言 语法 表示 的 代数 表达 式 等 。 


Simulink 标准 工具 箱 中 的 其 他 模 d 


块 库 在 此 就 不 再 给 出 图 示 了 ， 标 准 
Simulink 的 帮助 信息 中 有 详细 资料 ， 
这 些 模 块 库 是 : 


合成 信号 中 分 出 多 路 信 | 





Continuous-Time Linear Systems 


du/dtp 
Integrator Derivative 


pue 


ES 
EN ES 


y= aos, 


State-Space Transfer Fen Zero-Pole 


Continuous-Time Delays 


Transport Variable 
Delay Transport Delay 


图 B.15 Simulink 连续 模块 库 中 的 模块 


1) 非 连续 (Discontinuities) 模块 库 ， 用 于 处 理 模型 中 的 饱和 和 和 死 区 等 非 线 


性 关系 。 


2) 离散 (Discrete) 模块 库 ， 利 用 Z 变换 方法 (一 种 到 离散 信和 号 空间 的 变 


换 ) 对 传递 函数 进行 滤波 和 模拟 等 计算 。 


3) 逻辑 运算 和 位 运算 (Logic and Bit Operations) 模块 库 ， 人 


位 或 字 的 逻辑 运算 。 


4) 查 表 (Lookup Tables) 模块 库 ， 可 以 完成 某 个 离散 数据 域 到 另 一 个 离散 


域 的 函数 映射 。 


5) 模型 验证 (Model Verification) 模块 库 ， 用 于 建立 自 检 模型 ， 这 些 模型 


可 以 根据 需要 随意 关闭 或 启用 。 


6) 模型 实用 (Model-Wide Utilities) 模块 库 ， 用 于 注释 模型 。 
7) 信号 属性 (Signal Attributes) 模块 库 ， 用 于 处 理 模型 中 的 数据 类 型 。 
8) 附加 数学 和 离散 化 (Additional Math & Discrete) 模块 库 ， 用 于 处 理 信号 


幅 值 的 表示 ， 包 括 溢出 、 


浮 点 数 的 定点 表示 等 。 


除了 标准 工具 箱 之 外 ， 还 有 一 个 Simulink 附加 工具 箱 ， 其 中 最 重要 的 是 附加 
接收 器 (Additional Sinks) 模块 库 ， 含 有 频谱 分 析 模 块 等 ; 以 及 转换 (Transfor- 
mations) 模块 库 ， 用 于 实现 坐标 系统 或 者 计量 单位 的 变换 等 。 
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FA B.16 Simulink 通用 模块 库 中 的 模块 


B.4 构建 模型 


前 面 B. 2 节 中 所 介绍 的 初步 例子 只 是 演示 一 下 Simulink 的 操作 方法 ， 并 不 
是 Simulink 应 用 于 生物 医学 系统 模拟 的 完整 教程 。 基 于 已 介绍 的 示例 和 模块 ， 本 
节 讲 述 几 个 构建 Simulink 模型 的 实例 。 


B.4.1 代数 运算 、 信 号 路 由 以 及 MATLAB 变量 


B. 2 节 的 示例 中 有 一 个 正弦 波 发 生 器 和 两 个 示波器 ， 其 中 示波器 2 显示 正弦 
波 发 生 器 的 输出 ， 而 示波器 D 则 显示 正弦 波 发 生 器 输出 被 放大 1 倍 之 后 的 信号 。 

假设 现在 增加 一 个 正 藤 波 发 生 器 ， 并 且 两 个 正弦 波 的 幅 值 都 设 为 3， 频率 都 
为 0.5Hz， 但 是 第 二 个 正弦 波 相对 于 第 一 个 正弦 波 有 0. 25rad/s (IRE) 的 相 
位 差 。 要 求 计算 两 个 信号 之 差 以 及 差 的 积分 ， 再 将 计算 结果 与 两 个 正弦 波 信号 一 
起 显示 在 示波器 上 ， 并 且 把 两 个 信和 号 之 差 和 差 的 积分 存 人 MATLAB 文件 用 于 以 
后 的 计算 。 仿 真 的 时 间 长 度 设 定 为 15s。 则 其 解析 式 为 


[(sinco. 5t) — sin(0. 5t + 0.25) ]dt 


附录 B Simulink 简介 447 





此 例 中 要 引 和 总 线 和 积分 器 这 两 个 新 模块 ， 模 型 中 的 多 路 信号 可 以 通过 总 线 
模块 一 起 传送 。 总 线 把 多 路 信号 组 合 在 一 起 ， 并 将 信号 传输 给 可 以 接收 多 路 输入 
的 模块 ， 本 例 的 示波器 就 是 这 种 模块 。 积 分 器 则 输出 其 输入 信号 的 积分 值 。 双 击 
积分 器 可 以 查看 其 参数 ， 其 中 最 重要 的 是 初始 值 ， 其 默认 值 为 0。 下面 是 创建 本 
例 模 型 的 步骤 (括号 内 标注 的 是 所 添加 模块 的 模块 库 名 称 ): 

1) 创建 两 个 正弦 波 发 生 器 (信号 源 模 块 库 )， 并 双击 模块 名 ， 分别 将 两 个 
正 荡 波 发 生 器 改名 为 “Sine Wave 1” Ff "Sine Wave 2", 

2) 添加 一 个 减法 模块 (数学 运算 模块 库 ) ， 将 其 两 个 输入 端 分 别 连接 到 两 
个 正弦 波 发 生 器 的 输出 端 。 

3) 添加 一 个 积分 器 (连续 模块 库 ) ， 并 将 其 输入 端 连接 到 减法 模块 的 输出 

4) 添加 第 二 个 示波器 ， 并 同 第 一 步 所 示 ， 改 变 示波器 标签 名 称 ， 以 区 别 两 
个 示波器 。 

5) 添加 两 个 总 线 创 建 器 〈 信 和 号 路 由 模块 库 ) ， 它 们 的 输出 总 线 分 别 连接 到 
两 个 示波器 的 输入 端 。 连 接 到 第 一 个 示波器 的 总 线 ， 其 输入 信号 包括 正弦 波 1、 
正弦 波 2 以 及 两 个 正弦 波 之 差 ; 连接 到 第 二 个 示波器 的 总 线 ， 其 输入 则 包括 正弦 
JE. IESKUR 2 以 及 两 个 正弦 波 之 差 的 积分 。 

6) 添加 两 个 “工作 空间 ”模块 (接收 器 模块 库 ) ， 用 于 将 计算 结果 传送 给 
MATLAB， 以 便 进 行 后 续 计算 。 第 一 个 “工作 空间 ”的 输入 端 连接 两 个 正弦 波 之 
Æ, 第 二 个 则 连接 两 个 正弦 波 之 差 的 积分 。 在 这 两 个 模块 的 模块 参数 中 可 以 设置 
MATLAB 工作 空间 变量 的 变量 名 。 

7) 添加 第 三 个 示波器 ， 显 示 正 弦 波 1 的 输出 信和 号， 作为 参考 。 

完成 所 有 这 些 模块 的 添加 之 后 ， 按 照 以 上 步骤 中 所 指定 的 方式 把 各 个 输入 端 
和 输出 端 连 接 起 来 ， 整 个 模型 如 图 B. 17 所 示 。 图 B. 18 显示 了 3 个 示波器 的 输 
出 结果 。 该 模型 计算 了 略 有 相位 差 的 两 个 正弦 波 信号 之 差 .将 结果 显示 在 Simu- 
link 示波器 上 并 输出 到 MATLAB 工作 空间 的 变量 中 。 

上 述 解 析 表 达 式 的 积分 为 

- 2cos(0. 51) + 2cos(0. 5t + 0. 25) 

仿真 计算 运行 之 后 ，MATLAB 工作 空间 会 出 现 两 个 变量 ，3 个 示波器 上 则 显 
示 大 约 1 到 周期 的 各 个 输出 信号 。 在 实际 计算 机 监视 屏 上 ， 示 波 器 1 和 示波器 2 
的 各 路 输出 曲线 采用 了 不 同 的 颜色 : 黄色 是 总 线 的 第 一 路 输 和 人 信号， 粉色 是 第 二 
路 ， 绿 色 则 是 第 三 路 。 

正如 预计 的 那样 ， 与 两 个 信号 本 身 的 幅 值 相 比 ， 两 个 正弦 波 之 差 很 小 (UL 
图 B. 18 示波器 1 的 第 三 路 信号 ) 。 增 加 信和 号 的 相位 差 ， 则 两 个 信号 之 差 的 幅 值 
会 相应 增 大 ， 读 者 不 妨 试 一 下 。 利 用 输出 到 MATLAB 变量 的 数据 可 以 计算 信号 
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B. 17 ”该 模型 演示 积分 器 、 总 线 以 及 MATLAB 输出 的 用 法 
的 精确 幅 值 和 统计 量 ， 例 如 ， 执 行 MATLAB 指令 


max (difference) 


max (integral) 
可 以 得 到 如 下 结果 : 


>> max (difference) 
ans = 

0.7467 
>> max (integral) 
ans = 

1.6824 
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图 B.18 图 8.17 所 示 模 型 的 3 个 示波器 的 输出 信号 


450 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 





B.4.2 ”微分 方程 组 


在 第 7 章 中 ， 例 7. 2 的 微分 方程 组 是 用 四 阶 龙 格 - 库 塔 法 (BI ode45 求解 器 ) 
求解 的 。 这 里 ， 再 用 这 个 例子 来 演示 一 下 如 何 用 Simulink 仿真 求解 常 微分 方程 
组 。 

例 7.2 模拟 某 种 酶 E 的 酶 促 反 应 。 酶 催化 底 物 5， 通 过 形成 中 间 复 合 物 
ES， 使 底 物 S 转化 为 产物 P。 其 化 学 反应 式 如 下 : 


ky ky 
Sc E«—ES—5P«E 
-1 


题目 要 求 读者 计算 酶 促 反 应 将 99. 9% 底 物 转化 为 产物 所 需要 的 时 间 。 该 化 学 反 
应 的 数学 模型 由 如 下 4 个 微分 方程 组 成 : 

















人 =~ k(S][E] + [ES] ‘Sla = 1.0 
E =- k [S][E] +k LES] + [ES]. [E], = 0.1 
ES = k [S][E] -k [ES] - ILES]. [ES], = 0 
d[P] _ [ps] [P], =0 
dt 
其 中 速率 常数 为 
k, = 0. 1( aM) s” k, =0. 1s” k, = 0. 3s” 


下 面 的 Simulink 仿真 基于 一 种 被 称 为 状态 空间 解法 的 微分 方程 求解 方法 。 对 
于 单个 初始 值 的 ODE 问题 ，Simulink 的 状态 空间 解法 包括 3 部 分 : 一 个 示波器 
用 于 显示 输出 信和 号， 一 个 积分 器 ， 以 及 一 组 计算 微分 方程 的 模块 ( 见 图 B. 19 ) 。 
双击 积分 器 模块 ， 可 以 将 其 初始 值 设 定 为 初始 条 件 所 提供 的 值 。 

本 题目 有 4 个 微分 方程 ， 这 4 个 方程 都 要 建立 各 自 的 状态 空间 解法 模型 ， 其 
中 4 个 “ 子 系统 ”的 计算 结果 经 过 线性 组 合 ， 传 送 给 各 个 积分 器 。 在 第 7 SER 
MATLAB 解法 中 , 用 两 张 图 分 别 显示 了 底 物 与 产物 以 及 酶 与 复合 物 两 对 变量 ; 
这 里 的 Simulink 模型 与 例 7.2 相似 ， 用 两 个 示波器 显示 输出 结果 ， 信 和 号 由 总 线 组 
合 之 后 送 给 各 个 示波器 。 图 B. 20 所 示 就 是 Simulink 的 完整 模型 。 

模型 右 下 方 部 分 用 于 计算 99. 9% 底 物 完成 转化 所 需 的 时 间 ， 它 由 两 个 模块 
组 成 : 一 是 把 [S] 输出 值 与 0. 001 进行 比较 ， 这 是 一 个 常数 比较 模块 〈 逻 辑 和 
位 运算 模块 库 ) ， 一 旦 限定 条 件 达 到 ， 仿真 计 算 就 结束 。 男 一 个 就 是 仿真 终止 模 
块 (接收 器 模块 库 ) ， 它 由 比较 模块 的 布尔 输出 值 控制 。 在 仿真 计算 过 程 中 ， 化 
学 反应 的 时 间 值 被 存 人 名 为 time999 的 MATLAB 工作 空间 的 变量 中 。 仿 真 结 
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Subsystem that computes the derivative  "tegrator Solution output 
using the previous values of the solution 











| 


integrate afE yat 





i a ME To Wetepsce Continue running Stop Simulation 
until 09.9% of the 
subst ste i used 





图 B.20 fil 7. 2 SK fL] Simulink 模型 


时 ， 该 数组 变量 的 最 后 一 个 值 就 是 99. 990 底 物 完成 转化 的 时 间 。 仿 真 结果 与 例 
7.2 相同 。 | 
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B.4.3 PHYSBE 及 其 子 系统 


PHYSBE 是 一 个 人 体循环 系统 的 Simulink 模型 ， 用 于 模拟 血 流 中 氧气 、 营 养 
物质 、 热 量 、 以 及 化 学 示 踪 剂 的 输送 过 程 (MeCleod，1966，1968 ) 。 尽 管 
PHYSBE 的 主要 建 模 工作 早 在 20 世纪 60 年 代 就 已 经 完成 但是， 后 来 用 Simu- 
link 实现 了 模型 的 仿真 之 后 ， 才 使 得 生物 医学 工程 的 教学 和 科研 都 可 以 比较 方便 
地 使 用 这 个 模型 。 作 为 Simulink 在 生物 医学 工程 领域 应 用 的 一 个 实例 ， 下 面 介绍 
PHYSBE 模型 ， 并 以 此 说 明 Simulink 的 子 系统 、 输 入 输出 模块 等 信号 路 由 工具 的 
使 用 方法 。 | 

从 MathWorks 公司 的 MATLAB 中 心 网 站 (www. mathworks. com) 可 以 下 载 
PHYSBE 模型 的 Simulink 实现 例子 ， 如 图 B. 21 所 示 ， 一 共有 8 个 文件 ， 一 起 保 
存在 压缩 文件 physbe. zip 中 。 解 压缩 时 ， 在 MATLAB 工作 目录 中 建立 physbe F 
目录 ， 无 论 用 哪 种 压缩 工具 (WinZip, 7-zip, Windows XP 的 资源 管理 器 、 或 者 
是 Mac OS X 的 Ziplt 等 )， 使 用 给 定 的 路 径 名 就 很 容易 操作 。 


physbe.zip 
— eur 


Fie 7/12/1999 5:01 PM 
MATLAB data file 6/15/1999 3:57 PM 

MATLAB M-file 6/24/1999 3:05 PM 

MATLAB M-file 6/15/1999 4:14 PM 232 
MATLAB M-file 6/15/1999 4:56 PM 351 
MATLAB M-file 5/2/1997 7:23 PM 10,860 
MATLAB M-file 6/24/1999 11:34 AM 4,113 
Simulink model File 6/24/1999 11:47 AM — 170,800 





图 B.21 循环 系统 仿真 器 PHYSBE 的 .m 文件 和 . mdl 文件 
安装 PHYSBE 之 后 ， 进 入 MATLAB， 在 MATLAB 指令 提示 符 下 键入 如 下 指 . 


令 启 动 该 Simulink 模型 ; 


>> cd physbe 
>> physbe 


这 时 ， 会 出 现 5 个 窗口 : PHYSBE 模型 窗 、PHYSBE 控制 中 心 、 监 视 心脏 血 
压 和 心脏 血 容量 的 两 个 示波器 ， 以 及 一 个 选取 式 示波器 。 图 B. 22 所 示 是 最 高 级 
别 的 PHYSBE 循环 系统 模型 ， 由 9 个 子 系统 组 成 ， 另 加 一 个 分 析 子 系统 (AF 
方 ) 。 双 击 子 系统 方 框 ， 可 以 将 其 打开 。 例 如 ， 双 击 标 有 LUNGS 的 子 系统 方 框 
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可 以 查看 肺 模型 ， 该 模型 的 详细 内 容 如 图 B. 23 所 示 。 


physbe 





Scoped Variables 


XF5o, 150> 





«P4, t4> 


«F7o, f70> <P4, t4» 


V20/C20 


Blood Flow (mij sec} 


Rate of Heat 
Dissipation 





图 B.23 PHYSBE 的 肺 模型 (是 整个 模型 中 的 一 个 子 系统 ， 其 输入 为 P2i 和 < Flo, 
‘ do»; 输出 为 V2i、V2o、P2o 以 及 <P2o, Qo») 


454 数值 方法 在 生物 医学 工程 中 的 应 用 








图 B. 23 的 Simulink 肺 模 型 是 子 系统 的 一 个 例子 。 该 子 系统 本 身 就 是 一 个 
Simulink 模型 ， 具 有 输入 输出 等 信号 以 及 各 种 函数 ， 可 以 在 该 子 系统 内 以 及 整个 
系统 的 其 他 子 系统 之 间 交 换 信 息 。 如 果 要 在 模型 中 加 入 一 个 子 系统 ， 只 要 添加 一 
个 子 系统 模块 〈 端 口 和 子 系统 模块 库 ) 即 可 ， 双 击 该 子 系统 模块 ， 可 以 新 开 一 
个 显示 该 子 系统 内 容 的 Simulink 模型 窗 。 如 图 B. 24 所 示 ， 新 建 子 系统 的 初始 结 
构 只 有 一 个 从 输入 到 输出 的 连接 线 。 先 删除 这 个 连接 线 ， 再 添加 所 需要 的 模块 ， 
就 可 以 建立 子 系统 。Simulink 的 端口 和 子 系统 模块 库 中 还 有 包含 详细 结构 的 子 系 
统 实例 模块 ， 可 以 直接 添加 到 模型 中 。 


File Edt View Simulation Format Tools Help 


(Oia Hé :-5enm-c»sfe Baas 




















LA 





图 B. 24 新 建 的 子 系统 模型 : (上 图 ) 打开 之 后 只 有 输入 到 输出 的 一 条 连接 线 (下 图 ) 
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McCleod 的 原始 论文 (MeCleod, 1966, 1968) 以 及 MathWorks 公司 的 
PHYSBE 网 站 上 都 有 关于 PHYSBE 模型 参数 的 解释 。 各 子 系 统 之 间 的 信号 传输 线 
用 一 个 或 者 多 个 参数 名 标 出 ， 信 号 线 标签 用 尖 括 号 表示 ， 如: «Bn (i/o), Hn 
(i/o) > ， 其 中 第 一 个 参数 B 是 血 流 参数 ， 第 二 个 参数 H 是 热流 参数 。 尖 括号 
用 于 表示 这 些 参 数 是 由 总 线 传输 的 ， 总 线 把 两 个 信号 组 合成 一 个 输出 ， 传 输 到 下 
一 个 模块 的 输入 端 时 信和 号 又 被 分 开 ， 这 种 信号 的 输入 输出 用 图 B. 24 所 示 的 子 系 
统 的 输入 、 输 出 模块 实现 。 

例如 : 图 B. 22 中 的 “RIGHT HEART” 的 输出 是 包含 输出 流速 和 输出 温度 
两 个 信号 «Flo, tlo > 的 总 线 ， 这 两 个 信号 在 肺 模型 LUNGS 中 被 分 开 ， 分 别 命 
名 为 F2i 和 ti， 也 就 是 进入 LUNGS 模型 的 血 流速 度 和 热流 温度 。 信 号 接收 方 的 
数字 是 指 LUNGS 在 PHYSBE 控制 中 心 所 处 的 行 ( 见 图 B.25), BD F2i 指 进 入 
LUNGS 的 流速 。PHYSBE 控制 中 心 是 一 个 用 GUIDE 设计 和 开发 的 图 形 化 用 户 界 
面 。GUIDE 作为 用 户 界面 编辑 器 是 MATLAB 的 一 个 组 成 部 分 ， 是 创建 复杂 模型 
用 户 界面 的 功能 强大 的 工具 ， 其 使 用 方法 本 书 不 做 介绍 。 


| 00128 | 
| 01428 | 


poo ES 





图 B.25 PHYSBE 的 控制 中 心 〈 可 以 在 执行 仿真 之 前 修改 和 设置 其 中 的 参数 ) 


每 个 PHYSBE 子 系统 都 是 自 左 向 右 处 理 信 号 流 。 例 如 : 图 B.23 的 LUNGS 
FRAT, WA !1 的 圆圈 所 表示 的 输入 是 包含 Flo tlo 两 个 模型 参数 的 总 线 。 
输出 则 在 右边 ， 用 了 一 个 包含 P2o 和 2o 信号 的 总 线 。 另 外 ， 还 用 了 输入 输出 模 
块 (From, Goto) 在 子 系统 之 间 传 送 其 他 信号 ,例如 ， 肺 的 血压 P2i 用 输出 模块 
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送 给 了 右 心 模 型 ， 即 在 LUNGS 子 系 统 中 用 了 一 个 Goto 模块 ,在 RIGHT HEART 
子 系统 中 用 了 一 个 From 模块 。 

与 其 他 Simulink 模型 一 样 ， 通 过 仿真 下 拉 菜 单 或 者 在 键盘 上 键 人 Ctrl-T， 可 以 
运行 PHYSBE 模型 ， 如 图 B. 26 所 示 为 使 用 预定 参数 运行 仿真 之 后 ， 在 标记 为 心脏 
IEE (Heart Pressure) 和 心脏 容量 (Heart Volume) 两 个 示波器 中 输出 的 结果 。 





图 B.26 显示 在 Heart Pressure (上 图 ) 和 Heart Volume (下 图 ) 
两 个 示波器 中 的 PHYSBE 输出 结果 (仿真 时 没有 改动 任何 预定 参数 ) 
在 PHYSBE 模型 的 分 析 子 系统 中 可 以 看 到 这 两 个 示波器 的 输入 ，Heart Pres- 
sure 示波器 的 输入 是 Pl1 和 P3, Heart Volume 示波器 的 输入 是 Yl 和 YV3，4 个 信 
号 分 别 来 自 于 RIGHT HEART fii LEFT HEART 两 个 子 系统 。 
PHYSBE 还 有 一 个 选取 式 示波器 ， 可 以 显示 多 路 信号 ， 但 与 Heart Pressure 
和 Heart Volume 两 个 示波器 不 同 ， 它 不 使 用 总 线 。 选 取 式 示波器 的 用 法 是 : 同时 
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打开 示波器 和 信号 选择 器 ， 选 中 要 显示 信号 左边 的 小 方块 ， 就 可 以 在 示波器 中 显 
示 该 信号 。 图 B. 27 显示 了 这 两 个 窗口 ， 信 号 选择 器 有 两 个 界面 ， 分 别 列 出 了 各 
个 子 系统 以 及 其 中 包含 的 信号 。 













pe 










[^ Lungs 

AT (F2i-F2) [^ 10-200 r ra 
F- Bj aorta Tr ainoo — I !c:n2i0 [^ P2i-P20 
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f cmm Heart At F20 [^ integrate3 r^ vii 
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图 B.27 PHYSBE 的 选取 式 示波器 (上 图 ) 及 其 信号 选择 器 (下 图 ) 


例如 ， 假 设 要 在 同一 个 选取 式 示波器 中 显示 头 部 (HEAD) 血压 P6、 右 心 
ME (RIGHT HEART) 血压 Pl 以 及 腿 部 《LEGS) 血压 P8， 则 打开 选取 式 示波器 
及 其 信号 选择 器 ， 依 次 选 定 这 3 个 子 系统 中 的 这 些 血压 信号 ， 然 后 关闭 信号 选择 
器 ， 运 行 仿真 ， 就 可 以 得 到 图 B. 28 所 示 的 选取 式 示波器 的 输出 结果 。 

信号 选择 器 的 左边 是 子 系统 模型 列表 ， 右 边 是 被 选中 子 系统 包含 的 信号 ， 其 
中 的 F2 信号 已 被 选中 。 

可 见 ， 躯 干 血压 较 高 ， 并 且 它 比 头 部 和 腿 部 的 血压 要 平稳 。 

本 附录 的 目的 是 介绍 Simulink 模型 的 各 个 组 成 部 分 ， 阐 明 仿真 心血 管 循环 系 
统 之 类 复杂 问题 的 基本 要 素 。 读 者 可 以 阅读 第 10 章 的 实例 ， 了 解 如 何 应 用 
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T 





图 B.28 在 PHYSBE 选取 式 示波器 上 显示 3 个 血压 信号 : 头 部 血压 
P6 (GEZE), 、 躯 干 血 庄 P7” (虚线 ) 以 及 腿 部 血压 P8 ( 实 线 ) 


PHYSBE 模型 模拟 心血 管 系统 的 各 种 病理 。 
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O ”原文 这 里 的 PT 与 正文 中 所 述 了 1 不 相符 合 。 一 一 详 者 注 


附录 C 线性 代数 及 其 相关 的 MATLAB 指令 


C.1 和 矩阵 和 矢量 的 运算 


下 面 这 个 矩阵 4 是 一 个 元 素 按照 行 和 列 排列 的 《m xn) 数组 : 


Gu do CU Qin 
A Gg d» "7" ED, 
a ml Gy? Ut Q mn 


在 MATLAB F, FARASI, ARZAMAS, BD 


>> B=[1, 3,5;2,0,4; 1, 5, 6] 


B= 
1 3 5 

2 0 4 

5 6 


AREBUXE (trace) 是 方 阵 主 对 角 线 上 元 素 之 和 。MATLAB 的 求 迹 指令 是 


>> trace (B) 


ans =7 
FLA n SoC RAY GE RP A n 维 列 矢量 ， 如 : 


>> x=[1; 3; 5; 2; 0] 


x= 


ON oO U FE 


具有 n 个 元 素 的 单行 矩阵 则 被 称 为 7 维 行 矢量 ， 如 : 
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>> y-[5, 6, 7, 8, 9 | 


y= 
5 6 7 8 9 


有 具有 相同 行 数 和 列 数 的 矩阵 可 以 进行 矩阵 的 加 减 运算 。 
ARABIE 4 的 列 数 与 矩阵 BB 的 行 数 相等 ， 则 4 和 召 之 间 可 以 进行 矩阵 的 乘 
法 运算 。 如 有 果 这 个 条 件 满足 ， 称 矩阵 4 和 和 矩阵 B 是 一 致 的 。(m xn) 的 矩阵 4 
与 (nxp) WIER B 相 乘 ,结果 是 具有 m 行 和 p 列 的 (m xp) BRE, 3n: 
[4 Ql ag b, b. 
AB = Gy an az |^ 3 
Qj Ay 053 
ay Ap Ay 
(4 x3) (3 x2) 
| (aub, + agb, + Gby) (arbo abs + anb) 


(a4 b, + anba; + ab; ) (a5 b, + ab, + x34) ) 





(anbi + ayb + agb) (ab + anba + aub) 
| aub, + apb + agb) (ap + apbn + agb.) 
(4 x2) 
矩阵 的 乘法 运算 是 不 可 交换 的 ， 也 就 是 4B BA。 要 注意 ， 两 个 矩阵 对 应 因素 之 
间 的 相 乘 用 “. * ”运算 符号 表示 ， 即 
al ap b, by aub, Gb 
Lbs unl | 
矩阵 4 的 转 置 4 定义 为 A 的 行 与 列 的 交换 ， 在 MATLAB 中 表示 为 4'。 如 果 4 
=A", WA EXPRE. 
对 角 线 上 的 元 素 均 为 1， 其 余 元 素 均 为 0 的 矩阵 称 为 单位 矩阵 ， 单 位 矩阵 总 
是 对 称 方 阵 。 例 如 ，(3 x3) 阶 单位 矩阵 为 


1 0 0 
NEP 
0 0 I 


MATLAB 函数 eye (n) 返回 的 就 是 一 个 (nxn) 阶 单位 矩阵 。 如 : 


A. +B =| 


Q4 An Gb Anby 


>> eye (3) 
ans = 
1 0 0 
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矩阵 4 ARBRE 4 : ， 是 与 矩阵 A dEEULUGS BT LAS SA ER TE, B 
AA" = 了 

如 果 和 矩阵 4 是 方 阵 ， 并 且 是 非 奇异 的 ， 也 就 是 第 阵 行 列 式 的 值 不 为 0， 则 4 Mit 

矩阵 存在 。 用 以 下 MATLAB 指令 可 以 方便 地 计算 和 矩阵 行列 式 的 值 ， 检 验 和 矩阵 B 

是 否 是 非 奇 异 的 : 


>> B=[1,3,5;2,0,4; 1,5,6] 


B= 
1 3 5 
2 0 4 
1 5 6 
>> det (B) 
ans = 
6 


同样 ， 用 MATLAB 指令 也 很 容易 计算 矩阵 的 着， 上 面 这 个 矩阵 如 mary 


>> inv (B) 
ans = 
-3.3333 1.1667 2.0000 
-1.3333 0.1667 1.0000 
1.6667 -0.3333 -1.0000 


两 个 矩阵 相 除 ， 即 4 BREA B, THERA 与 矩阵 召 之 闭 的 乘积 ， 即 A/B = 
AB“'。 而 左 除 A4\ B 则 等 于 4B。 还 要 注意 ， 两 个 矩阵 乘积 之 道 等 于 两 个 矩阵 
DIRIR, B 

(AB)" = B'A™ 

JERE A 的 秩 定义 为 4 "PESCKU AE AT ETT EY TK. (RHEE A AY (mxn) 
AREE, HoBnem, MRA 中 最 大 的 子 方 阵 (mxm) 是 非 奇 异 的 ， 也 就 是 
(mxm) 行列 式 非 0， 则 4 的 秩 就 是 m。 可 以 用 MATLAB 指令 rank. (A) SRE 
阵 的 秩 ， 如 : 


>> A-[ 1,2,1,0; 1,0,0,1; 2,1,0,1] 
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A= 
1 2 1 0 
1 0 0 1 
2 1 0 1 
>> rank (A) 
ans = 
3 


每 个 方 阵 都 有 被 称 为 特征 值 的 标量 参数 ， 并 且 每 个 特征 值 有 其 对 应 的 矢量 ， 
PAPER. WRU Sst oe, MEA 就 有 特征 值 A 和 特征 矢量 x: 
Ax = Ax 
此 式 也 可 以 表示 为 
(A -AI)x =0 
要 找 出 矩阵 A 的 特征 值 A 及 其 对 应 的 特征 矢量 x 就 需要 求解 这 个 齐 次 方程 
2, (A -AZ) 被 称 为 特征 矩阵， 如 果 该 矩阵 行列 式 的 值 为 0， 则 齐 次 方程 组 具 
有 非 平 凡 解 。 例 如 ， 有 如 下 (2x2) WFA 
1 0 
4=| |] 
如 果 其 特征 和 矩阵 行列 式 的 值 为 0， 有 
上 一 从 0 
1 | 一 
在 MATLAB 中 用 eig (A) 就 可 以 求 得 和 A 的 值 ， 可 以 将 特征 值 组 成 的 输出 矢量 赋 
给 一 个 变量 ， 如 m =eig (A). 
指令 [Z, D] =eig (A) 生成 一 个 特征 值 构成 的 对 角 和 矩阵 D 和 一 个 全 矩阵 
Z, Z 中 的 列 就 是 相应 的 特征 矢量 ， 例 如 : 


Mn | 





-(1-A) 202A, =1,A, =1 
À 





>> B 

B= 
1 3 2 
2 0 4 
1 5 6 
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-2.3944 
>> [Z, D] =eig (B) 


Z= 

0.5587 0.8176 0.0067 

0.4136 0.3791 -0.8595 

0.7189 -0.4334 0.5111 

9.6540 0 0 
0 -0.2596 0 
0 0 -2.3944 

C.2 EES 











FERE A 的 LU 分 解 就 是 找 出 一 个 下 三 角形 矩阵 工 和 一 个 上 三 角形 矩阵 UU 使 
得 4 =LU， 也 就 是 LU =A, Bj 
h, 0 Ou, up üg 94, 0 G5 
b by Of], 0 ux» a = l^ az s 
ly dy 012-0 0 us Q5 93 

Pi st AL AOR A L A U 1537534. 

1. 利用 高 斯 消 元 法 求 工 和 乙 矩阵 

利用 第 4 章 介绍 的 基本 高 斯 消 元 法 可 将 原始 矩阵 4 转化 为 上 三 角形 矩阵 U。 
同时 ， 用 如 下 所 示 的 算法 ， 将 单位 矩阵 适当 位 置 上 的 元 素 值 设 定 为 高 斯 消 元 法 中 
的 乘 数 的 负 值 ， 就 可 以 构建 出 对 角 线 元 素 为 1 的 下 三 角形 和 矩阵。 其 算法 为 


输入 
A ta AY (nxn) EE 
n A 的 维 数 

初始 化 
L-I (nxn) 单位 矩阵 
U=A 
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For k=1 ton-1 
Fori=k +l ton PRE U SS kT ZS BE ERE 
m(i,k) =- UCi,k)/UCK,k) 
For j=k ton 转化 第 i 行 
Uli j) = U(i,j) + m(i,k) * U(k,j) 


End 
L(i,k) =- m(i,k) 更 新 工 矩 阵 
End 
End 
L 所 求 得 的 下 三 角形 矩阵 
U 所 求 得 的 上 三 角形 矩阵 


除了 高 斯 消 元 法 之 外 ， 另 外 还 有 两 种 直接 LU 分 解 方法 ， 一 种 是 Doolittle 分 
解法 ， 其 矩阵 工 的 对 角 线 元 素 为 1; 田 一 种 是 对 称 和 矩阵 的 Cholesky 分 解 ， 其 上 三 
角形 矩阵 上 为 下 三 角形 矩阵 上 的 转 置 。 

2. Doolittle 分 解 

假设 有 (3 x3) MMA, RIL UM, AML 的 对 角 线 元 素 为 1， 
即 

L U = A 


1 O Ou, us ug à, ap äg 
Ç 1 | 0 uy a ^ An Ay 
lL, ly 1290 0 a Q4 Ay G5, 

首先 ， 第 一 步 可 以 得 到 ul san, FORE U ATM LR IRRI 
素 ; 第 二 步 求 取 u,,， 并 求 得 品 第 二 行 和 工 第 二 列 的 其 余 因 素 ; 如 此 进行 下 去 ， 
就 可 以 得 到 U 和 工 的 所 有 元 素 。 以 下 是 该 算法 的 总 结 ， 其 中 MATLAB 的 冒号 
“:” 用 于 表示 行 和 列 。 





输入 
A 需 分 解 的 (n xn) ERE 
n 4 的 维 数 
初始 化 
U =zero (n) U 初始 化 为 (n xn) WERE 
L=1 (n) L 初始 化 为 单位 矩阵 
运算 


For k=1 ton 
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U(k,k) = A(k,k) -L(k,i:k - 1) * U(1:k - 1,7) 
For j=k+1 ton 

U(k,j) = ACk,j) ~ L(k,1Y:k - 1) * U(1:;k - 1,7) 

L(j,k) = (AQ,k) -LG,1:k - 1) x UCL sk —- 1,k) )/U(k,k) 
End 


3. Cholesky 分 解 

AURAREE 4 HITER, ABA Cholesky 分 解 是 一 种 方便 的 LU 分 解 方法 ， 其 
上 三 角形 矩阵 UU 为 下 三 角形 矩阵 工 的 转 置 矩 阵 ， 也 就 是 4 =LL", Cholesky 分 解 
的 基本 步 又 概 括 如 下 : 


输入 
A (nxn) XHERABEE, BD.A =A™ 
n A 的 维 数 
初始 化 
L-I (n) (nxn) 单位 矩阵 
运算 
For k=1 ton 
x = L(k,1:k -1) LEER k ATA 1 - k - 1j 
L(k,k) = AC, K) = xx" 
For j=k+1 ton 
y = L(j,1:k - 1) L BEER j 行 的 第 1 - k — 1 列 
END 
END 
转 置 
U-L 


MATLAB 有 几 条 很 方便 的 LU 分 解 指令 。 函 数 lu. 可 用 于 方 阵 4 的 LU 分 解 ， 
该 函数 的 调用 [L, U] =u (A) 返回 上 三 角形 矩阵 UU 以 及 下 三 角形 矩阵 工 ， 
使 得 4=LU。 例如 : 


>> a2[4,12,8,4;1,6,25,9;2,9,30,30;3,11,20,18] 
a= 


4 12 8 4 
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11 20 18 


>> 
>>[L,U] =1u (a) 


L= 
1.0000 Q 0 0 
0.2500 1.0000 0 0 
0.5000 1.0000 1.0000 0 
0.7500 0.6667 -0.4444 1.0000 
U= 


4.0000 12.0000 8.0000 4.0000 
0 3.0000 23.0000 8.0000 
0 0 3.0000 20.0000 
0 0 0 18.5556 


Cholesky 分 解 的 MATLAB 函数 是 chol, h FERRIERE A ERM, AUT 
所 示 ， 该 函数 只 使 用 矩阵 4 的 对 角 线 元 素 和 上 三 角 部 分 的 元 素 。 要 注意 ，Chol- 
esky 分 解 只 适用 于 正定 矩阵 ， 如 果 对 称 矩 阵 A ME x"Ax >0， 则 A 为 正定 矩阵 ， 
A 的 所 有 特征 值 为 正 ， 对 角 线 上 所 有 元 素 也 为 正 。 一 般 ， 如 果 和 矩阵 4 是 非 奇 异 
的 、 对 角 占 优 的 (|as| > ^ la D ， 并且， 对 角 线 上 的 元 素 都 为 正 ( 即 » 0, 


i = 1,...,n)，, BAA 为 正定 矩阵 。 例 如 : 


>> A=[1,4,5;4,20,40;5,40,128] 


A= 
1 4 5 
20 40 
5 40 128 
>> 
>> chol (A) 
ans = 


1.0000 4.0000 5.0000 
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0 2.0000 10.0000 
0 0 1.7321 


有 关 线 性 代数 部 分 内 容 的 简单 复习 就 到 此 为 止 。 线 性 代数 方面 的 教科 书 非常 
多 ,我 们 鼓励 有 兴趣 的 同学 自学 更 多 的 内 容 。 


附录 D 微分 方程 的 解析 解 


本 附录 概述 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 解析 解 的 求法 ， 并 不 是 对 这 些 求解 方法 
进行 完整 的 论述 ， 只 是 一 个 方便 学 生 学 习 的 简明 回顾 。 我 们 假定 同学 们 已 经 学 过 
微 积分 课程 中 的 常 微分 方程 ， 那 门 课程 对 于 常 微分 方程 解析 解 的 求法 有 详细 论 
yh. 人 但是， 本科 生 对 于 偏 微分 方程 的 求解 可 能 还 比较 陌生 ， 同 学 们 最 好 学 习 一 下 
本 附件 的 内 容 。 有 关 这 些 内 容 的 详细 论述 请 参阅 Boyce 和 DePrima (2001), 
ONeil (2003) 以 及 Zi 和 Cullen (2000) 等 人 的 著作 。 

本 附录 中 的 每 种 方法 都 有 举例 说 明 ， 可 能 的 话 ， 还 使 用 MATLAB 的 符号 数 
学 工具 箱 (Symbolic Math Toolbox) 进行 求解 ， 使 同学 们 有 机 会 练习 使 用 MAT- 
LAB 的 符号 逻辑 功能 。 


D.1 一 阶 常 微 分 方程 


一 阶 常 微分 方程 的 标准 形式 为 
M(t,y)dt + N(t,y)dy 20 (D. 1) 





也 可 以 表示 为 
V =- f(y) (D.2) 


在 下 面 的 论述 中 ， 这 两 种 形式 都 会 用 到 。 本 附录 以 及 本 书 的 其 他 部 分 都 用 符 
Sy 表示 常 微分 方程 的 因 变量 ， 用 t 表示 自 变 量 。 不 过 ， 如 果 需 要 的 话 ， 例 如 自 
变量 表示 的 是 空间 信息 而 不 是 时 间 ， 那 么 也 用 符号 * 表示 自 变量 。 

D.1.1 变量 可 分 离 的 微分 方程 
如 果 方程 (D.2) PHRAS G, y) 可 以 写 为 





fG,y) = gO)hCy) (D.3) 
AP g 0) 一 一 的 函数 ; 
h (y) y 的 函数 。 
则 微分 方程 
D — g()h(y) (D.4) 
dt 


具有 可 以 分 离 的 变量 。 这 种 方程 的 求解 是 先 把 方程 化 为 
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dy 
hy) = g(1)dt 5) 
再 两 边 求 积 分 
dy 
ho) 7 feat (D. 6) 
例如 ， 对 于 以 下 简单 的 线性 微分 方程 
dy 
P = Ay (D.7) 
分 离 变量 并 积分 ， 可 得 
dy _ 
i» = fad (D.8) 


lny = At + Inc 
为 了 简化 最 终 解 的 形式 ， 这 里 的 积分 常数 用 了 对 数 的 形式 。 对 上 式 两 边 进行 指数 
运算 ， 可 得 最 终 解 的 形式 为 : 
y = ce" (D. 9) 
下 面 将 会 看 到 ， 这 种 形式 的 解 还 可 能 成 为 其 他 微分 方程 的 解 。 


例 D.1 求解 微分 方程 








dy _ y 
de ltt 
解 : 
分 离 变 量 并 两 边 求 积 分 ， 有 
jes 
y ] «4t 
得 到 解 
In(y) = ln(1 +£) + In(c) 
两 边 求 指数 ， 并 简化 解 的 形式 ， 有 
y=c(l +t) 
MATLAB 的 求解 指令 为 
>> Y=dsolve ('Dy=y/(1+t)") 
Y=Cl * (1 +t) 
D.1.2 RAE 


如 果 方 程 (D.1) 中 的 MK (t, y) TEN G, y) ERAH RKA WK 
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数 ， 则 变换 两 个 变量 中 的 一 个 变量 ， 如 y = vi ， 就 可 以 将 方程 化 为 变量 可 分 离 型 
的 方程 。 

当 且 仅 当 fmi,my) = miy) 时 On ARR), BBS Cy) 才 是 上 和 y 的 
次 方 齐 次 函数 。 

例 D,2 解 微分 方程 

(P -ty +y )dt - tydy = 0 
fet : 
将 y EPA ve, UI 
(P -tv e Ov) dt - Pv(vdt + idv) =0 
ERU C, EX 
(1 ~v +°)dt - v(vdt * tdv) = 0 

重 排 式 中 各 项 并 分 离 变 量 ， 有 


di vdv 
— 





~ 

e 
| 

= 


由 于 








微分 方程 可 以 化 为 





—]e = 0 


得 到 解 (为 了 与 MATLAB 的 常数 选择 一 致 ， 积 分 常数 取 为 -ci) 
lnt +v +ln(v-1) =-€¢, 
简化 为 
ti(v—-1l)e =e" 
代 回 原始 变量 >， 则 
(een 
此 解 中 y 是 隐 式 的 。 我 们 再 用 如 下 MATLAB 的 solve 38 45K y 的 显 式 解 : 


>> YY =solve('t * (y/t-1) *exp(y/t) =exp(-cl)', 'y') 
YY = 
(lambertw(1/t*exp(-cl-1)) +1) *t 


也 可 以 用 MATLAB 指令 直接 求解 微分 方程 ， 则 
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>> Y-dsolve('t*y*Dy-(t^2-t*ycty^2)') 

Y= 

t +exp( - lambertw(1/exp (Cl) *exp(-1)/t) -Cl-1) 
>> simplify (Y) 

ans = 

(lambertw(1/t * exp(-Cl-1)) +1) *t 


以 上 两 种 方法 得 到 的 两 个 解 相同 。y 的 显 式 解 中 用 到 了 Lambert-W PREX, 1% PARK 
的 定义 为 w =lambertw (x) ， 是 方程 w* exp (w) =x 的 解 。 


D.1.3 ”全 微分 方程 


如 果 存 在 函数 F(t,y) = c ， 其 全 微分 正好 等 于 M(t,y) dt + N(t,y)dy ， 那 
4, 方程 (D.1) 就 是 一 个 全 微分 方程 。 这 时 ， 以 下 关系 式 成 立 ; 
aM _ ƏN 


»^u (D. 10) 
并 且 
oF 
= MU) (D. 11) 
oF - N(t,y) (D. 12) 
oy 
全 微分 方程 (D. 1) 的 解 就 是 尸 ， 可 以 通过 方程 (D.11) 对 + 的 积分 
F(t,y) = [Mat + hy) (D. 13) 
以 及 方程 (D. 12) 对 y 的 积分 
F(t,y) = [Này + g(t) (D. 14) 


求 得 下 的 解 。 其 中 , h(y) 和 g(t) 可 以 通过 比较 (D.13) 和 (D.14) 两 式 来 确 
定 。 
例 D.3 求解 微分 方程 
3t(ty - 2)dt + (P +2y)dy = 0 
解 : 
首先 验证 这 是 一 个 全 微分 方程 : 


oM 2 oN 
— =3f = 一 
oy at 
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利用 式 (D. 11) MA (D.12), ， 有 : 


F 

ar = M = 3t(ty -2) 
ot 

F 

oF =N=ť 4+2y 
ay 


利用 式 (D.13) 和 式 (D.14) 可 以 求解 此 全 微分 方程 ， 即 将 以 上 第 一 个 等 式 对 
1 求 积 分 ， 第 二 个 等 式 对 y 求 积分 ， 得 到 : 

F=ty -3t? +h(y) 

F=ty+y + g(t) 
要 使 这 两 个 方程 式 的 右边 相等 ， 必 须 有 


h(y) = Y 
g(t) =-3¢ 
FE, BER F H 
F =řy-3r +y 
微分 方程 的 解 就 是 
Py -3¢ +y 2c 
下 面 用 MATLAB 指令 求解 : 


>> y=dsolve('Dy=3*t* (t* y-2)/(t*3+2*y)') 


Warning: Explicit solution could not be found. 
ATL, MATLAB 不 能 求 得 该 方程 的 显 式 解 。 
D.1.4 ”线性 微分 方程 和 积分 因子 


以 下 方程 是 一 个 线性 非 齐 次 常 微分 方程 (有 关 常 微分 方程 的 完整 定义 请 参 
UL 7.2 45) 


D e PCy = f(t) (D. 15) 
要 求解 该 微分 方程 ， 将 等 式 两 边 同 乘 以 积分 因子 
[eot] 
得 到 
[Pode M + el" PCL) y - POUF) (D. 16) 
t 


此 式 左 边 是 [el V] ate 的 求 导 ， 因 此 有 
Sperm] MOLIS (D. 17) 
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将 此 式 两 边 求 积分 ， 可 得 
ePOty = c+ [elt Co) di (D. 18) 

重 排 此 式 ， 得 到 方程 的 解 
y = ce POY + e fro el fC) di (D. 19) 


z -ty=te 
解 : 
先 求 积分 因子 
eo = er = e 
用 此 积分 因子 乘 以 微分 方程 的 两 边 ， 可 得 
e^ dy -e Py = ere! 
di 


注意 ， 该 等 式 左边 是 ley] 的 导数 ， 因 此 有 
ey] = ee’ fore 
ER OR ARS 


-R3 -13/33 1 


„e ‘y set fe ted 
X 
KERAHE e, H 
y= ce? 十 [feed 


利用 分 部 积分 法 (udv = uo - fodu) 求 该 积分 ， 可 得 方程 的 解 : 


3 
y = ce? + te! -te + 6te’ — 6e 


下 面 用 MATLAB 指令 求解 该 微分 方程 : 


>> dsolve (‘Dy ~t*2 * y=t%*3 * exp(t)') 


ans = 


(Int (t*3 x exp ((1 -1/3 *t*2) *t),t) +C1) * exp (1/3 * t^3) 


结果 就 是 
y = ce? + [eea 


进一步 求解 ， 需 要 用 以 下 指令 分 离 常 数 项 ， 并 求 积分 : 
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>>syms t CL 

>> Int (t*3 * exp ((1 -1/3 * t^2) * t) * exp (1/3 * t^3)) + Cl * exp 
(1/3 * t^3) 

ans = 

t*3 *exp(t) -3* t^2 * exp(t) +6* t* exp(t) -6* exp(t) +Cl * exp 
(1/3 * t^3) 





BY GL, MATLAB 的 解 与 前 面 得 到 的 解析 解 相同 。 
D.1.5” 非 线性 微分 方程 和 积分 因子 
如 下 伯 努 利 方程 (Bemoulli Equation) 是 非 线性 非 齐 次 常 微分 方程 : 


Ss Py =f Qs" (D.20) 
其 路 1。 用 适当 的 变量 代 换 可 以 将 此 方程 化 为 《D.15) 形式 的 线性 方程 ， 然 
后 可 以 利用 积分 因子 求解 。 
为 了 确定 变量 代 换 式 ， 先 将 式 〈D. 20) MARLA y” 
y" e Ply = f() (D.21) 
HX. y “的 微分 为 (1 -n) y", BD 
dy")  ,, dx 
Ua (1-n)y a ( D. 22) 
用 以 下 变换 
z= y™ ( D. 23) 
简化 〈D. 22) 方程 ， 得 到 
和 o yen AY 
d -(l1-n)y di ( D. 24) 
并 用 这 个 代 换 式 ， 将 伯 努 利 方程 化 为 
1 dz B 
(JH + P@: = f(t) (D. 25) 


可 见 ， 这 就 是 方程 (D.15) 的 形式 ， 可 以 用 D. 1.4 节 的 积分 因子 的 方法 求解 。 
D.2 高 阶 常 微分 方程 


n 阶 线性 常 微分 方程 的 通 式 可 以 表示 为 
b(t) X e, (1) E ea.) X ea (e)y = RO) (D.26) 
di" di^ dt 
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WRR) = 0 ， 则 方程 为 齐 次 方程 。 如 果 R(t) 关 0 ， 则 为 非 齐 次 方程 。 系 数 
lb |i = n,…,1| 为 上 的 函数 时 ， 称 为 变 系数 ;为 常量 时 ， 则 称 为 常 系数 。 如 果 
方程 中 自 变量 不 显 式 出 现 ， 则 微分 方程 是 自治 的 。 
D.2.1 常 系数 齐 次 线性 微分 方程 

如 下 是 三 阶 齐 次 线性 自治 微分 方程 





d'y , dy ,dy 
b p the ae tb gt boy = 0 (D. 27) 
该 方程 可 以 写成 微分 算 子 D 的 形式 
b,D'y + b,D’y + b,Dy + boy 20 (D. 28) 
d 
其 中 , D= 0. APY RER SUUS, WU ER HR 
(D + b,D' + b,D +b,)y = 0 (D. 29) 


括号 中 的 项 是 微分 算 子 的 线性 组 合 ， 整 个 可 以 看 作 是 对 y 运算 的 一 个 微分 算 子 。 
要 使 式 (D.29) 对 任意 的 y 值 都 成 立 ， 则 括号 中 的 项 必须 等 于 0， 即 
(bD? & b,D! +b,D +b) =0 (D. 30) 
该 式 称 为 微分 方程 的 特征 方程 ， 这 是 一 个 次 多 项 式 (此 例 中 n=3) 有 个 根 
(AAAs) 。 这 些 根 称 为 特征 根 ， 可 以 是 互 异 的 实 根 、 重 实 根 、 复 数 根 、 或 者 
这 些 不 同形 式 根 的 组 合 。 复 数 根 总 是 以 共 恩 对 的 形式 出 现 。 
如 果 是 互 异 的 实 根 ， 即 A, A*A AIF (D.9) 解 的 形式 ， 可 以 用 这 些 
根 构建 微分 方程 的 解 
= ce" + ee” + Ce (D. 31) 
每 个 特征 根 构成 的 那 部 分 解 称 为 特征 函数 。 
WRAEK, BA, =A, 4A;,, WRT 
y = c,e^" + ete” c, e^ (D. 32) 
如 果 是 一 对 复数 根 和 一 个 实 根 ， 即 
A, =a+ Pi, A, =a-Bi, A, = RMR, HPi=/-1 
则 解 为 
y = ce + CeO! 十 ese (D. 33) 
利用 欧 拉 恒等式 
e"? = e*(cosg + ising) 
e"? = e*(cosB — ising) (D. 34) 
可 将 式 (D.33) 转化 为 
y = cye“cos(Bt) + c;e"sin(Bt) + c,e^ (D. 35) 
其 中 两 个 新 的 系数 为 
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C4 = € + 6, 
cs = ilc ~ 6$) 


$4 D.5 求 如 下 微分 方程 的 解 





dy 9dy 6% 4, = 0 
de dr dt 
解 : 
引入 微分 算 子 
Dy -9D'y +26Dy -24y =0 
得 到 特征 方程 
(D? -9D +26D -24) =0 
因 式 分 解 求 其 根 


(D-2)(D-4)(D-3)=0 
因此 ， 该 特征 方程 的 根 为 


解 的 构成 如 下 

y = ce" 4 ce" + ce 
将 此 解 代 入 原 微分 方程 可 以 验证 其 正确 性 。 
下 面 用 MATLAB 指令 求解 


>> Y =dsolve ('D3y -9 * D2y +26* Dy -24* y=0') 
Y= 
Cl * exp (2 * t) +C2 * exp (4 * t) +C3 * exp (3 * t) 


如 果 给 定 微分 方程 的 初始 条 件 ， 就 可 以 求 得 积分 常数。 例如 , y(0) =1, 2 = 


0 

d uk OMBRE STA eb op ty Pes 
2, a = 3 ， 则 用 MATLAB 指令 ， 通 过 代数 运算 就 可 以 求 得 积分 常数 
t lo 

>> Y =dsolve ('D3y -9 * D2y +26 * Dy-24*y=0','y(0) =1','Dy(0) 
=2', 'D2y (0) =3') 

Y= 

1/2 *exp(2*t) -1/2 *exp(4*t) +exp(3 * t) 


D.2.2” 常 系数 非 齐 次 线性 微分 方程 
如 下 方程 是 非 齐 次 常 微分 方程 : 
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d'y dy 
- -24y =e . 
"E d + 26 di 24y =e ( D. 36) 
这 类 方程 的 解 由 一 个 通 解 和 一 个 特 解 组 成 : 
y=y¥ 十 入 (D. 37) 
通 解 是 与 (D. 36) 方程 相对 应 的 齐 次 方程 
dy 9d7y+26 生 -24y =0 


dé dé dt 
的 解 ， 该 齐 次 方程 的 解 在 例 D. 5 PERE, Ary, = ce" cec" cnc" V THEY, 
对 应 于 方程 的 非 齐 次 部 分 ， 即 式 (D.36) 的 右边 。 考 察 该 等 式 的 右边 ， 可 以 推 
ill e' 来 自 于 方程 式 的 一 个 根 和 A, = 1， 也 就 是 


(D-1)R(t) =0 (D. 38) 
用 (D-1) RAR (D.36) 的 两 边 ， 使 等 式 右边 为 0: 
(D-1) (D! - 9D’ + 26D -24)y = (D-1)e =0 (D. 39) 


此 式 为 齐 次 微分 方程 ， 特 征 根 为 
A! =2,，A, =4, A;=3, A,=1 
其 解 为 
y = cue" ce" +ce” + Ce ( D. 40) 
此 解 的 最 后 一 项 为 特 解 部 分 ， 其 常数 用 C 表示 ,C 的 取 值 必须 使 这 个 特 解 满 足 式 
(D.36)。 为 了 求 取 C 的 值 ， 将 特 解 y, 的 一 阶 、 二 阶 以 及 三 阶 导 数 代 人 式 
(D. 36)， 求 得 C= -1/6， 于是， 整个 解 为 


3 


1 
:一 一 e: D. 41 
6° ( ) 


y = ce” « ce" e ce 
以 下 利用 MATLAB 指令 求解 该 微分 方程 : 


>>Y=dsolve('D3y -9*D2y +26 * Dy -24 * y =exp(t)') 
Y= 
-1/6 * exp(t) +C1 * cxp (2 * t) +C2 * exp (4 * t) +C3 *exp(3*t) 


Gi D.6 求 以 下 非 齐 次 微分 方程 的 解 
dy -6 dy N 
dr? de 





d 
12 - 6y = sint + cost 
dt 


解 : 
引信 微分 算 子 
Dy-6Dy+1lDy-6y=0 
得 到 特征 方程 
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(D? -6D «11D-6) =0 
因 式 分 解 并 求 根 

(D-1)(D-2)(D-3) =0 
因此 ， 特 征 方程 的 根 为 


微分 方程 的 通 解 为 
y, = qe * ce" + ce 
特 解 为 
y, = C,cost + C,sint 
为 了 计算 C 和 C, 的 值 ， 将 特 解 y, 的 一 阶 、 二 阶 以 及 三 阶 导数 代入 微分 方程 ， 
求 得 


1 1 
C 2--— = 一 
10 ^" 10 
于 是 ， 完 整 的 解 是 
y, = ce * ce" « ce" - iocos + 10sin 


利用 MATLAB 指令 求解 该 微分 方程 : 


>> Y =dsolve ('D3y -6 * D2y +11 * Dy -6 * y=cos(t) +sin(t)') 

Y= 

-1/10*cos(t) +1/10 * sin(t) +Cl * exp(t) +C2 * exp(2 * t) +C3* 
exp (3 * t) 


如 果 给 定 微分 方程 的 初始 条 件 ， 可 以 求 得 通 解 的 积分 常数 。 例 如 , y(0) = 1, 


2 
a| 22, S27) = 3 AUI MATLAB 指令 ， 通 过 代数 运算 就 可 以 求 得 积分 常数 
t t lo 








0 


>> Y = dsolve ('D3y - 6 * D2y +11 * Dy -6 * y =cos (t) +sin(t)', 
'y (0) 21','Dy(0) =2', 'D2y (0) =3') 

Y= 

-1/10 * cos (t) +1/10 * sin (t) +7/5 * exp (2 * t) -3/10 * exp (3 * t) 


D.3 变量 可 分 离 偏 微分 方程 


偏 微 分 方程 的 分 类 见 8. 2 节 ， 有 一 阶 、 二 阶 、 三 阶 和 四 阶 的 线性 或 非 线 性 、 
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齐 次 或 非 齐 次 方程 。 工 程 和 物理 学 中 最 常见 的 是 二 阶 偏 微分 方程 。 因 此 ， 我 们 主 
要 介绍 二 阶 线性 偏 微分 方程 的 解析 解 。 

偏 微分 方程 的 解 可 以 包含 任意 王 数 或 者 包含 无 限 个 任意 常数 。 偏 微分 方程 的 
通 解 可 以 定义 为 包含 ”个 任意 函数 的 解 。 


D.3.1 扩散 方程 
具有 可 分 离 变 量 的 偏 微分 方程 的 典型 例子 就 是 一 维 非 稳 态 扩散 方程 : 
ðu àu 
à - ur (D. 42) 


如 果 u 为 浓度 ，a 为 扩散 系数 ， 则 该 方程 表示 某 种 溶液 通过 渗透 膜 的 扩散 机 制 。 
WR u 为 温度 ，a 为 温度 扩散 率 ， 则 此 方程 可 以 描述 平板 中 的 能 量 扩散 。 

为 了 便于 讨论 ,假设 膜 的 厚度 有 限 ， 为 L; 并 且 初 始 时 膜 内 溶液 的 浓度 为 距 
离 的 函数 ， 设 为 A(*) 。 实 验 开始 时 ， 假 设 膜 被 浸入 浓 度 保持 为 0 的 大 容量 液体 
中 ， 噶 的 两 个 表面 都 暴露 在 液体 之 中 。 因 此 ,方程 (D. 42) 的 初始 条 件 和 边界 
条 件 为 

4t1=0,H0<*<Lhf,u(x,0) = f(x) 

当 1 > 0 时 ,u(0,i) =OF- A u(Z,t) 20 
假设 偏 微分 方程 的 一 个 解 u 可 以 表示 为 两 个 函数 (x) PI T(t) 的 乘积 ， 这 里 
X(x) 只 是 x 的 函数 , T(t) 只 是 1 的 函数 ， 即 . 


(D. 43) 





u(x,t) = X(x)T(1) (D. 44) 
将 此 式 代 人 式 (CD. 42) ， 得 到 
X(x)T'(t) = aX'(x)T(t) (D. 45) 
此 方程 的 变量 可 以 分 离 ， 即 
Aa) FO (D. 46) 
X(x) aT(t) 


此 式 左边 仅 为 x 的 函数 ， 右 边 仅 为 上 的 函数 ， 所 以 ， 要 使 两 边 相 等 ， 它 们 的 值 必 
须 为 常数 ， 即 





K(x) | TG) a 
X(x)  aT(t) 
此 处 常数 设 为 - A^, EIER BULBCIERE T. ME, HR (D.47) 分 成 两 个 党 
微分 方程 : 


(D. 47) 


X"+ X=0 
T' +ad°T=0 
FA D.2 节 的 方法 可 以 求解 这 两 个 方程 : 


X= ccos(Ax) + c,sin(Ax) 


(D. 48) 
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T= ce ^^" ( D. 49) 
利用 边界 条 件 
u(0,t) = X(0)T(t) = 0 
u(L,t) = X(L)T(1) = 0 
n[Al X(0) = OFFA X(L) = 0, RAR (D.49) 的 第 一 个 等 式 ， 可 得 co 70, 并 
且 


jue > ont (D. 50) 


X(L) = csin(AL) = 0 
对 于 非 平凡 解 ，c, MA 不 能 为 0， 因 此 有 


sin(AL) =0 
这 就 意味 着 AL = nm, n=1, 2, 3, =, ©, A BIS 
A = En = 123,050 (D. 51) 


X(x) 和 7(t) 的 解 就 可 以 表示 为 X,(x) FII T, (1) : 
x 


X,(x) = ca,sin( 275) 
了 “其 中 由 = 1,2,3,-++,0 (D. 52) 


T, (1) - ce UR 
代入 式 (D. 44), nf 
u, = 4e P in| = n= 1e, 00 . 
,= Ae s ( 7 ) 其 中 m = 1,2,3,…， (D. 53) 


这 里 ， 用 新 的 常数 4, RET cV 和 ca, 两 个 常数 的 乘积 ， 它 是 的 函数 。 根 据 芍 加 
原理 ， 如 果 在 一 定 范围 内 ，w, ，z ，… ，z 为 某 个 线性 齐 次 偏 微分 方程 的 解 ， 则 
这 些 解 的 任意 线性 组 合 也 是 该 方程 在 这 个 范围 内 的 解 。 为 了 求 取 满 足 任意 边界 条 
件 的 解 ， 考 虑 所 有 解 的 无 限 级 数组 合 


u(x,t) = Yu, = S 4e" )'sin( 27) ( D. 54) 
应 用 初始 条 件 : :=0 时, 对 于 0<x<L， 有 w (x, 0) -f(x), WU 
= x) = S sin nn . 
u(x,0) = f(x) YA; ( 7 | (D. 55) 





为 了 求 取 水， 将 此 式 两 边 同 乘 以 sin( 777) ， 其 中 m oie Um = 1, 2, 
3，…，,o ， 并 且 将 两 边 在 区 间 (0, L) 上 求 积 分 ， 则 : 

t . 0x tI, (marx). (nmx 

[£COsin Jis = X: A (sin( 1 }sin( 1 Je (D. 56) 
在 区 间 (0, L) 上 ， 权 重 函 数 为 1 PIE SK ew BCE IE SERA, DRUG 








MTX 
L 
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L 








Í MEL -0 当 n 产 m 时 (D. 57) 
但 是 ， 当 n=m 时 ， 积分 表 ， 如 下 所 示 ， 可 以 求 得 该 积分 的 值 为 L/2: 

4 Q(nmX L, 一 ! sin( 277%) L 

{sin mel mu: L | ^5 (D. 58) 


利用 此 式 ， 式 (D.56) 的 加 和 计算 中 只 剩 下 一 项 ， 因 此 就 可 以 求解 4,， 即 : 当 
n=m 时 


A, = Ff F(a) sin( 22) ax (D. 59) 
于 是 ,在 式 (D.43) 给 定 的 初始 条 件 和 边界 条 件 下 ， 方 程 (D. 42) 的 解 为 
u(x,t) = => ( [2 sin( 2) «(CS "y sin n( =) (D. 60) 


例 D.7 RIFHEL PRE, OR LR a rm gu BEAR ARE: 
u(x,0) =LO,L=n #Ha=l 
解 : 
将 这 些 值 代 人 式 (D.59), $85 A, 值 : 
22] -Cay 
A, = - n | 
s& (D.54) 的 解 即 为 l 
u(x,t) = = X É zC D" ]e?sintna) 





MATLAB 的 求解 : 
在 自 变量 取 值 范围 0 < 1 < 1.5 中 ,下 列 MATLAB 程序 求解 方程 并 作 图 : 


% Evaluating the analytical solution of the one-dimensional 
$ unsteady-state diffusion equation 


clear, cilc 


L=pi; alpha=1; 
space steps =50; 

dx =L/space _ steps; 
time steps =15; 
dt-1.5/time steps; 


u = zeros (space steps,time steps); 
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u (1 :space_ steps +1,1) =1; 
syms tt x 
for n=1:2:13 
£ (n) = ((1 - (-1)%*n)/n) *exp(-n^2* tt) * sin(n* x); 
end 
sumf = sum (f); 
tt =0; 
for t=l:time_ steps +1 
tt=ttt+dt; 
x=0; 
for i =2:space_ steps 
x=x+dx; 
u(i,t +1) = (2/pi) * eval (sum(f)); 
end 
end 


figure (1) 
xx =[O:dx:L]; 
plot (xx,u(:,1), xx,u(:,ceil(0.1/dt) +1), xx,u(:,ceil (0.2/dt) 
*1),... 
xx,u(:,ceil(0.3/dt) +1), xx,u(:,ceil (0. 5/dt) +1),... 
xx,u(:,ceil(1/dt) -*1),xx,u(:,ceil(1.5/dt) +1)) 
axis tight 
title('One-dimensional unsteady-state diffusion') 
xlabel('Membrane thickness, x'); ylabel('Concentration, y') 
text (L/30, 0. 97,'£ 20.0!) ; text (L/7,0. 93, 't 20.1); 
text (L/2.2,0.95,'t=0.2'); text (L/2. 2,0. 88, '£ 20. 3!) ; 
text (L/2.2,0.72,'t 20. 50') ; text (5/2. 2,0. 42, 't 21. 00"); 
text (L/2.2,0.23,'t 21. 50!) 


结果 讨论 ( 见 图 D. 1) 

t=O 时 的 浓度 分 布 曲线 为 u(x,0) = 1 ， 也 就 是 初始 条 件 。i; >0 时 ， 与 液体 
接触 的 膜 的 外 表面 ， 即 x =0 RLA, 有 w=0， 也 就 是 边界 条 件 。 随 着 上 的 增 
加 ， 溶 液 从 膜 中 扩散 到 周围 液体 中 ， 使 得 膜 中 的 溶液 浓度 下 降 ， 并 趋 于 0。 要 注 
意 ， 当 为 偶数 时 ， 系 数 4, =0， 所 以 ， 只 需要 求 级 数 中 的 奇数 项 。 男 外 ， 当 
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One-dimenstional unsteady—state diffusion 





Concentration,y 








0 0.5 1 1.5 2 25 3 


Membrane thickness,x 


图 D. 1 膜 扩散 问题 中 浓度 分 布 的 MATLAB 求解 结果 
n=13 时 ， 级 数 的 值 收 敛 于 10°% 之 内 ， 这 是 因为 解 中 有 e 项 。 


D.3.2 ”位 势 方程 


如 下 式 (D.61) 为 位 势 方程 ， 更 为 人 们 所 熟悉 的 名 称 是 拉 普 拉 斯 方程 。 可 
用 于 模拟 力学 、 电 磁场 和 重力 场 中 的 位 势 ， 也 可 用 于 模拟 矩形 平板 等 二 维 物 体 的 
稳 态 热 传导 和 扩散 。 | 
du ug (D.61) 
Ox oy 
如 果 w 为 浓度 ， 该 方程 则 表示 某 种 溶液 在 矩形 平面 上 的 稳 态 扩散 机 制 ; WFR u y 
温度 ， 该 方程 则 描述 矩形 平板 上 能 量 的 稳 态 扩散 。 
拉 普 拉 斯 方程 满足 变量 分 离 方 法 的 要 求 。 很 多 种 边界 条 件 可 以 与 式 (D. 61) 
相 结合 构成 完整 的 命题 。 本 书 第 8 章 详细 讲述 了 可 以 用 于 这 个 问题 的 各 种 可 能 的 
边界 条 件 。 
如 图 D. 2 所 示 ， 下 面 我 们 求解 一 个 尺寸 为 ax 的 矩形 平板 上 的 热传导 问题 。 
温度 7 的 拉 普 拉 斯 方程 为 
oT aT -0 (D. 62) 
Ox oy 
平板 左右 两 边 是 理想 的 绝热 体 (Neuman 条 件 ) ， 平 板 下 方 的 温度 为 fg ， 上 方 的 
温度 为 x 的 函数 (Dirichlet 条件 )。 用 数学 方法 表示 这 些 边界 条 件 如 下 : 
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T(x,b)=T(x) (a,b) 
win A 6 热 休 
OT ^ OT 
LP -0 一 一 =0 
Ox ) Ox 
Z 
T(x,0)=Tp 
图 D.2 矩形 平板 上 的 热传导 
aTi =0 af) i290 当 0<y<b 时 
Ox | ,8 O% | (D. 63) 


T(x,0) = T, T(x,b) = Tix) 40 «x «aH[ 
为 了 便于 求解 ， 并 使 解 具 有 普遍 意义 ， 用 以 下 等 式 将 变量 7 变换 为 变量 u: 


ieh ig 
dr: (D. 64) 
Jt H. 
T - T, 

f(x) = wo (D. 65) 

这 样 ， 边 界 条 件 就 变换 成 为 

4O0<y<sbW, eH 20 m =0 

OX |, 20 OX |, 20 ( D. 66) 








«Oe«x«aH[, u(x,0) 20 u(x,b) = f(x) 
FÆ, XX (D.62) 就 与 式 (D.61) 相同 。 变 换 后 的 热传导 问题 如 图 D. 3 所 示 。 


u(x,b)=f(x) (a,b) 











u(x,0)=0 





图 D.3 ”经 过 变量 变换 之 后 矩形 平板 上 的 热传导 问题 
下 面 是 2000 4E Zill 和 Cullen 用 式 (D.66) 边界 条 件 求 得 的 〈D. 61) 方程 的 
解 ， 其 中 有 所 改动 。 
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假设 是 偏 微分 方程 的 一 个 解 ， 并 且 可 以 表示 为 两 个 函数 X (x) A YCy) 的 
乘积 ， 这 里 X(Cx) 只 是 x 的 函数 ， 而 YO) RÆ y 的 函数 。 于 是 : 
u(x,y) = X(x)YCy) (D. 67) 
求 该 式 的 微分 ， 并 代 和 人 《〈D. 61) 方程 ， 可 以 分 离 变量 : 
X'(x) — YO) — 





X) Wy) (D 68) 
生成 两 个 常 微分 方程 : 

X' +X =0 (D. 69) 
Y -A'Y 20 (D. 70) 

第 一 个 方程 的 解 为 
X = c,cos(Ax) + c,sin(Ax) (D. 71) 

第 二 个 方程 的 解 为 
Y = ce" + ce" (D. 72) 


下 面 用 边界 条 件 求 c, Bl cy 这 4 个 常数 的 值 。 第 一 个 边界 条 件 等 效 于 X'(0) = 0, 
求 式 (D.71) 的 微分 ， 并 代入 此 边界 条 件 ， 有 


X'(0) = -cAsin(0) + cAcos(0) = 0 (D.73) 
因为 sin(0) =0 且 cos(0) =1, 因此 co 必定 为 0， FÆ, 5X (CD. 71). 可 以 简化 为 
X = ccos(Ax) (D. 74) 


5 RAR EER X'(a) = 0, RE (D.74) 的 微分 ， 并 应 用 此 边界 条 件 ， 
有 
X'(a) =-cAsin(Aa) =0 (D. 75) 
%A=0, KH Aa nm (HA =nn/a), n=l, 2, 3, +, eft, ERREX ££ 
A=0, n=O 的 情况 下 , 式 《D.69) 成 为 
x" =0 (D. 76) 
将 此 式 积分 两 次 ， 可 得 直线 方程 : 
X = cl + Cox (D. 77) 
MFAW RARE X'(0) = 0 和 X'(a) =0, WAX =c,, Abst (D.69) 的 解 为 
“n=O, X=c,,, 
IFA, Sn=1, 2, 3, =, OT, X =o, es [ 7, (D. 78) 
第 三 个 边界 条 件 u(x,0) = 0 等 效 于 Y(0) = 0 ， 将 其 应 用 于 式 (D.72), A 
Y(0) = ce" +ce =0 
(D. 79) 
=c, +c, =0 


Ay GLA >O Be, 2-6, x (D.72) 可 以 化 为 
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Y =c,(e” -e”) (D. 80) 
利用 以 下 指数 与 双 曲 线 正弦 函数 之 间 的 关系 式 : 
RG —e”) = sinha (D. 81) 
可 以 将 式 (D.80) 化 为 
Y = e,sinh( Ay) ( D. 82) 
但 是 ， 当 A ZO Bf, st (D. 70) 成 为 六 =0， 其 解 为 直线 方程 
Y = e +y (D. 83) 


边界 条 件 Y(0) = 0 意味 着 c = 0 。 因 此 ,， 式 (D.70) 的 解 为 


当 n=0 时 ,Y=coy; ŽEH, “n=l, 2, 3, =, oft, Y =z, sinh =) 
a 


(D. 84) 
HEAR X(x) YCy) 的 解 为 
当 n=0 时 , wo =4oy; “n=l, 2, 3, =, off, u, =A,sinh( =) eos( 777] 
(D. 85) 
EFL, BOLT AREAS : 
u(x,y) = Áy + > 4,sinh( 27) cos( 25) ( D. 86) 
PEST a a 
使 用 式 (D.66) 的 最 后 一 个 边界 条 件 ， 得 到 
u(x,b) = f(x) = Ab + > A, sinh (42 )cos[ 27) ( D. 87) 
f a a 


为 了 求 取 A, ALA, 的 值 ， 将 此 式 两 边 同 乘 以 cos (mmx/a)， 其 中 m 为 整数 ， 即 
m=1, 2,3, =, e, PEKE (0, a) 上 求 积分 ， 则 


[cos mm ax = 


a 


Aob | cos ™™*) dx + $ A sini (229 ["cos( 27E) cos( 2) ax ( D. 88) 


a 


在 区 间 (0, a) 上 ， 当 权重 函数 为 1 时 余弦 函数 是 正 交 函数 ， 因 此 
4n 天 mit, [ cos(™™)cos("™*) dx =0 (D. 89) 
但 是 ， 当 n=m 时 ， 应 用 积分 表 ， 如 下 所 示 ， 可 以 求 得 其 积分 值 为 (a/2) 


a 1 4 1 sin 2nmxy | a 
[eo (“lax =| 2 nar ( a ) = 一 (D. 90) 
a 427 2 

a 

















0 
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利用 式 (D.89) 和 式 (D.90) ， 可 以 将 式 (D. 88) 简化 为 
[F cos "rae = = AA[ cos( "™) dx +A, Ssinh( 27) (D.91) 
注意 ， 因 为 n=m 时 级 数 只 剩 一 项 ， 所 以 ， 此 式 中 求 和 符号 没有 了 。 当 n=0 时 ， 
cos(0) = I H.sinh(0) = 0 ， 因 此 式 (D.91) 可 以 进一步 简化 为 
[Sdk = Aab (D. 92) 
于 是 ， 可 求 得 4。 的 值 为 
A, = [reds (D.93) 


当 >0 时 ,积分 [ cos(nms/a)de HH, Hat (D.91) 可 得 4, 的 值 为 


A, = aar me ( D. 94) 


a 
这 样 ， 本 命题 的 解 由 式 (D. 86), UE (D.93) MI (D.94) 表示 的 A, fü 
A, HR ZA u 算 回 到 7， 只 要 将 式 (D. 64) 变换 为 
T = Tyu + T, (D. 95) 

例 D.8 若 /(x) =C (WO, WAAR (D.87) 给 出 的 温度 分 布 曲线 在 7 
方向 上 为 直线 。 
解 : 

f(x) =C 时 ,  (D.94) 的 积分 为 零 ， 也 就 是 4, AF, B 

A, = 2C [ eos (7a - 2C | a sin( 2)] -0 


a asinh( ^^) na a 
a a 
X (D.93) 的 积分 等 于 Ce， 所 以 4。 为 C/b: 


Ay = [cas - Ca = id 
abso ab b 


Tie, X (D.86) 简化 为 








C 
u(x,y) = re 
将 此 式 代 入 式 (D. 95)， 得 到 
T=T, 5 + T, 


这 是 y 方向 上 的 直线 方程 ， 此 结果 的 物理 含义 是 : 平板 的 左右 两 边 是 理想 的 绝热 
体 ， 而 上 下 两 边 则 保持 常温 。 
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D.3.3 ARRAS BUT TRE 


D3. 1 节 和 D3. 2 节 推 导 的 解 也 可 以 利用 傅 里 时 级 数 展开 求 得 。 
如 果 存在 一 个 常数 2p， 对 于 所 有 的 x 值 ， 下 式 成 立 
f(x +2p) = f(x) (D. 96) 
WERS) 为 周期 函数 。 如 果 2p 是 该 等 式 成 立 的 最 小 数值 ，2p 就 是 函数 的 周 
期 。 众 所 周知 ， 如 下 正 弦 函数 和 余弦 函数 是 周期 函数 : 
cos( 7T + 2P) t 2) = cos d 


P ? “| 对 于 所 有 x 值 (D.97) 
sin( “7 * 299) - sin( "™*} 
p P 
任意 一 个 周期 为 d 的 函数 f(x) 都 可 以 表示 为 如 下 级 数 的 形式 
2TX nux 
f(x) = st acos + acos + + ancos| — | + 
(5) eese [ 7) (=) nom 


+b sin( 7 » A). basin( ==) 十 … 十 bosin( 75) + ey 
其 中 
a = —[ A(x) dx (对 于 所 有 4 值 ) (D.99) 
p 


d 2p 


s = Tf fenes[ 58 (对 于 所 有 dd 值 》 (D. 100) 


d+2p 


= .= 了 f(x)sin( Pu COST Br d 值 ) (D. 101) 


以 上 4 个 方程 构成 了 函数 (x) 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 。 
D.3.3.1 偶 对 称 函 数 和 奇 对 称 函 数 
如 果 以 下 等 式 成 立 ， 则 函数 (x) AA R 
fC-x) =f) OTIA x) 
如 图 D. 4a 所 示 , f(x) 的 曲线 对 称 于 垂直 坐标 轴 。 如 果 以 下 等 式 成 立 ， 则 函数 
FG) 为 奇 函数 
f(-x) =-flx) (对 于 所 有 xz) 
如 图 D. 4b 所 示 ， 其 曲线 对 称 于 原点 。 在 (-p, p) KAE, RARE ET 
数 展 开 式 为 
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图 D4 
a) 偶 对 称 函 数 b) 奇 对 称 函数 
f(s) = Zo + > acos( 272) (D. 102) 
2 5 p 
其 中 
ay = EO (D. 103) 
P 0 
-2f nma 
a, = s bf 0D cos F Jax ( D. 104) 
TE (-p, p) 区 间 上 ， 奇 函数 的 傅 里 叶 级 数 展开 式 为 
f(x) = > b,sin( | ( D. 105) 
n=l p 


其 中 
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b, = SN)sin( “ax (D. 106) 


当 p = 上 时， 以 上 式 《D. 105) 与 D.3.1 Fast (D.55) 相同 ， 因 此 ， 可 以 从 式 
(D.106) 得 到 常数 A, 的 值 。 同 样 ， 式 (D.102) — 5X (D.104) 3 个 等 式 也 可 
以 与 D. 3.2 节 的 式 〈D. 86) 一 起 使 用 ， 以 确定 A, 和 4, 的 值 。 


D.4 拉 普 拉 斯 变换 


拉 普 拉 斯 变换 是 动态 系统 线性 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 求解 的 一 种 很 有 用 的 
方法 。 图 D. 5 表示 了 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 线性 常 微分 方程 的 步骤 ， 其 中 ， 符 
SS 表示 拉 普 拉 斯 变换 运算 ， 符 号 & “表示 拉 普 拉 斯 反 变换 运算 。D4. 1 153848 
出 这 些 运 算 的 数学 定义 。 对 自 变量 为 时 域 (或 空间 域 ) 的 常 微分 方程 实施 拉 普 
拉 斯 变换 ， 可 以 将 其 转化 为 拉 普 拉 斯 域 ( 即 s 域 ) 的 代数 方程 ,求解 此 代数 方 
程 ， 然 后 再 应 用 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 就 可 以 求 得 原 命题 在 时 域 上 的 解 。 


时 域 或 空域 上 的 
线性 常 微分 方程 








拉 普 拉 斯 域 的 
代数 方程 





















常 微 


程 拉 普 拉 斯 域 的 
在 时 域 或 空域 的 解 


代数 方程 的 解 





图 D.5 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 线性 常 微分 方程 的 方法 
图 D.6 显示 了 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 线性 偏 微分 方程 的 步骤 ， 对 自 变 量 为 
时 域 或 空间 域 的 偏 微分 方程 实施 拉 普 拉 斯 变换 之 后 ， 方 程 就 被 转化 为 拉 普 拉 斯 域 
的 常 微分 方程 ， 在 拉 普 拉 斯 域 应 用 常 微分 方程 的 解法 求解 此 方程 ， 然 后 再 应 用 拉 
普 拉 斯 反 变换 ， 就 可 以 得 到 原 偏 微分 方程 在 时 域 或 空间 域 上 的 解 。 
























时 域 或 空域 上 的 拉 普 拉 斯 域 的 
线性 偏 微分 方程 常 微分 方程 













拉 普 拉 斯 域 的 
常 微分 方程 的 解 


偏 微分 方程 


在 时 域 或 空域 的 解 


图 D.6 利用 拉 普 拉 斯 变换 求解 线性 偏 微分 方程 的 方法 
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D.4.1 拉 普 拉 斯 变换 


拉 普 拉 斯 变换 将 函数 .At) 从 时 域 (REER) ATA s 域 , 这 里 的 s 是 定 
义 在 复 平面 上 的 变量 ,s =a + Bi, 拉 普 拉 斯 变换 定义 为 


t IOL =K) = ['f(Oeà (D. 107) 


IEEE TRE ALERIS, FRAN ET BUB ESE AT As TAREE ELT ERE 
f(t) ， 拉 普 拉 斯 变换 存在 的 充分 条 件 是 : 

1) 函数 f(t) 在 每 个 0 «te T 区间 上 都 必须 分 段 连续 。 所 谓 的 函数 在 某 个 区 
间 分 段 连续 ， 就 是 指 函数 只 有 有 限 数目 的 有 限 断 点 。 

2) RRSO) 在 无 穷 大 处 必须 是 指数 增长 ， 所 确 的 函数 f 在 0 <t < oo 的 无 穷 大 
处 指数 增长 ， 就 是 指 在 足够 大 的 T, FERAM Ma, 使 得 |f(1) |< Me" 。 


3) 对 于 任意 有 限 值 8>0， 积 分 | Od] 必须 存在 ， 也 就 是 其 信 有 限 。 
拉 普 拉 斯 反 变 换 将 函数 (s) 从 拉 普 拉 斯 域 ( 即 * 域 ) 映射 回 时 域 ， 即 : 
£UUG)) =f) = Af Aetas (D. 108) 
Tey 


求解 此 积分 需要 用 到 复 变 量 、 留 数 定理 以 及 闭合 线 积分 等 相关 知识 。 

下 面 我 们 推导 部 分 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 将 它们 与 男 一 些 变 换 消 数 一 起 列 
于 表 D. 1， 以 便 用 于 求解 常 微分 方程 和 偏 微分 方程 。 通常 并 不 直接 从 式 
(D.107) 和 式 〈D. 108) 的 积分 式 计算 拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 变 换 ， 而 是 利用 Ro- 
berts 和 Kaufman 在 1966 年 建立 的 详尽 的 拉 普 拉 斯 变换 表 来 求 变换 以 及 反 变换 。 
MATLAB 等 计算 机 软件 也 能 计算 拉 普 拉 斯 变换 及 其 反 变 换 。 读 者 如 果 需 要 全 面 
了 解 拉 普 拉 斯 变换 的 推导 和 相关 论述 ， 请 参阅 Bequette (1998) 和 Stephanopou- 
los (1984) 等 人 的 著作 。 

指数 函数 Fi) = e 的 拉 普 拉 斯 变换 为 


£ [e™] -[ ee “dt = [ea 











(D. 109) 
二 l [e Ole = 1 
s+a sta 
一 阶 导 数 df(t) /di 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
£ [252] -[ etd (D. 110) 


利用 部 分 积分 ( [udv = uv - [vdu) ， 可 以 求 得 


£ [22] = [ VU eat 
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= peri) - [AOC 9e*ài 


= [0 -/0)] +s[ fQ)e*à (D. 111) 
= sf(s) -f(0) 
n BY SE dr CO /de" 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
e [LO] =- sf cro) ro e anm o» -f° (0) 
( D. 112) 


求解 此 式 需要 nn 个 初始 条 件 ， 即 f(0) P (0) FP (0) 。 
可 以 求 得 斜坡 函数 Fi) = be 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
£ [bt] = [ bie *di 


- [- Mew] +f età (D. 113) 


可 以 求 得 正弦 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 为 
£ [sin(wt)] = [ sinon e*à 


e „iwl -iwi 


(Eze 
0 2i 
1 eO gri e ( D. 114) 
+ 


"al TT ol 





B E 1 1 |= w 
— 2ils - iw s t io Sta 
同样 ， 可 以 建立 余弦 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 为 

£ [ cos(wt) ] = [ costo ed 





-(s-iw)t -(stim)t. o ( D. 115) 
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f(t) 
0 
单位 阶 路 函数 : S(t) = 人 
常数 : b 
和 斜坡 函数 : bt 
Pu 
et 
tü'e 
1 (e ^x _ e) 
a; — Q5 
-mgg Y 
dt 
n pr Seu, SLO 
di” 
sin( wt) 
cos( wt) 


e" sin( wt) 


e" cos(«t) 





表 D.1 部 分 时 域 函数 的 拉 普 拉 斯 变换 


当 : <0 时 
当 上 > 0 时 


£ [f(0] 








n! 
(s * a)""! 


1 
(s * a) (s +a) 


sf(s) - f(0) 


sfG) ant f(9) sm) = > 
=f" (0) -f (0) 











拉 普 拉 斯 变换 有 以 下 两 个 重要 的 定理 ， 即 初 值 定理 和 终 值 定理 ， 这 里 不 作 详 


细 证 明 。 
初 值 定理 : 


终 值 定理 : 


limf(t) = lim[ sf(s) ] (D. 116) 
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limf(t) = lim[ f(s) ] (D. 117) 
其 中 
Ks) = [Flea ro) 的 拉 普 拉 斯 变换 。 
D.4.2 ” 常 微分 方程 的 求解 
考虑 以 下 一 阶 非 齐 次 常 微分 方程 : 
Joe Hy(0) =0 (D. 118) 
MAH RDI, DU 
dy _ t 
e [ZJE x = £ Cel] 











(D. 119) 
F(s) = (0) + 356) = — 
利用 初始 条 件 y(0) = 0 进行 简化 ， 并 求 yY(s) ,得 
_ 1 
y(s) = U43)(s-1) (D. 120) 
此 式 的 右边 可 以 进行 部 分 分 式 分 解 : 
1 -+ (D. 121) 
(s +3)(s-1) (s +3) (s-1) 
为 了 计算 常数 c, Tuc, 的 值 ， 先 将 此 式 乘 以 〈* +3): 
1 c,(s +3) 
(D. 122) 








=c, + 
(s-1) ^ (s-1) 
因为 方程 对 于 任意 s 值 都 必须 成 立 , 取 s = -3， 将 上 式 简化 ， 并 求 c, 的 值 : 
1 1 1 
(s-1) (-3-1) 4 
用 类 似 的 方法 ,将 式 (D.121) HLA (s -1), Ms = 1, Re 的 值 为 
1 1 1 
543). (1+3) 4 
将 式 (D.120)、 式 (D. 121), R (D.123) 和 式 (D.124) 这 4 个 等 式 结合 起 

来 ， 可 以 构建 如 下 s 域 的 解 : 





(D. 123) 


€, = 





(D. 124) 


-1/4 4 1/4 
(s +3) (s-1) 
最 后 查 表 D. 1!， 求 此 式 各 项 的 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 就 可 以 得 到 微分 方程 的 解 : 


£LyG)] = c5 ]* *" [5] 








y(s) = (D. 125) 
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y(t) =- "ad + Te (D. 126) 

建议 读者 用 以 下 两 种 方法 验证 这 个 解 的 准确 性 : 将 解 代 人 式 CD. 118) 的 原 
微分 方程 ， 用 D. 1 40 D.2 节 介 绍 的 方法 求解 该 微分 方程 。 
现在 ， 我 们 再 来 看 如 何 求解 以 下 二 阶 非 齐 次 常 微分 方程 


9 -5 a + 6y = sint (D. 127) 
其 初始 条 件 为 
y(0) = 0 ug -0 ( D. 128) 


将 此 微分 方程 两 边 取 拉 普 拉 斯 变换 ， 得 到 : 


£ [22]- £ [5 FILE [6y] = £ [sint] 





( D. 129) 
sy(s) -sy(0) ~ y'(0) -5(sy(s) — y(00)) +6y(s) = S.l] 
Fast (D. 128) 的 初始 条 件 简化 方程 ， 并 求 y(s) : 
ys) = 1 (D. 130) 





(s +1)(s -5s +6) 
注意 ， 可 以 将 (s* + 1) 因 式 分 解 成 (s + Ds - i), YE (S - 5s + 6) 分 解 成 
(s-3)(5-2) 。 于 是 ， 上 式 右边 可 以 展开 成 部 分 分 式 : 
NEN C2 €5 C4 
(s*)(-i(s-3)s-2) (G+) Gs-i) (s-3) (3-2) 
(D. 131) 





用 本 节 前 面 所 用 的 方法 ， 可 以 求 得 这 些 常 数 的 值 为 


1 1 l 1 1 1 
“=i 97160 Dt 974p 6703 (D132) 


5 
将 式 〈D. 130) ~ st (D.132) 3 个 等 式 结合 起 来 ， 得 到 s 域 的 解 为 


























1 1 1 1 1 d 
— . 101-3) , 10 (143) 10 5 
WS) =O + G-D *G-35^6-3 009» 
注意 
1 14i lei 1 l-i 1-i 
l-il«i 2 HATS poi = 2 
when A DDD MAMA 
l +i 1 1 -1i 1 1 1 1 I 
y(s) = iol wap ti o3 )G-5 *39G 23; EEI 65-3 


( D. 134) 
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此 式 的 拉 普 拉 斯 反 变换 为 
_ 1/1l+i 一 让 líl-i it d a lox 
y(t) = =l 7 Je +l j Je + io 5° (D. 135) 
利用 式 (D.34) PRR ACE AES, AAS — REER : 
， 一 1 1 i 1 uo lox 
y(t) = 00 + T nt + 10° 5 ( D. 136) 


用 如 下 MATLAB 指令 可 以 验证 这 个 解 的 正确 性 : 


>> y =dsolve ('D2y-5* Dy+6 * y -sin(t)','y(0) =0', 'Dy(0) =0') 
y= 
1/10 * exp(3* t) -1/5 * exp (2 * t) +1/10 * cos (t) +1/10 * sin(t) 
作为 练习 ， 读 者 可 以 求 一 下 (D.127) 方程 右边 为 cost 时 的 解 。 

D.4.3 ” 偏 微分 方程 的 求解 


将 变量 u 替换 为 温度 7， 方 程 (D.42) 就 变 成 了 一 维 非 稳 态 热传导 问题 的 模型 ; 
oF =a oT ( D. 137) 
该 问题 的 初始 条 件 和 边界 条 件 为 
当 = 0 时 ,T(x,0) = T, 对 于 Ox<L 


当 1 > 0 时 ,7T(0,D =h BT(L,) =T, (D. 138) 
为 了 便于 求 取 该 问题 的 解 ， 我 们 用 以 下 等 式 把 变量 了 变换 为 变量 u: 
T-T, | 
"RE ( D. 139) 


微分 方程 也 就 回 到 了 式 (D. 42) 
一 = 4a 一 (D. 42) 
ðt ax 
初始 条 件 和 边界 条 件 变 成 了 如 下 齐 次 方程 
Zt = 0 时 ,u(x,0) =0 WFO<ce <L 


(D. 140) 
%t>Oh,u(0,t) 20 HulL,t) 21 
将 式 (D.42) 左边 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 
£ [25] = sz - u(x,0) (D. 141) 
at 


将 式 (D. 42) 右边 进行 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 
^u 2 ^u d'u 
£ [H]: 5e [u]) = 2% = £7 (D. 142) 
Ox Ox Ox dx 
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这 是 因为 x 和 1 为 自 变量 ， 并且， 对 于 连续 函数 ， 拉 氏 变 换 与 微分 的 次 序 可 以 互 换 。 
利用 初始 条 件 u(x,0) = 0 ， 并 结合 式 〈D. 141) 、 式 (D. 142) URR (D.42), A 
at = su (D. 143) 


再 将 边界 条 件 变换 到 s 域 : 
“4x =0 时 ,xz(0, = 0, £ [u(0,t)] = u(0,s) =0 


Mx = Littju(L,t) =1, £ [u(L,t)] = u(L,s) = l (D. 144) 
$ 


A (D.143) eu 的 二 阶 常 微分 方程 ,用 D. 2 节 的 方法 可 以 求解 此 方程 ， 得 到 解 : 
u = c el * ce ( D. 145) 
利用 边界 条 件 确 定常 数 e, Al c, 的 值 : 
1 1 1 1 
7$ (eov ny 7 7 5 ue Lua 
代 人 这 两 个 常数 的 值 ， 式 (D. 145). 287 
1 (els - eV) 


n= (D. 147) 


* elit c eit) 








( D. 146) 








此 式 右 边 可 以 展开 成 部 分 分 式 : 
1 (ew cem) A B 








- - = + - - ( D. 148) 
$ (e uL eit S (e se eWay 
为 了 确定 4 的 值 ， 将 上 式 两 边 同 乘 以 *， 并 设 *=0， 有 : 
4 = (el ev) (D. 149) 


(ele Let) 
但 是 ， 由 于 s = 0 ， 不 能 直接 由 此 式 求 得 4 值 。 所 以 ， 必 须 用 如 下 洛 必 达 (L 
Hospital) 法 则 求 4 ffi: 





A-li (eV - ext) x 
= lim = 
=o (elt MT L 
为 了 确定 8 的 值 ， Hest (D. 148). PARRA (eve! — ent), FRA O, 
有 : 


( D. 150) 


B = + (ele Le) (D. 151) 
由 三 角 恒 等 式 可 得 
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(evs! _ e V=) - asm ( [1] (D. 152) 
a 
要 使 该 恒等式 等 于 0， 以 下 等 式 必 须 成 立 : 
Basing R s ee (DD.153) 
a L 


利用 式 (D.148) ~ 式 (D.152). 这 几 个 等 式 ， 可 以 构建 出 如 下 式 (D. 147) BS u: 
— lyx 1 (e -evm) 


u = 一 + (D. 154) 
s L 3 . 5 
2ainh( [2.0] 
a 
1 Ce 一 ex) 


o p-r L l x 
u=£ [u] =£ [T 7 +£ E LE | ( D. 155) 
a 
# Roberts 和 Kaufman1966 年 出 版 的 拉 普 拉 斯 变换 表 (第 284 页 ) ， 可 得 解 : 


uc 之 E -1) sin( 75 ERN ( D. 156) 
L nat NT L 








求 上 式 的 拉 普 拉 期 反 变 换 : 








最 后 ， 将 式 (D. 139) RA, EEE u 变换 回 变量 了 
T = u(T, - T4) * T, (D. 157) 
B) D.9 免疫 血细胞 〈 即 白细胞 ) 在 人 造血 管材 料 中 的 迁移 机 制 是 材料 的 
生物 相 容 性 的 重要 问题 。 不 考虑 对 流 ， 迁 移 机 制 的 最 简单 形式 可 以 用 如 下 扩散 方 
程 米 模拟 : 
9t Ox 
初始 时 ， 人 工 材料 中 的 白细胞 浓度 为 0， 即 
当 上 = 0 时 ,对 于 所 有 x,c(x,0) =0 
设 1>0 时 ， 材 料 表面 的 白细胞 浓度 为 c， 
“4t> 0 时 ,在 x = 04b,c(0,t) = c, 
对 于 这 个 边界 条 件 ， 假 设 相 对 于 材料 的 厚度 ， 白 细胞 扩散 渗入 材料 的 距离 非常 
小 ， 即 
在 x = % 处 ,对 于 所 有 t, 有 c(%,t) =0 
请 利用 这 些 初 始 条 件 和 边界 条 件 ， 求 解 微分 方程 并 作 图 显示 白细胞 的 迁移 曲线 。 
解 : 
为 了 简化 方程 的 解析 解 ， 先 将 浓度 变量 重新 定义 为 
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C 
u = 一 
则 微分 方程 变 为 
Qu z pot 
ðt ox" 


初始 条 件 和 边界 条 件 变 成 了 如 下 齐 次 方程 : 
当 t = 0 时 ,u(x,0) =0 对 于 所 有 x 
当 x =0 时 ,u(0,t) =1 对 于 :>0 
4x = æ 时 ,u(% ,it) =0 对 于 所 有 
求 扩 散 方 程 的 拉 普 拉 斯 变换 ， 并 利用 初始 条 件 ， 可 得 
du = sh 
dx? 


此 结果 与 式 (D.143) 完全 相同 。 将 边界 条 件 进 行 拉 普 拉 斯 变换 ， 可 得 
Mx = 0 时 ,yu(0,t) =1, £ [u(0,0] = (0,5) =— 
当 x = œ Ff, ulæ t) =0,£ [u(o,t)] = u(e,s) =0 
拉 普 拉 斯 变换 之 后 的 微分 方程 的 解 就 是 
u = c eh o + ce Vin 
由 x = € 处 的 边界 条 件 可 知 积分 常数 ci 为 0。 由 x =0 处 的 边界 条 件 求 得 积分 常 
数 c, 的 值 为 


于 是 ， 微 分 方程 的 解 成 为 
u = lo 
E 
# D. 1 中 有 该 式 的 拉 普 拉 斯 反 变 换 ， 为 


u = exfo( 








T ERE, 
orf ( ) BREEN, HELE 


2 f» 
erf(@) = 二 | e' dt 
jh 


最 后 ， 用 归 一 化 浓度 表示 的 解 为 


c x 
一 =1- e | 
Ca 2 /Dt 
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下 面 是 该 微分 方程 求解 的 MATLAB 程序 ， 图 D. 7 为 程序 运行 的 输出 结果 : 


29 


$ Plotting the migration profiles of the immune blood cells 


clear; clc 


D=0. 01; 
x=[0:0.01:1]; 
nc=0; 


for t =0:0.5:5 
nc-nc-*1; 
C(nc,:) = (1 -erf (x/ (2 * sqrt (D* t)))):; 
end 
plot (x,c) 
title ('Migration profiles of immune blood cells') 
xlabel('Position, x'); 
ylabel('Normalized Concentration') 
text (0.4, 0.4,'Time'); 


Migration profiles of immune blood cells 





Normalized Concentration 








0.2 0.4 0.6 0.8 1 


Position, x 


图 D.7 白细胞 迁移 的 分 布 曲线 
有 关 利 用 拉 普 拉 斯 变换 求解 偏 微分 方程 的 内 容 束 介绍 这 些 。 
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附录 数值 稳定 性 等 问题 


微分 方程 的 数值 积分 有 3 个 重要 的 问题 ， 即 : 误差 传播 、 稳 定性 以 及 解 的 收 
敛 性 。 常 微分 方程 的 解 需要 考虑 两 种 稳定 性 : 解析 解 自身 的 稳定 性 和 数值 解 的 稳 
定性 。 如 同 7. 6 节 所 述 ， 解 析 解 自身 的 稳定 性 决定 于 命题 的 数学 公式 ， 它 与 微分 
方程 雅 可 比 和 矩阵 的 特征 值 有 关 。 而 数值 解 的 稳定 性 与 数值 积分 算法 的 误差 传播 有 
关 ， 而 误差 传播 的 大 小 则 取决 于 求 数值 解 的 差分 方程 的 特征 根 。 在 本 附录 中 , 我 
们 将 系统 地 考察 几 种 数值 积分 算法 的 误差 传播 及 其 稳定 性 ， 并 说 明 通 过 合理 选择 
步 长 和 积分 算法 来 减 小 误差 的 方法 。 


E.1 欧 拉 法 的 稳定 性 


考虑 如 下 线性 形式 的 初 值 问 题 微分 方程 : 


2 = Ay (E. 1) 
其 初始 条 件 为 
¥(to) = Yo (E. 2) 
并 进一步 假设 A 为 实数 ， 且 yo 为 有 限 值 ， 则 此 微分 方程 的 解析 解 为 
y(t) = yoe” (E. 3) 
当 A <0 时 ， 这 个 解 本 身 是 稳定 的 ， 也 就 是 
limyt i) =0 (E. 4) 


现在 ， 考察 其 数值 解 的 稳定 性 ， 假 设 用 显 式 欧 拉 法 求 其 数值 解 ， 并 且 暂 时 忽略 截 
断 误差 和 舍 和 误差。 利用 式 (7.25) 可 得 如 下 递 推 方程 i 


Yost = Yn thay, (E. 5) 
重 排 之 后 ， 得 到 一 阶 齐 次 差分 方程 

Yau — (1 * hA)y, = 0 (E. 6) 
应 用 移 位 算 子 的 定义 Ey, = Ya ， 可 得 

Ey,- (l c hÀ)y, =0 (E. 7) 
产生 特征 方程 

E-(1+hA) =0 (E.8) 
其 特征 根 为 


m = (1 +ha) (E.9) 
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由 此 得 到 差分 方程 (E. 6) 的 解 为 


y, = CO 4 hA)" (E. 10) 
由 +t = ij 时 的 初始 条 件 计算 常数 C: 
n-0 y =¥% =C (E. 11) 
于 是 ， 解 的 最 终 形式 为 
y, = yo (1 + hA)" (E. 12) 


原 微 分 方程 是 一 个 初 值 问 题 ， 因 此 可 以 无 限 增加 。 由 于 解 y, 是 (1+AA) eR 
数 ， 所 以 解 的 性 质 由 (1 + ha) 的 值 决 定 。 
如 果 下 式 成 立 ， 则 数值 解 是 绝对 稳定 的 

limy, =0 (E. 13) 
如 果 

|1+hA|<I (E. 14) 
那么 ， 用 显 式 欧 拉 法 得 到 的 微分 方程 (E. 1) 的 数值 解 是 绝对 稳定 的 。 由 于 (1 + 
hA) 是 特征 方程 (E.8) 的 特征 根 ， 因 此 ， 当 多 步 数值 方法 存在 多 个 特征 根 时 ， 
绝对 稳定 的 另 一 种 定义 是 


|; | d i= 1,2,---,k (E. 15) 
不 等 式 (E.14) 等 价 于 
-2<ha <0 (E. 16) 
此 式 给 出 了 如 下 稳定 解 的 积分 步 长 屎 的 极限 值 : ROWE, ka <0, FFE 
2 
h s — E. 17 
lal (E. 17) 


这 个 不 等 式 是 有 限 的 总 体 稳定 边界 ， 显 式 欧 拉 法 称 为 条 件 稳定 的 。 任 何 具有 无 限 
总 体 稳定 边界 的 方法 称 为 无 条 件 稳 定 的 。 

为 了 简化 推导 过 程 ， 我 们 在 本 节 开 始 处 假设 A 为 实数 ， 其 实 没 有 必要 ,A 也 
可 以 是 复数 。 如 果 存 在 复数 根 (a + Bi) ， 并 且 其 模 (r+ = va * B') 小 于 等 于 1， 
Bp 

Irisi (E. 18) 

那么 ， 解 就 是 稳定 的 ， 是 一 个 收敛 的 阻尼 振荡 。 (E16) 和 (E.18) 两 个 不 等 
式 表示 的 是 复 平面 上 半径 为 1 的 圆 。 图 E. 1 为 欧 拉 法 和 龙 格 - 库 塔 法 的 数值 解 的 
稳定 区 域 ， 位 于 圆圈 内 的 所 有 hA 值 产生 欧 拉 法 〈 等 价 于 一 阶 龙 格 - 库 塔 积分 法 ) 
求解 (E1) 方程 的 稳定 数值 解 。 

现在 ,我 们 再 来 考虑 欧 拉 法 的 截断 误差 和 舍 人 误差 ， 将 使 用 差分 方程 说 明 这 
两 种 误差 在 数值 解 中 的 传播 。 首 先 ， 从 如 下 初 值 问题 的 非 线 性 形式 开始 : 


Y fy) (E. 19) 
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lIm(hA)I 











-3 -2 
Re(ha) 


图 E.1 一 至 五 阶 龙 格 - 库 塔 法 在 复 平面 上 的 稳定 区 域 
(其 中 一 阶 龙 格 - 库 塔 法 也 就 是 显 式 欧 拉 法 ) 


其 初始 条 件 为 
¥(to) = Yo (E. 20) 
定义 第 (n + 1) 步 时 数值 解 的 累积 误差 为 
Ena = Yani T Yt) (E. 21) 


RP y(t...) ——y 的 准确 值 ; 
Ys 一 一 y TE taa 处 的 计算 值 。 

这 里 ， 我 们 把 准确 解 y (La ) 表示 成 泰勒 级 数 展开 式 ， 并 且 只 写 出 欧 拉 法 所 
需 的 级 数 项 ， 即 : : 
| yt) = y(,) + hf lt, xd) + Tenet (E. 22) 
式 中 Ty ,4 一 一 第 (n 1) 步 时 的 局 部 截断 误差 。 

再 写 出 由 显示 欧 拉 公式 计算 得 到 的 y,, 值 : 

Yea = In thf (ts Fn) + Rene (E. 23) 
AP Rea 一 一 计算 机 在 第 (n + 1) BEAM BARE. 
从 式 (E.21) ~ 式 (E.23) 可 得 ; 
Ens = Y, YO +t hf Guy) SS Eny n) ) ] = Tener + Rosa 
(E. 24) 
简化 为 
Ena = En thf Cn, Yn) TS Ony n) )] -Tenn + Resa (E. 25) 


利用 如 下 中 值 定理 
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Ly, — y(t,))] y, «a < yl) 


xn 


FG) - ft, .yCu)) = 3 





(E. 26) 
可 以 将 式 〈E. 25) 简化 为 
l+ nl le, = ~ Tensa + Rena (E.27) 
oy AX, 
这 是 一 个 一 阶 变 系数 非 齐 次 差分 方程 ， 只 能 用 和 迭代 法 求解 。 但 是 ， 如 果 有 以 下 假 
定 





€, 一 [ 





Tea = Ts = 常数 (E. 28) 
Rea = Re = 常数 (E. 29) 
3f =A = 常数 (E. 30) 
ƏY la, 
则 式 (E.27) 就 可 以 简化 为 
En, ~(1 +hA)e, =-T, +R, (E. 31) 
该 方程 的 解 由 齐 次 方程 的 解 加 上 特 解 构成 ， 即 
a -Te +R, 
&, = C, (1 * hÀ) "ILU ak (E. 32) 


对 比 式 (E.6) A (E.31) 这 两 个 方程 ， 可 见解 y, 的 特征 方程 与 误差 e, WH 
征 方程 相同 。 特 解 则 由 式 (E.31) 中 的 截断 误差 和 舍 人 误差 这 两 项 决定 。 假 设 
微分 方程 的 初始 条 件 为 e。=0， 也 就 是 没有 误差 ， 据 此 可 求 得 常数 C, 的 值 ， 于 
是 ， 描 述 传 播 误 差 大 小 的 方程 最 终 成 为 
-T, +R, a 

E, = hA [CI +hà)"-1] (E. 33) 
仔细 分 析 这 个 方程 可 以 得 到 许多 信息 。 正 如 预期 的 那样 , (1 + hA ) 的 值 是 传播 误 
差 大 小 的 决定 因素 ， 先 看 h 为 有 限 固 定 步 长 时 的 情况 ， 当 积分 步 数 增加 ，n 值 很 
大 时 ， 即 no 时 的 误差 极 值 为 








-T,+R 
limle, |s — p 当 |1+hA|<1 时 (E. 34) 
lim |e, | = œ 当 |1 + RA» 工时 (E. 35) 


在 以 上 第 一 种 情况 下 , A < 0,0 <h «2/lAL, ， 此 时 误差 有 限 ， 数 值 解 稳定 。 数 
值 解 与 准确 解 的 差别 只 是 一 个 有 限 数值 (~ Ts + Re) hà ， 它 是 截断 误差 、 舍 入 
误差 、 步 长 以 及 微分 方程 特征 值 的 函数 。 

在 第 二 种 情况 下 ， 和 A >0，h >0， 此 时 误差 无 限 大 ， 数 值 解 不 稳定 。 如 果 和 > 
0， 准 确 解 本 身 就 是 不 稳定 的 ， 因 此 我 们 引 和 相对 误差 的 概念 ， 其 定义 是 
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相对 误差 = = ( E. 36) 

sk (E.12) MA (E.33) 代入 ， 得 到 相对 误差 为 
es， 一 T, + Re 1 E37 
y,  Yohà -| (E37) 


当 和 >0 时 ， 此 相对 误差 有 限 ; A <0 时 ， 则 无 限 。 于 是 ， 我 们 可 以 得 出 结论 : 
对 于 本 身 稳定 的 微分 方程 ， 绝 对 误差 是 数值 计算 稳定 性 的 合适 的 评判 指标 ， 而 对 
于 本 身 不 稳定 的 微分 方程 ， 则 相对 误差 才 是 正确 的 判断 指标 。 

如 果 积 分 区 间 固 定 ， 即 0 <t<a, Du 


p 25 (E. 38) 
若 增 加 积分 步 数 ， 使 n 值 极 大 ， 于 是 导致 A0, 
如 果 有 
limls|-0 ^ | (E. 39) 


则 此 数值 方法 称 为 收敛 的 。 如 果 没 有 舍 入 误差 ， 欧 拉 法 等 大 多 数 积分 方法 都 是 收 
si, AX 
limT, = 0 (E. 40) 
这 时 ， 式 (E.39) 成 立 。 但 是 ， 数 值 计算 实际 上 不 可 能 没有 舍 人 误差 。 
当 h 一 0 时， 截断 误差 趋 于 0， 舍 人 误差 就 成 为 误差 传播 的 主要 因素 : 
(1+haA)" -1 


lim |e, | = Re lim ——— — (E. 41) 
根据 治 必 达 (L'Hospital) 法 则 ， 当 积分 步 数 极 大 时 ， 舍 人 误差 无 限 传播 ， 即 
lime, = Rel œ ] (E.42) 


这 是 数值 方法 中 令 人 左右 为 难 的 问题 ， 减 小 积分 步 长 可 以 降低 截断 误差 ， 但 是 ， 
所 需要 的 计算 量 增加 ， 从 而 增加 了 舍 入 误差 。 
同 理 ， 可 以 分 析 隐 式 欧 拉 法 ( 即 向 后 欧 拉 法 ) ， 其 解 为 
Yo 





Ae = Taye (E. 43) 
传播 误差 为 
e tte - hay[ —+— - | (E. 44) 
ml ha (1 - hA)" 
4A <OHO<A< oR}, PREM, BI 
limy, = 0 (E. 45) 


并 且 误 差 有 限 : 
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. - Te +R, 
lime, =-— d - hA) ( E. 46) 
这 里 的 步 长 大 小 没有 限制 ， 因 此 ， 当 A <0 时 ， 隐 式 欧 拉 法 是 绝对 稳定 的 。 另 一 
方面 ， 当 A >0 时 ， 只 有 当 以 下 不 等 式 成 立时 才 有 稳定 解 
}1-hA|S1 0 (E.47) 
这 就 使 步 长 大 小 受到 了 限制 
-2£hAÀ «0 (E. 48) 
结论 是 隐 式 欧 拉 法 稳定 范围 大 于 显 式 欧 拉 法 (参见 表 EE. 1). 


E.2 龙 格 - 库 塔 法 的 稳定 性 
应 用 与 上 一 节 类 似 的 方法 ， 可 以 推导 出 龙 格 - 库 塔 法 的 递 推 公式 及 其 相应 的 


特征 根 (Lapidus 和 Sienfeld, 1971) 。 对 于 (E.1) 的 微分 方程 ， 有 : 
二 阶 龙 格 - 库 塔 法 : 


1 ， 
ES (1 +ha + shay, (E.49) 
1 2,2 
Bb =1l+ha tA (E. 50) 
三 阶 龙 格 - 库 塔 法 : 
Yan = (1 +hà + Wa + aha) (E. 51) 
1 24,2 1 343 
My cl *hA + VA + ota (E. 52) 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 : 
1 1 1 
wa = {1hA TUA? + hka? exa) . E. 53 
1 2,2 1 3,3 1 444 
Bp = d + hA € —h A. e —h A A —hÀA ( E. 54) 
2 6 24 
五 阶 龙 格 - 库 塔 法 : 
Yat = (1 + hA t LRA? OA? + hat + A + OSA) n 
2 6 24 120 720 
(E.55) 
1 1 1 1 0. 5625 
= 1 eA +R A + oA + oh A AMA + LO 
Pa 2 6 24 120 720 
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st (E55) 和 式 〈E.56) 两 式 右边 最 后 一 项 是 五 阶 龙 格 - 库 堪 法 特有 的 ， 出 自 
Constantinides 和 Mostoufi (1999), 著作 的 表 5.2。 对 于 不 同 的 五 阶 公 式 ， 这 一 项 
有 所 不 同 。 
绝对 稳定 的 条 件 是 
lu, |< 1 i= 1,2,::-,k (E. 57) 
将 其 用 于 以 上 这 些 算法 ， 所 得 到 的 实数 绝对 稳定 界限 列 于 表 E. 1 ， 复 平面 上 的 稳 
定 区 域 见 图 E, 2。 通 常 ， 阶 数 越 高 ， 稳 定 的 范围 也 越 大 。 


REL 实数 稳定 界限 











算 法 稳定 界限 
显示 欧 拉 法 -2<hA «0 
0<h<wm CHA«O 
隐 式 欧 拉 法 | -2xhA«0 当 A>0 
改进 欧 拉 法 (预测 -校正 法 ) -1.077<hA <0 
二 阶 龙 格 - 库 塔 法 -2xhAÀ «0 
三 阶 龙 格 - 库 塔 法 -2.5xhA «0 
四 阶 龙 格 - 库 塔 法 -2.785<hA «0 
五 阶 龙 格 - 库 塔 法 -5.7<ha «0 
亚当 斯 法 -0. 546 hà <0 
亚当 斯 - 莫 尔 顿 法 -1.285<ha <0 


E.3 多 步 算法 的 稳定 性 


应 用 与 第 一 节 类 似 的 方法 ， 可 以 推导 出 改进 欧 拉 法 (Modified Euler), WH 
斯 法 (Adams) 和 亚当 斯 - 莫 尔 顿 法 (Adams-Moulton) 的 递 推 公式 及 其 相应 的 特 
征 根 (Lapidus 和 Sienfeld ，1971) 。 对 于 式 〈E.1) 的 微分 方程 ， 有 
改进 欧 拉 法 (预测 和 校正 相 结 合 


Yan 7 a + hA +h A*)y, (E. 58) 
py = 1 tha € AC (E. 59) 
亚当 斯 法 : 

23 4 5 
a ={1 ha - (Sha) a + (Sha) - ( E. 60 
Yan ( ti y 3 Ya 1 Vn ) 

; 23 4 5 

- [14 £A + (Jaa) -~(2ha)=0 (E.61 
p tae tih (5 ) 


亚当 斯 - 莫 尔 顿 法 〈 预 测 和 校正 相 结合 ) : 
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7 55 5 59, , 
ao (a eA +H a? | _ (ha + an] " 
Yasi | 6 6 


1 37 
+ [—hA + ph "| 7 - (zv) _ E. 62 
(z z A^ Mao Ya-3 ( ) 
， 7 55. va 15 59.2 
- (12A eA) (=A +m A") 
" 6 tea ^ He Tia te^ jh 
1 37 9 
-{>h +h") + (oh +) =0 E. 63 
(a à tg ^ jetig^ à (E. 63) 
绝对 稳定 的 条 件 是 
WE (E.57) 


将 其 用 于 以 上 这 些 算法 ， 求 得 的 实数 绝对 稳定 界限 列 于 表 E. 1， 复 平面 上 的 稳定 
区 域 如 图 E. 2 所 示 。 
1.5 ^T T T 





不 稳定 





(km(AA)| 















0.5r- | 
亚当 斯 - 莫 尔 顿 法 
0 J 
-1.5 -1 -0.5 0 0.5 


Re(hA) 


Ej E.2 改进 欧 拉 法 〈 即 欧 拉 预测 -校正 法 ) 、 亚 当 斯 法 
和 亚当 斯 - 莫 尔 顿 法 在 复 平面 上 的 稳定 区 域 
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E.4 偏 微分 方程 数值 方法 的 稳定 性 


本 节 将 利用 著名 的 冯 ，: 诺 依 曼 方 法 讨论 偏 微分 方程 有 限 差 分 近似 解 的 稳定 
性 。 所 采用 的 方法 是 先 引进 一 个 用 有 限 傅 里 叶 级 数 表示 的 初始 误差 ， 然 后 考察 该 
误差 在 数值 求解 过 程 中 的 传播 情况 。 由 于 冯 “' 诺 依 坚 方法 是 用 于 初 值 问题 的 ,* 因 
此 ， 在 此 将 其 用 于 分 析 8. 5. 2 节 导 出 的 抛物 型 方程 和 8. 5.3 节 导 出 的 双 曲 型 方程 
的 显 式 方法 的 稳定 性 。 
将 第 (m,n) 步 计算 时 的 误差 eu, 定义 为 有 限 差 分 近似 解 unn 与 微分 方程 准 
确 解 Unn 之 间 的 差 ， 即 
Emn = Unn — Un ( E. 64) 
根据 式 (8.22) 抛物 型 偏 微分 方程 的 显 式 有 限 差分 解 式 (8.61) ， 可 以 写 出 如 下 
Uninet 和 Un ner 的 计算 式 : 





Us nil = ELE + (1 — 2 LS + (Sa, + Ry 1 ( E. 65) 
Ax Ax’ Ax? mae 
is = (Vo + (1 wah vo (ge os , (E.66) 
7 Ax? Ax! Ax? mae 
RP Res Tr, 
由 式 (E. 64) Tx (E.66) n 可 得 
aAt aAt aAt 
Em n+l ~ [Senn -(1 一 2 rele 一 (es = Re ,, + Tenan 
( E. 67) 


这 是 一 个 二 维 非 齐 次 有 限 差分 方程 ,表示 了 (8.22) 抛物 型 偏 微分 方程 数值 求 
解 过 程 中 的 误差 传播 。 这 个 有 限 差分 方程 的 解 很 难 求 ， 因 此 ， 先 用 冯 “' vA RUE 
来 分 析 式 (E67) 的 齐 次 部 分 ， 即 


"E (Sens. -(1 -2 Nea. - (Seni -0  (E.68) 


Ax? Ax’ Ax 
这 个 方程 只 表示 了 在 初始 计算 点 (Bln =0 处 ) 引入 的 误差 的 传播 ， 忽略 了 n>0 
时 产生 的 截断 误差 和 舍 人 误差 。 
这 个 齐 次 有 限 差 分 方程 的 解 可 以 写成 如 下 分 离 的 形式 : 
Emn = ce" eine (E. 69) 
其 中 ,i =v-1，c、 7y 和 有 为 常数 。 当 nm=0 时 ， 有 
Eno = ce 人 (E. 70) 


这 是 初始 计算 点 的 误差 ， 因此, e” 这 这 一 项 可 以 看 作 是 初始 误差 的 放大 因子 。 为 
了 使 原始 误差 不 随 n 的 增加 而 增 大 ， 这 个 放大 因子 必须 满足 汉 诺 依 曼 稳定 条 
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fr, Hm 

le* sd (E.71) 
放大 因子 可 以 是 复数 ， 复 数 的 模 必 须 满足 以 上 不 等 式 ， 也 就 是 

Ir|<1 (E. 72) 


因此 ， 如 图 E.3 所 示 ， 复 平面 上 的 稳定 区 域 是 一 个 半径 为 1 的 圆 。 





ALE. 3 复 平面 上 的 稳定 区 域 
将 式 (E.69) 代入 式 (E.68), ， 并 重 排 ， 可 以 求 得 放大 因子 : 


ew = (1 2) + (em ert) (E.73) 
利用 三 角 恒 等 式 
ijBAx -iBAs 
e T = eos(BAx) ( E. 74) 
和 
— cos x) = 2sin? Bax 
1 (BAx) = 2 ( 5 | (E. 75) 
可 以 将 式 (E.73) 化 为 
»* 2]- ot sin? Bax 
e" = 1 wil (FI (E. 76) 


RAG: 诺 依 曼 稳 定 条 件 ， 可 得 稳定 界限 为 


0x (S [se AR) < > (E.77) 
其 中 sin’ (BAx/2) 的 最 大 值 为 1， 因 此 
0x (4s (E. 78) 
Ax 2 


这 就 是 这 种 算法 的 条 件 稳定 界限 。 应 该 注意 ， 这 个 界限 与 8. 5. 2 节 应 用 正 性 法 则 
得 到 的 结果 是 一 样 的 。 
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AHS - 诺 依 曼 方 法 同样 可 以 分 析 双 曲 型 方程 (8.82) 的 显 式 解 (8.84) 

的 稳定 性 。 该 解 的 误差 传播 齐 次 方程 为 
o^ Ar o At’ 

-2(1 - Ax? es ~- Ax! 
将 式 (E.69) 代入 式 (E.79) ， 并 用 三 角 恒 等 式 (E. 74). MA (E. 75), 48 


放大 因子 : 
= |1 -2 二 一 E sw (B44) | «JI 2 si (ES)] -1 (E.80) 


这 个 放大 因子 在 复 平面 上 要 求 满足 不 等 式 〈E. 72) ， 也 就 是 








Em ns! (En itl, + Emin) + Emni = 0 ( E. 79) 

















a AC .2 BAx 2 le 
[1-2 "a (FI 1 <0 (E. 81) 
此 式 可 以 转化 成 如 下 不 等 式 
aan <—! (E. 82) 
Ax sin (gc ) 
2 
其 中 sin’ (BAx/2) 的 最 大 值 为 1， 因 此 
wn <1 (E. 83) 
Ax 


这 就 是 这 种 算法 的 条 件 稳定 界限 。 

用 同样 药方 法 还 可 以 考察 其 他 显 式 和 隐 式 有 限 差分 算法 的 稳定 性 ，Lapiqus 
和 Pinder (1982) 两 人 已 完成 了 这 些 工 作 ， 并 得 出 结论 : 大 多 数 显 式 有 限 差分 近 
似 算法 是 条 件 稳定 的 ， 而 多 数 隐 式 近似 算法 是 绝对 稳定 的 。 


ES 步 长 控制 


为 了 简化 ， 前 几 节 的 稳定 性 分 析 都 假设 整个 积分 过 程 中 A 值 不 变 ， 对 于 式 
(E.1) 这 样 的 线性 方程 ， 这 个 假设 成 立 ; 但 对 于 非 线性 方程 ， 在 积分 区 间 上 ,入 A 
值 会 有 很 大 变化 。 这 时 就 要 用 可 能 的 最 大 A 值 来 确定 最 小 的 积分 步 长 ， 这 样 就 
可 以 用 计算 时 间 换 取 稳 定性 。 如 果 计 算 时 间 过 长 ， 就 要 采取 策略 使 每 一 步 积分 能 
自动 调节 步 长 。 

检验 步 长 的 一 种 简单 测试 方法 就 是 每 个 区 间 计 算 2 次 ， 用 全 步 长 计算 一 次 ， 
再 用 较 小 的 步 长 《通常 取 第 一 次 步 长 的 一 半 ) 计算 一 次 。 积 分 区 间 计 算 完 成 时 ， 
如 果 两 种 步 长 求 得 的 y 值 之 差 小 于 给 定 的 收敛 标准 ， 那 么 步 长 可 以 增加 ; 否则 ， 
如 果 两 个 y 值 之 差 超 出 了 允许 的 范围 ， 就 说 明 步 长 太 大 ， 需 要 缩短 步 长 才能 使 截 
断 误 差 控 制 在 允许 范围 之 内 。 
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还 有 一 个 控制 步 长 的 方法 就 是 在 每 个 区 间 上 估计 截断 误差 。 龙 格 - 库 塔 - 费 尔 
风格 法 就 采用 了 这 种 方法 (参见 Constantinides 和 Mostoufi (1999) 著作 的 表 
5.2) ， 其 中 有 局 部 截断 误差 的 估算 。 在 计算 机 程序 中 很 容易 加 入 误差 估算 功能 ， 
这 样 ， 可 以 让 程序 在 每 一 步 计 算 中 自动 改变 步 长 ， 直 至 达到 所 要 求 的 精度 。 

如 前 所 述 ， 最 佳 校 正 次 数 为 2， 因 此 ， 如 果 采 用 预测 -校正 法 ， 若 在 第 二 个 
校正 值 之 前 就 收敛 了 ， 则 可 以 加 大 步 长 ; 另 一 方面 ， 若 使 用 第 二 个 校正 值 之 后 仍 
不 能 收敛 ， 则 需要 减 小 步 长 。 


E.6 刚性 微分 方程 组 


在 E.1 节 中 ,我 们 已 经 看 到 微分 方程 数值 解 的 稳定 性 取决 于 hA. 的 值 ， 并且 
A 与 算法 的 稳定 界限 一 起 决定 了 积分 步 长 。 对 于 线性 微分 方程 
Y ay (E. 84) 
dt 
A 为 方程 的 特征 值 ， 并 且 在 整个 积分 过 程 中 其 值 保 持 不 变 ， 为 常数 。 对 于 非 线性 
微分 方程 
dy = fy) (E. 85) 
dt 


可 以 应 用 中 值 定理 (E.26) EE — AIT BARE, BORE, ERRAT y 的 偏 导数 
可 以 求 得 人 fü: 
mE (E. 86) 
IY la, 
这 里 的 A 不 再 是 常数 ， 其 大 小 在 每 一 步 积 分 中 都 会 变化 。 
这 种 方法 可 以 推广 到 如 下 非 线性 微分 方程 组 : 


dy, 
dt = f asy 
t 
dy, 
de = falt, Yi Y2 Nn) (E. 87) 
dy, 
y TEEN Ia) 
t 
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Ho 8h 
ay; 9y, 
Jb io ceu PC (E. 88) 
af, af, 
ay, B y, 


AE TT HEIE EAS REA la, 1i = 1,2,…,n| 是 数值 解 稳定 性 分 析 的 决定 因素 。 积 分 
步 长 则 取决 于 算法 的 稳定 界限 和 最 大 特征 值 。 

如 果 微 分 方程 雅 可 比 和 阵 特 征 值 的 大 小 都 处 于 同一 个 数量 级 ， 那 么 方程 组 求 
积分 不 会 有 什么 问题 。 但 是 ， 如 果 特 征 值 中 最 大 值 比 最 小 值 要 大 好 几 个 数量 级 ， 
那么 方程 组 被 称 为 刚性 的 。 这 种 方程 组 的 刚性 比 (Stiffness Ratio, SR) 定义 为 

max |Real(A,) | 
SR = — ( E. 89) 
min | Real(A;) | 
积分 步 长 由 最 大 特征 值 决 定 ， 而 积分 时 间 通 常 由 最 小 特征 值 决定 ， 这 是 因为 受 最 
小 特征 值 影响 最 大 的 那些 变量 ， 其 变化 很 慢 ， 因 此 ， 用 显 式 法 积分 刚性 微分 方程 
组 ， 会 花费 很 多 计算 机 时 间 。 

MATLAB 的 函数 ode23s 和 odel5s 就 是 适用 于 刚性 常 微分 方程 求解 的 解法 器 

(参见 表 7.2)。 
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